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AVERTISSEMENT. 


La  partie  la  plus  étendue  et  en  même  temps  la  plus  importante 
de  l'ouvrage  que  l'Auteur  a  publié  sous  le  nom  à! Exercices  de 
Calcul  intégral,  est,  comme  on  sait,  celle  qui  traite  dés/ fonc- 
tions elliptiques,  de  leur  application  à  différens  problèmes  de 
Géométrie  et  de  Mécanique,  et  de  la  construction  des  tables  né- 
cessaires pour  l'usage  de  ces  fonctions.  Cette  partie,  ainsi  que 
celle  qui  concerne  les  intégrales  définies,  auxquelles  l'Auteur  a 
donné  le  nom  d'intégrales  Eulériennes,  sont  reproduites  dans 
ce  nouveau  Traité  avec  un  grand  nombre  d'additions  dont  l'objet 
est  de  perfectionner  la  théorie  deces  transcendantes  et  d'en  étendre 
les  applications.  D'ailleurs  l'ordre  nouveau  dans  lequel  les  ma- 
tières sont  présentées ,  et  le  soin  qu'a  pris  l'Auteur  de  faire  dispa- 
raître en  beaucoup  de  points  les  imperfections  qu'il  avait  remar- 
quées lui-même  dans  son  précédent  ouvrage,  assurent  à  celui-ci 
des  avantages  que  l'opinion  générale  ne  pourra  manquer  de  con- 
firmer. 

H  serait  trop  long  d'indiquer  ici,  même  sommairement,  en 
•quoi  consistent  les  cbangemens  et  améliorations  que  l'on  remar- 
quera dans  la  première  partie,  intitulée  Théorie  des  fonctions 
elliptiques;  nous  nous  bornerons  à  citer  comme  présentant  de 
nouveaux  résultats,  les  chapitres  XXVIII,  XXIX,  XXX,  et 
surtout  le  chapitre  XXXI  qui  contient  la  découverte  d'une  nou- 
velle échelle  de  modules,  différente  de  l'échelle  connue,  et  qui 
donne  une  explication  simple  de  plusieurs  formules,  contenant 
des  réductions  très  remarquables  auxquelles  l'Auteur  n'était  par- 
venu précédemment  que  par  des  voies  très  laborieuses;  cette 
seconde  échelle  combinée  avec  la  première  donne  lieu  à  la  for- 
-mation  d'une  sorte  de  damier  analytique,  dont  les  cases  corres- 
pondent aux  transformations  infiniment  multipliées  que  peut 
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sabir  la  plus  simple  des  fonctions  elliptiques,  sans  cesser  d'être 
semblable  à  elle-même. 

Les  applications  de  la  théorie  à  diffërens  problèmes  de  Géomé- 
trie et  de  Mécanique,  forment  la  seconde  partie  du  tome  I  :  on  y 
remarquera  de  nouveaux  développemens  très  étendus  sur  la  sur- 
face du  cône  oblique,  et  une  section  entièrement  nouvelle  sur 
Porbite  décrite  eu  vertu  dHine  force  centrale  donnée.  C'est  surtout 
dans  cette  partie  que  se  manifestent  les  avantagés  dés  méthodes 
proposées  par  FAutetir^  soit  pour  faire  découvrir  de  nouvelles  se*- 
ïtitioiiâ,  isoft  pour  perfectionner  et  compléter  des  solutions  que 
feS  méthodes  ordinaires  avaient  laissées  imparfaites  :  celle,  par 
eiëmplej  qui  se  rapporte  au  grand  problème  du  mouvement  d'uri 
corps  attiré  vers  deux* centres.  ... 

'Une  troisième  partie  qui  sert  de  complément  au  Traité  des 
fonctions  elliptiques ,  est  uniquement  destinée  à  la  construction 
des  tables.  Cette  partie;  placée  en  tête  du  tome  H ,  ne  diffère  que 
par  quelques  suppressions  devenues  nécessaires,  de  ce  quelle  était 
dans  le  3*  volume  Aes  Exercices.  On  y  trouve  non-seulement 
-^exposition  des  méthodes  qui  peuvent  servir  à  construire  les  fâblea 
elliptiques  dans  différentes  hypothèses  sur  leur  forme  et  sur- leur 
étendue ,  mais  en  général  tous  les  détails  de  pratique  nécessaires 
pour  calculer  les  valeurs  des  fonctions  dites  de  première  et  4e 
seconde  espèce,  avec  tout  lé  degré  d'approximation  qtte  peuvent 
dôiitiërles  grandes  tables  trigonométriques  de  Briggs.  Pçù«4tre 
taetrouvèrait-on  dans  aucun  autre  ouvrage  des  exemples  de  Cttl;- 
^ctife  tittmériqtietf ,  dirigés  par  des  formules  aussi  proprés  à  abréger 
dé] travail  et  exécutés  avec  ûh  aussi  grand  degré  de  précision'. 
Céltfe'jiàjttie  est  terminée  par  le  recueil  des  tablésytant  'auafc- 
lfâités  qùë  principales,  calculées  avec. assez  d'étendue  pour  tenir 
liètt>  pendant  lotig-temps  de  tout  autre  secours  dans1  F&pplicàtiôn 
d»  la> nouvelle  théorie.  '  '  "    ' 

1  ll<ne  «érà>pas  ïntttile  pour  Phistoire  dé  la  Science,  de  foire  **■ 
manquer  ici  que  cette  nouvelle  branche  d'analyse  à  làqneMë^Àur 
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teur  â  donne  h  nom  dé  Théorie  des i  fonctiàfis.  elliptiques  ±>  est 
fondéeen  grande  patrie  Sur  les  bases  établies  dans  le  çhap;  Vj  con- 
cernant là  forme  la  plus  simple  de  ces  fdnetions  et  leur  division 
eu  trojfc  espèces;  d'où  est  résulté  un  système  de  nomenclature  et 
de  cotation 4  propre  à  représenter  ces  fonçjiontf  dans  les  usagés  or- 
dinaires de  l'analyse ,  et  à  faciliter  Jajecberche  de  leurs  propriétés. . 
Eiiler  avait  prêt»  qix  a  l'aide  d  une  notation  çonvètiable,  le  calcul 
des  arcs  d'ellipse  et  autres  transcendantes  analogues ,  pourrait 
devenir  d'un  usage  presque  aussi  général  que  èelui  .des  arcs  de 
cercle  et  des  logarithmes  (*)  ;  mais  si  on  excepte  Landen ,  qui^  par 
la  .découverte  de son  théorème^  autait pu.s'euvrjar  des  routes  non^ 
veijes,  personne  ne  s'est  mis  en  devoir  de  réalisée  la  prédiction 
d'Euler ,  et  on  peut  dire  qtfe  l'Autetr.  de  œ  Traité  est  resté  seul 
à  s'en  occuper,  depuis  l'année  1786  où  il  a  fait  paraître  ses  pre* 
xnières  recherches  sur  les  arcs  d'ellipse ,  jusqu'à  l'époque  actuelle. 
Cette  espèce  de  délaissement  a  retardé  sanà  doute  les  progrès  dé 
k  Théorie  des  fonctions  elliptiques  ;  maEis  l'Auteur  par  des  efforts 
renouvelés  à  de  grands  intervalles  de  temps,  est  parvenu  enfin 
a  compléter  presque  entièrement  cette  théorie ,  et  à  en  rendre l'ap- 
plication facile  par  des.  tables  fort  étendues  dont  il  a  exécuté 

Inwuéme  tous  les  calculs.  

.  Le  redte  du  toine  II  traite  de  ces  deux  sortes  d'intégrales  défi- 
-  nies  dont  Euler  s'est  beaucoup  oécupé  dans  plusieurs  de  ses  on-? 
vrages,  et  auxquelles,  par  cette  raison,  l'Auteur  a  crû  pouvoir 
donner  le  nom  à!intégrales  Eulériennes.  Des  recherches  pour 
compléter  la  théorie  de  ces  intégrales  avaient  produit  les  par- 
ties II  et  IV  des  Exercices;  l'Auteur  les  présente  maintenant 
sous  une  forme  plus  simple  à  quelques  égards  et  exempte  de 

(*)  Voici  les  paroles  d'Euler  (Novi  Com.  Petrop  ,  tom.  X,  pag.  4)- 
«  Imprimis  autem  hic  idoneus  signandi  modus  desiderari  videtur  j  cufm  ope  areus 
»  Miptici  ceque  commode  in  ccdculo  exprimi  queant  ac  jam  logarUhmi  et  arcus  cir- 
y  culartêj  ad  insigne  analysées  incrementum  ,  in  calculum  ttunt  introducti.  Talia  signa 
»  novam  quamdam  calculi  speciem  suppeditabunt. ...   » 

a. . 
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doubles  emplois.  Il  y  a  joint,  à  cause  de  l'affinité  des  matières 7 
les  résultats  contenus  dans  d'autres  parties  du  même  ouvrage , 
sur  une  sorte  d'intégrales  qu'on  peut  rapporter  aux  intégrales 
Eulériennes  indéfinies  de  la  seconde  espèce ,  et  qui  se  calculent 
par  différentes  méthodes  suivant  les  limites  dans  lesquelles  ces 
intégrales  doivent  être  prises.  C'est  ce  genre  cU.  transcendantes 
qui  a  offert  à  l'Auteur  le  moyen  de  trouver  l'intégrale  complète 
d'une  équation  différentielle  analogue  à  l'équation  de  Riccati, 
mais  beaucoup  plus  générale. 

Enfin ,  pour  que  ce  nouvel  ouvrage  put  être  considéré  comme 
un  traité  à  peu  près  complet  des  transcendantes  les  plus  connues 
ou  les  plus  utiles  après  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes ,  l'Au- 
teur a  cru  devoir  terminer  le  second  volume  par  le  chapitre  de 
son  précédent  ouvrage,  qui  traite  du  développement  de  la  fonc- 
tion (i  —  2<zcosç  -h  #*)""%  n  &wrt  un  exposant  fractionnaire. 
On  sait  que  les  coefficiens  de  cette  fonction  sont  des  transcen- 
dantes qui  ont  en  général  beaucoup  d'analogie  avec  les  fonctions 
elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce,  et  qui  coïn- 
cident avec  elles  toutes  les  fois  que  un  est  un  nombre  entier,  ce 
qui  a  lieu  dans  le  calcul  des  perturbations  des  planètes.  Ainsi 
rien  n'a  été  négligé  pour  que  cet  ouvrage  devînt  utile  dans  dif- 
férons genres  de  recherches ,  soit  par  les  nombreuses  formules 
qu'il  contient,  soit  par  les  tables  dont  il  offre  un  recueil  aussi 
varié  qu'étendu. 
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THÉORIE 

DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

INTRODUCTION. 

Si  on  pouvait  ranger  dans  un  ordre  méthodique  les  diverses  transcendantes 
qui  n'ont  été  connues  et  employées  jusqu'ici  que  sous  le  nom  de  quadratures; 
si  en  étudiant  leurs  propriétés  on  trouvait  les  moyens  de  les  réduire  aux 
expressions  les  plus  simples  dont  elles  sont  susceptibles  dans  l'état  de  géné- 
ralité, et  d'en  calculer  avec  facilité  les  valeurs  approchées  lorsqu'elles  de- 
viennent entièrement  déterminées;  alors  les  transcendantes  dont  il  s'agit, 
désignées  chacune  par  un  caractère  particulier  et  soumises  à  un  algorithme 
convenable,  pourraient  être  employées  dans  l'analyse  à  peu  près  comme 
le  sont  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes;  les  applications  du  calcul 
intégral  ne  seraient  plus  arrêtées ,  comme  elles  l'ont  été  jusqu'ici,  par  cette 
espèce  de  barrière  qu'on  ne  tente  plus  de  franchir,  lorsque  le  problème  est 
ramené  aux  quadratures,  et  les  solutions,  à  peine  commencées  par  cette, 
réduction ,  recevraient  tous  les  développemens  que  comporte  la  nature  de 
la  question. 

Ce  qu'il  serait  comme  impossible  d'exécuter  dans  un  plan  aussi  vaste  que 
celui  qui  vient  d'être  tracé,  on  peut  au  moins  le  réaliser  à  l'égard  des  trans- 
cendantes qui  se  rapprochent  le  plus  des  fonctions  circulaires  et  logarith- 
miques ,  telles  que  les  arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole ,  et  en  général  les 
transcendantes  auxquelles  nous  avons  donné  le  nom  de  fonctions  elliptiques v 
<  La  théorie  que  nous  allons  exposer  de  ces  fonctions  prouvera  qu'elles  mé- 
ritent d'occuper  une  place  distinguée  dans  l'analyse,  et  qu'elles  peuvent  être, 
employées  utilement  dans  les  applications  du  calcul  intégral;  mais  avant 
d'entrer  en  matière,  il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  succinctement  les 
époques 'de  l'origine  de  cette  théorie  et  de  ses  accroissemens  progressifs. 

Maclaurin  et  d'Alembert (,)  sont  les  premiers  qui  se  soient  occupés  des 
intégrales  qui  peuvent  être  exprimées  par  des  arcs  d'ellipse  ou  par  des  arcs 
d'hyperbole;  ils  trouvèrent  un  grand  nombre  de  formules  susceptibles  de 

_ : ■  M  ' 

('>  Maclaurin.  Traité  des  Fluxions*  —  ITAUmbtrL  Mém.  de  Berlia,  174& 
t.  L  1 
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cette  réduction,  mais  les  differens  résultats  n'étaient  point  liés  entre  eux  et 
ne  pouvaient  former  aucune  théorie. 

Vx\  Géomètre  italien  d'une  grande  sagacité,  ouvrit  la  route  à  des  spécu- 
lations plus  profondes  Cl).  Il  prouva  que  sur  toule  ellipse  ou  sur  toute  hy- 
perbole donnée,  on  peut  assigner,  d'une  infinité  de  manières,  deux  arcs 
dont  la  différence  soit  égale  h  une  quantité  algébrique.  11  démontra  en 
même  temps  que  la  courbe  nommée  lemnlscate  jouit  de  cette  singulière  pro- 
priété, que  ses  arcs  peuvent  être  multipliés  ou  divisés  algébriquement, 
comme  les  arcs  de  cercle,  quoique  chacun  d'eux  soit  une  transcendante  d'un 
ordre  supérieur;  c'est  le  premier  exemple  où  l'on  ait  montré  l'usage  de  la 
plqs  simple  des  fonctions  elliptiques,  qui  est  en  quelque  sorte  la  régulatrice 
de  toutes  les  autres  et  qui  peut  se  transformer  d'une  infinité  de  manières  sans 
cesser  d'être  semblable  à  elle-même. 

Euïer,  par  une  combinaison  qu'on  peut  regarder  comme  fort  heureuse, 
quoique  ces  hazards  n'arrivent  qu'à  ceux  qui  savent  les  faite  naître,  trouva 
l'intégrale  algébrique  complète  d'une  équation  différentielle  composée  de 
deux  termes  séparés,  mais  semblables,  dont  chacun  n'est  intégrable  que 
par  cfcs  arcs  de  sections  coniques  w. 

Cette  découverte  importante  donna  lieu  à  son  auteur  de  comparer  d'une 
manière  plus  générale  qu'on  ne  l'avait  fait  avant  lui,  non-seulement  les 
arcs  d'une  même  ellipse,  d'une  même  hyperbole,  ou  d'une  même  lemnis- 
cate,  mais  en  général  toutes  les  transcendantes  contenues  dans  la  formule. 

-g- ,  où  P  est  une  fonction  rationnelle  de  or,  et  R  la  racine  quarrée  d'un 

polynôme  en  x  du  quatrième  degré. 

Lagrange  voulut  faire  rentrer  dans  les  procédés  ordinaires  de  Fanalyse  l'iim 
tégraie  trouvée  par  Euler  °°;  iî  y  parvint  par  une  méthode  fort  ingénia» 
dont  l'application  s'élève  graduellement  des  transcendantes  inférieure*  aux 
transcendantes  Eolériennes,  mais  il  essaya  inutilement  de  parvenir  à  an 
résultat  plus  général'  que  celui  d'Euler. 

Peu  de  temps  après,  Landen,  géomètre  anglais,  démontra  qne  tout  iwc 
d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux  arcs  d'ellipse  C4)  j  découverte  mémo- 
rable qui  simplifie  la  théorie  de  ces  transcendantes,  et  qui  aurait  pn  con- 
duire Fauteur  à  d'autres  résultats  plus  importans. 

O  Fagnanù  Produsioni  matematiche ,  tom.  II,  i  j5o. 

CO  Euler..  Novi  Com.  Pctrop.,  tom.  VI  et  VII,  1761. 

V>  Mém.  de  Turin,  tom.  IV,  1768. 

tt>  Philosophical  Transactions,  1775,  Mathematical  Memoirs,  by  John  Landen,  1780. 
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Enfin  Lagrange  se  signala  de  nouveau  dans  la  même  carrière  (,)  en  don- 
nant une  méthode  générale  pour  trouver  par  approximation  les  intégrales 

de  la  forme  /  -g-- 

Telles  étaient  les  principales  découvertes  des  Géomètres  dans  la  théorie 
de  ces  intégrales,  lorsque  je  publiai  mes  recherches  sur  l'intégration  par  arcs 
d'ellipse  *•>,  où  après  avoir  démontré  la  plupart  des  théorèmes  connu»  jus- 
qu'à cette  époque,  je  fis  voir  que  dans  une  suite  infinie  d'ellipses  formées 
d'après  une  même  loi,  on  peut  réduire  la  rectification  d'une  de  ces  ellipses 
à  celle  de  deux  autres  prises  à  volonté  dans  la  même  suite.  C'était  un  pas 
de  plus  dans  une  carrière  difficile. 

Mais  cette  matière  et  en  général  la  théorie  des  transcendant»  désignées 

par  /  -g->  demandait  à  être  traitée  d'une  manière  plus  méthodique  et  plus 

approfondie.  C'est  ce  que  j'essayai  de  faire  dans  un  Mémoire  sur  les  Jurons* 
cendantes  elliptiques,  puhlié  en  1793.  Je  me  proposai  dans  cet  ouvrage, 
de  comparer  entre  elles  toutes  les  fonctions  comprises  sous  cette  dénomi- 
nation, de  les  classer  en  différentes  espèces,  de  réduire  chacune  k  la  forme 
la  plus  simple  dont  elle  est  susceptible,  de  les  évaluer  par  les  approxima- 
tions les  plus  promptes  et  les  plus  faciles;  enfin  de  former  de  l'ensemble 
de  cette  théorie  une  sorte  d'algorithme  qui  pût  servir  à  éténdte  le  domaine 
de  l'analyse. 

Des  recherches  ultérieures  ayant  eti  pour  résultat  de  perfectionner  de  plus 
en  plus  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  il  est  devenu  nécessaire  de  pré- 
senter cette  nouvelle  branche  d'analyse  avec  de  plus  grands  développement, 
et  d'en  montrer  l'application  à  différens  problèmes  choisis  de  Géométrie  et 
de  Mécanique.  Mais  pour  rendre  cette  théorie  tout- à-fait  usuelle,  il  restait  à 
construire  une  série  de  tablés  au  moyen  desquelles  on  pût,  dans  chaque  cas 
proposé,  trouver  la  valeur  numérique  des  fonctions  de  la  première  et  de  la 
seconde  espèce.  Ces  tables  ont  été  enfin  construites,  après  une  multitude 
de  recherches  entreprises  dans  la  vue  de  découvrir  les  méthodes  et  les  for- 
mules les  plus  propres  à  diminuer  la  longueur  et  la  difficulté  des  calculs. 

Ainsi  la  théorie  que  nous  allons  exposer,  agrandie  et  à  peu  près  complétée 
par  un  grand  nombre  de  travaux  successifs,  pourra  être  appliquée  avec  pres- 
que autant  de  facilité  que  celle  des  fonctions  circulaires  et  logarithmiques, 
ce  qui  était  l'objet  des  vœux  et  des  espérances  d'Euler. 

■     ■  ^—— — — ■  1         ■—— — — — — >— — ■ —  1       mm 

(')  Nouveaux  Mémoires  de  Tarin,  su».  1784  et  1785,  tom.  IL 
V)  Mém.  de  EAcad.  des  Sciences  de  Paris,  ann.  1786, 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Idée  générale  des  différentes  sortes  de  transcendantes  contenues 
dans  la  formule  intégrale  ]-£. 

i.  Nous  représentons  par  P  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  jp,  et 
par  R  le  radical  y'(*  +  £*  +  >tf\+«^rS  +  ^)  :  ce  radical  restant  le 
même,  on  peut  donner  une  infinité  de  valeurs  à  P;  mais  il  n'en  résulte 
pas  pour  cela  une  infinité  de  transcendantes  de  nature  différente.  On  peut 

toujours ,  par  des  intégrations  partielles,  réduire  l'intégrale  /  -g-  k  une  partie 

algébrique,  plus  un  certain  nombre  de  transcendantes,  qui  sont  toujours  de 
la  même  forme  et  de  la  même  nature.  Cest  ce  qu'il  s'agitde  développer. 

Supposons  d'abord  que  P  soit  une  fonction  entière  de  xy  en  sorte  qu'on 
ait  P=A4-Bar+Cjc'+.  ...-\-Kxk.   Si  l'on  représente,  pour  abréger 

Pintéple  J  -~  par  II*,  il  est  clair  qu'on  aura 


/ 


ï^=Àir-f-BiP  +cn-+. . .  h-kii*  : 


or,  en  différenciant  la  quantité  x*~3R,  et  revenant  de  la  différentielle  à 
l'intégrale,  on  trouve  cette  formule 

*—*R  =  (ro  —  3)  «FI— *  +  (ro  — .f)Cn— $  +  (m  —  a)>n— • 
+  lm  —  î)fn—  »  +  (iîi—  i)  en-; 

d'où  il  suit  que  Ilm,  ir*""1,  etc.,  peuvent  s'abaisser  successivement  à  des 
degrés  inférieurs,  et  qu'on  peut  continuer  la  réduction  jusqu'à  ce  qu'on 
n'ait  que  des  quantités  au-dessous  de  II3;  car  la  réduction  de  II3  est  encore 
possible,  parce  que,  dans  le  cas  de  m=3,  le  terme  qui  semblerait  devoir4 
contenir  II~X  s'évanouit.  Donc  P  étant  une  fonction  entière  de  x9  l'inté- 

-=r-  pourra  toujours  se  réduire  à  une  quantité  algébrique,  plus  un* 

transcendante  qui  sera  constamment  de  la  forme 

/(A  +  Bx-hCaf)^. 


CHAPITRE  L  S 

a.  Considérons  maintenant  la  formule  dans  toute  sa  généralité,  et  soit  P 
une  fonction  rationnelle  quelconque  dé  x  :  on  fera  comme  s'il  était  ques- 
tion d'intégrer  la  fraction  rationnelle  Vcbc]  on  extraira  d'abord  la  partie 
entière  qui  peut  y  être  contenue,  et  cette  partie  sera  traitée  comme  il  vient 
.d'être  dit.  On  décomposera  ensuite  le  reste  en  plusieurs  fractions  par- 
tielles, selon  le  nombre  des  facteurs  du  dénominateur;  de  là  résulteront, 
attfoàt  de  termes  dans  l'intégrale  totale,  et  chacun  de,  ces  termes  pourra 

être  représenté  par  l'expression  générale^  /      ,  *  >»R.  Or,  il  est  facile  de 

réduire  tous  les  termes  de  cette  espèce  à  des  termes  semblables,  où  h  =  i  ; 
c'est  ce  que  nous  allons  prouver  dans  un  instant.  Observons  auparavant 
que  si  le  dénominateur,  au  lieu  d'être  complexe,  était  simplement  x*, 

l'intégrale  /znr>  et  toutes  les  semblables  où  A>  i,  pourraient  se  déter- 
miner par  le  moyen  de  l'intégrale  /Yj+B+Car-f-Dar'j  jr-,  il   suffirait 

pour  cela  de  donner  &  m  — -  4  des  valeurs  négatives  dans  la  formule  de 
l'article  (1). 

Revenons  au  terme  général  J  (    ,  *  ym  que  nous  appellerons  P.  Si  l'on 

fait  .1  4-jirs=sa,  et  qu'on  prenne  les  coefficiens  *',  G'y  etc.,  de  manière 
qu'on  ait  l'équation  identique 

on  trouvera,  par  la  différenciation  de  la  quantité  of^R  cette  formule 
générale  : 

,(»+ûria^-i^+.(*-i)Pt*-,+(*-0>^ 
4.  (  *_  |)  jv'r*-» + (* — 3  )  e'r*-*. 

D'où  il  suit  que  les  quantités  T  ,  rs,  etc.,  peuvent  se  déterminer  au  moyen  de 

p-,  r,  r-,  r-;  or,  r  «y^r-^/o+iw)^,  r-ss/o-f**)^ 

j—£ — ™r,  et  toutes  les  formules  semblables 

dans  lesquelles  A:  est  plus  grand. que  l'unité,  se  réduiront  toujours  à  une 
partie  algébrique,  plus  une  intégrale  de  la  forme 
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1  &  Nous  conclurons  de  la  que,  quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  de  x 
représentée  par  P,  l'intégrale  J  -~?  sera  toujours  décomposable  en  trois 
parties  principales,  la  première  algébrique,  la  seconde  de  la  forme 
/(A*+-Bx4-Gr*)r-î   et  la  troisième  renfermant  un  on  plusieurs  termes 

-— — r-g,  où  le  coefficient  n  peut  être  réel  ou  imaginaire. 

On  voit,  par  cette  analyse,  quç  le  nombre  des  transcendantes  comprises 

dans  la  formule   I  -^  est  très  limité.  Il  n'en  existe  que  de  deux  espèces 

principales,  Tune  de  la  forme  /(A  -f- Ba: -f- Car* )  ^,  l'autre  de  la  forme 
j—r — rg-  J'observe  même  que  tant  que  n  est  réel ,  cette  seconde  espèce 
est  comprise  dans  la  première,  et  s7 y  ramène  immédiatement,  en  faisant 
i  +nx=  -. 

Ces  réductions  générales  une  fois  aperçues,  nous  allons  suivre  une  autre 
route  pour  parvenir  à  une  connaissance  plus  précise  des  mêmes  transcen- 
dantes. 


CHAPITRE  IL 

Manière  de  faire  disparaître  les  puissances  impaires  de  la 
variable  sous  le  radical. 

#  •      * 

4.  li  fi  radical  étant  toujours  i/(ct^x+yaf-t-fx'-{-ix*),  supposons  que 
la  quantité  soua  ie  signe  soit  décomposée  en  deux  facteurs  réels Ç+2tix+9x*y 
A  -f-  2fxx  +  pjc*.  Ces  facteurs  doivent  être  de  même  signe  pour  que  le  radical 
soit  réel;  aiusi  on  peut  supposer 

<  -h  mx  +  &#•  ss  (  A •+• *fix  +  9a+)y*. 
De  là  on  tire 

*vt-«+vT(^*-o*+(Ay-mr-'j^i 
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et  ri  l'on  appelle,  pour  abréger,  Y  le  radical  de  celte  expression,  ont  aura 
-g-  s=  -^.  La  valeur  de  x  étant  substituée  dans  P,  on  voit  que  la  différen- 
tielle -rr^  ou  ~  se  décomposera  toujours  en  deux  parties,  l'un  rationnelle 

et  intégrable  par  les  règles  ordinaires,  l'autre  affectée  du  radical  Y,  mais 
telle,  qu'il  n'y  aura  que  des  puissances  paires  Aejr  sons  le  radical  et  hors 

Vdx 
du  radical.  Ainsi  l'intégration  de  la  formulé  -g-  se  réduit  toujours  à  celle 

d'une  formule  de  la  même  nature,  dans  laquelle  P  et  R  ne  contiennent  que 
des  puissances  paires  de  x. 

5.  Cette  méthode  est  générale;  cependant,  comme  la  valeur  de  x,  qui 
doit  être  substituée  dans  P,  est  un  peu  compliquée,  il  ne  sera  pas  inutile  de 
fiiire  voir  qu'on  peut  parvenir  au  même  but  par  une  substitution  beaucoup 

plus  simple,  qui  consiste  à  faire  xz=£^~,  p  et  q  étant  deux  constante* 

indéterminées. 

Reprenons  les  facteurs  Ç+aw-f-flar1,  X-\-2ixx-\-vx?,  et  substituons 
dans  chacun  d'eux  la  valeur  de  x,  on  pourra  faire  abstraction  du  déno- 
minateur commun  qui  sort  du  radical,  et  pour  que  les  puissances  impaires 
de  /  disparaissent  dans  les  numérateurs,  il  faudra  qu'on  ait 

£  +  »(/>-*-?)+ W  =  °, 
A  +  p (p+  q)  +  ypq  =  o. 

Ces  deux  équations  donneront  des  valeurs  rationnelles  de p-\-q  et  <\t pq-f 
mais  pour  que  p  et  q  soient  réels,  il  faut  encore  que  (/*H— fl)1  —  4pff 
ou  (p  —  q)%  soit  positif.  Or,  on  peut  distinguer  deux  cas  : 

i°.  Si  la  quantité  et  +  6x  +  yx*-{-  etc.  n'a  pas  tous  ses  facteurs  réels, 
on  pourra  supposer  que  X  +  sfcar-f- rx*  en  contient  deux  imaginaires,  et 
qu'on  a  en  conséquence  Av>/*\  Mais  la  seconde  des  équations  en  p  t&q 
donne 

donc,  dans  ce  premier  cas,  le  second  membre  est  positif,  et  les  valeurs  de 
p  et  y  seront  réelles.,      . 

2°.  Si  la  quantité  a  +  € x  -f-  etc.  a  tous  ses  facteurs  réels,  et  qu'en  la 
décomposant  en  deux  facteurs  du  second  degré,  comme  on  vient  de  faire, 
il  n'en  résulte  pas  des  valeurs  réelles  pour  p  <et  q\  alors  on  observera  qu'il 
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j  a  deux  autres  manières  de  décomposer  la  quantité  du  quatrième  degré 
en  deux  facteurs  du  second,  et  Ton  peut  être  assuré  que  ces  deux  nouvelles 
combinaisons  donneront  des  valeurs  réelles  pour  p  et  q.  En  voici  la  dé- 
monstration. 

Soient  a,  £,  cy  d  les  quatre  valeurs  de  x  qu'on  a  en  faisant  R  =  o, 
les  équations  qui  déterminent  p  et  q  pourront  s'écrire  ainsi  : 

**  —  i(«-\-&)(p  +  9)+P9  =  o, 
cd  —  i(c-\-d)(p-{-q)+pq=:o, 
et  il  en  résulte 

p-\-q  __         ab  —  cd 
a      """"  a  +  b  —  c  —  d* 

(p  —  gV a  —  c.a  —  d.b  —  c.&  — d 
a     )  ~         (a  +  6— c—  d)*        # 

Or,  on  est  maître  de  rendre  positif  le  numérateur  de  cette  dernière  quan- 
tité; car,  supposons  que  a>  by  c,  d9  soient  écrites  dans  l'ordre  de  leur 
grandeur,  les  racines  négatives  venant  après  les  positives  ;  alors  les  différences 
a— -3,  a— ~c9  etc.,  seront  toutes  positives,  etp-~q  sera  réel.  On  aura 
eqcore  p  —  q  réel,  si  on  prend  pour  a  et  A  les  extrêmes  en  grandeur  des 
racines  a,  ô,  c7  d.  Enfin,  la  troisième  combinaison  donnerait  p—q  ima-« 
ginaire. 
Donc  par  la  substitution  de  x  =  p    i~>  ^  es*  toujours  possible  de  faire 

disparaître  les  puissances  impaires  de  la  variable  sous  le  radical,  et  en 
même  temps  on  obtient  cet  avantage,  que  les  deux  facteurs,  sous  le  nou- 
veau radical,  sont  réels  et  de  la  forme  f-i-gr*)  ce  qui  est  un  point  essen- 
tiel ,  et  qu'on  n'obtiendrait  pas  toujours  par  la  première  méthode. 

Remarquons  qu'il  y  a  deux  cas  particuliers  à  examiner. 

i*.  Lorsque  deux  des  racines  a,  £,  <?,  d  sont  égales  entre  elles,  le  ra- 
dical R  se  simplifie,  et  l'intégrale  ne  dépend  plus  que  des  arcs  de  cercle 
et  des  logarithmes. 

2°.  Si  l'on  a  a  +  b  =  c-i-dy  il  suffit  d'une  simple  permutation  pour 
cesser  d'avoir  a-\-b=zc-{-d',  mais  on  peut  aussi  profiter  de  cette  cir- 
constance pour  faciliter  la  transformation.  En  effet,  les  deux  Acteurs  de 
la  quantité  sous  le  radical  étant  alors  de  la  forme  À-f-  r  (x*+2ma?), 
£ -f- fl (x*  4- 2/wi? ) ,  il  est  clair  que  si  on  dit  Jr  +  m==y,  les  puissances 
impaires  de  la  variable  disparaîtront. 


CHAPITRE  III. 

CHAPITRE  III. 

Réduction  de  la  différentielle  ^  à  la  forme         Qtf» 

*"  ».  J  V(i— cSin»?)* 

6.  PuisQDE,par  une  première  préparation,  on  peut  faire  en  sorte  qu'il  n'y 
ait  pas  de  puissances  impaires,  de  la  variable  sous  le  radical,  nous  ferons 
désormais  R=  y/(*+Çx*+yxi).  Nous  supposerons  aussi  que  P  est  une 
fonction  paire  de  x;  car  quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  P,  on  peut 
toujours  faire  P  =  M+Nx,MetN  étant  des  fonctions  paires  de  x  :  or 
la  partie  -g-  se  ramène  aux  règles  ordinaires  en  faisant  xm  =j-}  ainsi 

toute  la  difficulté  se  réduit  à  intégrer  la  formule  ~,  dans  laquelle  M  est 
une  fonction  paire  de  x. 
Cela  posé,  nous  allons  prouver,  par  rénumération  des  différens  cas,  que 

la  différentielle  ^  peut  toujours  se  ramener  à  la  forme "^  rtl\ 

„  ,  1/(1— c'sin1^)»  ou 

I  on  a  c  plus  petit  que  l'unité. 

Premier  cas.  Supposons  les  facteurs  de  et -f-  Qx* +yx*  imaginaires,  et 
représentons  cette  quantité  par  ASf»aA/u*OMQ-f-p»««,  A  et  i*.  étant  'po- 
sitifs, et  cos  8  pouvant  être  positif  ou  négatif.  On  fera  x  =i  |/(  -  V  tang  f  <p, 
et  prenant  c=sin£6,  on  aura  la  transformée  * 

»         a^*»*  l/(i— c*sin*f.)'. 
Second  cas.  Soit  *4-^-f->^tf=W(j+^«»)(i—  ?»*»);  ja  iimite 
de  x  étante,  on  fera  x=z±  cos^  et  j-£-  t=  c»,  ce  qui  donnera 

dx  __    c  —d^> 

»  "*"ÂF*  KO— Crin  4)* 

Si  l'on  voulait  que  la  transformée  rat  positive,  il  faudrait  faire . 

cot4==V'.(i-~c")tang<p,  ce  .qui  donne  directement 
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et  la  transformée  serait 

dx  c       dp 

R  mp  *  i/(i — c*sinmç)' 

Troisième  cas.  Soit  *+  Gx*+yxta=:m*  (i  +  p*x*)  (x* — q*)y  on  fera 

x  =  -^— ,  — ; — ri  as  £**  et  Ton  aura 

<**_£  dp 

R  ~ "  m  *  |/(i  — c^sin*^)* 

Quatrième  cvs*  Soit  a+fc^+^w»1  (.1  -t-f*1*1)  (i  +  ?*#•)•   on 
supposera  /> > y,  et  faisant  a: sa  JîU  ?  f  ~%*l 3^011  aura 

c& _i_  dp 

U  ""-  nyi      l/(i~- o*sro*f  )* 

Cinquième  cm.  Soit  *-*h&e*4*>#<esf*»(i  —+p%&)  (1  — ?•#•)>   on 

supposera  ^  >  î  >  et  faisant  /w 9=5 ni^  fl>,  |  s=  c,  la  transformée  sera 

dx  __    1  dp . 

"£  —"  "££  •  ^(ir-^siii'f)' 

Cette  formule  servira  depuis  dfssso  jusqu'à  arsa-j  le  radical  R  serait 

imaginaire  depuis  a:  35 -jusqu'à  #;=;-;  mais  il  redevient  réel  depuis  or&ç:- 

jusqu'à  #cboo.  Dans  cedernier  cas,  il finit  écrira  &*tsmp(p*jc*~» iX?**11— l), 

et  Élisant  qx^zn  -A- ,  Z  ==  c,  la  transformée  sera  ■■   >  ■>  T.'r,  r  ■—-  Si  l'on 
T  tin  0 7  /1  7  ro/>^(i—  c*sm'  $  ) 

veut  qu'elte  soit  positive,  il  faudra,  comme  ci-dessus,  faire 

cot 9  =  1/(1—- c*),  tangi%  ce  qui  donnera  directement  x*=  '~c  ""  -, 
et  fa  transformée  sera 

Jt  ~  mp  *  |/(i  — c^ia1*}' 
formule  absolument  semblable  à  la  première;  d'où  il  suit  que  l'intégrale 

dx  1  *  ~ 

de  -jt  pour  le  cas  de  jc>*  -,  ne  déduira  toujours  de  la  même  intégrale,  prise 
en.  supposant  #<  -. 

Sixième  cas.  Enfin,  soit  ct+Ç^^o^ssm^x*— ^*j(^*— <r*),  alors  Je  doit 
être  compris  entre  p  et  y.  Soit  p  >  7,  et  swt  ftit  x=r^j,  on  aura  d'abord 


CHAPITRE  m,  ii 

-5-=  ■    „  » ; — .  .  tA..  Dans  cette  formule,  l'angle  *  a  une  limite; 

pour  en    introduire   un  indéfini ,  Soit  sin  *  a  c  sin  <p    et   c*  =  **  "7^y 

P 
on  aura  k  transformée 


à  laquelle  ou  serait  parvenu  directement  en  faisant 


i — c*8m*6 


7,  On  peut  remarquer  mamUoant  y  qu'abstraction  faite  du,  premier  cas, 
les  valeurs  de  x*  qui  opèrent  la  réduction  cherchée,  sont  toujours  de  la 

forme.»  D  .  t~fx>ii  les  coefficiens  sont  constms.  Il  ne  s'agit  plus  que  de 
substituer  cette  valeur  de  or*  dam  P,  et  la  formule  f  -=r-  sera  transformée 
en  une  autre  y    .(   J/V.  ».. ,  dans  laquelle  c  sera  plus  petit  qtteTuniié, 

et  Q  sera  une  fonction  rationnelle  paire  da  sin0>  laquelle  contiendra 
sin  <p  au  même  degré  que  P  contient  3\ 

CHAPITRE  IV. 

Développement  de  la  foàmde  f^^—-^. 

8.  Nous  représenterons  dorénavant  le  radical  j/(i— c*si*i*jg)  par  A,  et 
aussi  par  A(p)  et  A(<?,  p),  lorsqu'on  le  regardera  comme  fonction  de  0, 
bu  eernifte  fonction  du  c  iet^. ,     <       . 

Considérons  d'abord  le  <*s  o*>  <J  serait  une  fonction  entière  3  *et  soit 
QwÀH-B^^+^smtynhetc*;  ù  Von  représente  pour  *Mger,  Intégrale 

jf^l^vwZ^on^vta 


&•* 


iAZ°+BZ'-fCZ*  +  etc. 

Mais  en  différenciant  la  quantité  Acos0»m*5^sf ,  on  trouve  aîsédient  k 

a.. 


\ 
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formule 

Acos<psin**-s$=(aA~ 3)Zâ*~<— (i-f.c*)(2Jfr— ^Z^-î-f- *•(**—•  i)Zuj 

d'où  il  suit  queZ*,  Z6,  etc.,  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  Z*  et  Z%  et  qu'ainsi 
dans  le  cas  où  Q  est  une  fonction  entière,  l'intégrale  / -^  est  égale  à 
une  quantité  algébrique,  plus  une  intégrale  de  la  forme  /(A-f-Bsin*^)^; 

9.  Soit  maintenant  Q  une  fonction  quelconque  rationnelle  de  sin'Ç; 
après  avoir  extrait  la  partie  entière,  et  l'avoir  traitée  comme  il  vient  d'être 
dit,  le  développement  de  la  partie  fractionnaire  pourra  toujours  se  faire  de 

manière  que  chaque  fraction  partielle  soit  de  la  forme  r^r — .      y>  n  et  N 

étant  des  coefficiens  constans ,  réels  ou  imaginaires.  Il  s'agira   donc  de 

réduite  la  formule  /, — : — .  %.k  ',  et  toutes  les  semblables,  aux  formules 

les  plus  simples  de  la  même  espèce.  Or,  si  l'on  fait  pour  un  moment  sin$=3?, 
9|tte  formule  deviendra 

/»  d* • 

Considérons,  pour  plus  de  généralité,  la  formule 

~  J{i+nx*yii> 

dans  laquelle  R  représente  le  radical  v'(«-4-C£*a-t->*4)|On  trouvera,  par 
les  moyens  déjà  indiqués, 

+(=,*- 4)  (-?  +  &)  n— -(^-5)  i  n« 

De  là  il  résulte  que  le  terme  II*,  et  tous  les  semblables  où  k  est  plus  grand 
que  Punité,  peuvent  s'exprimer  en  partie  algébriquement,  en  partie  par  les 
quantités  II1,  II9,  IT""1,  qui  sont  les  plus  simples  de  leur  espèce.  On  peut 
même  observer  que  si  1  +nx%  était  diviseur  de  la  quantité  sous  le  radical, 

auquel  cas  on  aurait  et  —  -  +  -2l  =r=  o ,  alors  la  formule  précédente  aurait 
un  terme  de  moins;  ainsi  la  quantité  n*  ne  dépendrait  plus  que  des  deux 

n°  et  rr-f. 
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Donc  la  détermination  de  II*  dépendra  en  général  de  la  formule 


/Ut*  +B+0-)  î. 


et  en  particulier  lorsque  i+nx*  sera  diviseur  de  R%  on  pourra  faire 
disparaître  ce  dénominateur,  et  la  détermination  de  n*  ne  dépendra  plus 

que  de  la  formule  /(B-f-C#â)  -g-. 

10.  L'application  de  ce  résultat  à  l'intégrale  /  .  t   y     fait  voir 

qu'en  général  cette  intégrale  dépendra  de  la  suivante, 

Et  dans  le  cas  particulier  où  i  -f-nsin*$  sera  facteur  decos*$.A*,  l'inté- 
grale pourra  être  débarrassée  du  dénominateur ,  et  ne  dépendra  plus  que 
de  la  formule  entière 

/(B  +  CainNO^. 

Ce  cas  particulier  aura  lieu  si  »=—  i ,  et  si  n=— c%  alors  les  formules 
sont  f  *  A,  ^Jlphi  ^  est  fftC*le  en  c^1  de  réduire  l'une  et  l'autre  à 
une   partie  algébrique ,  plus  une  intégrale  de  la  forme  /*(À-f-jBsinap)~. 

On  peut  ajouter  à  ces  deux  cas  celui  de  Ç  .  J;  -,  qui  est  susceptible  d'une 
semblable  réduction,  et  qu'on  effectuera  par  la  formule  de  l'article  8. 

Il  résulte  de  cette  analyse,  que  la  formule  générale/^  -sjp,  réduite  con- 
venablement, contiendra,  i°.  une  partie  algébrique  j  a°.  une  intégrale  de 
la  forme  /°(A-f-Bsin*$)-~;  3*.  une  ou  plusieurs  parties  de  la  forme. . . 

/,  .  -r  *  dans  chacune  desquelles  les  coefliciens  N  et  n  auront  des 

valeurs  quelconques,  réelles  ou  imaginaires. 
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CHAPITRE  Y. 

Définition  des  fonctions  elliptiques ,  et  leur  division  en  trois 

espèces. 

ii.  Puisque  les  transcendantes  que  nous  avons  considérées ,  se  réduisent 
toujours  à  ces  deux  formes  /(À>Bsin*<p)  — ,  f-(%\.nA**4)A*  û  est  clair 
qu'elles  sont  comprises  dans  la  formule  générale 

n~~J  î  +  nsia*ç  #  A- 

Nous  appellerons  désormais  fonctions  <hi  transcendantes  elliptiques,  les 
intégrales  comprises  dans  cette  formule.  La  transcendante  H  sera  supposée 
s'évanouir  ou  commercer  lorsque  p=o;  son  étendue  sera  déterminée  par 
la  variable  p,  qu'on  appellera  V amplitude  j  la  constante  c,  toujours  plus 
petite  que  l'unité,  s'appellera  le  module;  on  pourra  toujours  représenter  c 
par  sin  ô*,  et  4  'sera  ce  que  nous  appelions  Fangk  du  modale  ;  m  même  temps 
j/(i— -*?•)  que  nous  désignerons  constamment  par  by  pourra  s'appeler  le 
complément  du  module. 

La  qœmtité  H,  lorsqu'on  né  considère  que  la  variabilité  <Je  p,  peut  se 
désigner  par  H(«p);  si  l'on  considère  à  la  fois  la  variation  du  module  et  de 
l'amplitude,  on  peut  la  représenter  par  H(c,  ?),  el  ainsi  de  suite,, si  l'on 
>oulait  avoir  égard  à  l'inégalité  des  coefficîens. 

12.  IV  Suffit  de  connaître  toutes  les  valeurs  de  H,  depuis  ^»o  jusqu'à 

f  =3  900  =  -,  et  l'on  connaîtra  facilement  la  valeur  de  cette  transcendante 
pour  une  amplitude  quelconque.  En  effet,  soit'(P=i5rdbxt,;i  étant  un 
entier,  et  cl  un  arc  plus  petit  que  ^,  alors  on  aura 

H(<p)  =  5uH(j)±H(*). 
Il  en  est  à  cet  égard  de  la  fonction  IJ  comme  des  arcs  d'ellipse,  et  en  général 
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des  ares  de  toutes  les  courbes  composées  de  quatre  parties  égales  et  sem- 
blables :  un  arc,  quelque  grand  qu'il  soit,  et  renfermant,  si  l'on  veut,  plu- 
sieurs circonférences ,  s'exprime  toujours  sans  difficulté  par  le  quart  de  la 

courbe  et  une  portion  de  ce  quart.  La  fonction  déterminée  H(^j  est  en  quel- 
que sorte  l'unité  des  fonctions  H,  ou  la  fonction  devenue  complète  :  nous 
la  désignerons  par  H1, 

Il  ne  parait  pas  que  la  fonction  H ,  prise  dans  toule  sa  généralité,  puisse 
se  réduire  à  des  arcs  d'ellipse  ;  cela  n'a  lieu  que  lorsque  ns=o,  ou  lorsque 
quelque  substitution  peut  faire  disparaître  le  dénominateur  i  4-n-8in*<p,  ce 
que  nous  ne  croyoAs  pas  possible  en  général.  Ainsi,  la  dénomination  de 
fonction  elliptique  est  impropre  à  quelques  égards 'f  nous  l'adoptons  néan- 
moins k  cause  de  la  grande  analogie  qu'on  trouvera  entre  les  propriétés 
de  cette  fonction  et  celles  des  arcs  d'ellipse. 

i3.  Puisque  toute  intégrale  désignée  par  /  -g-,  se  réduit  à  une  partie 

algébrique,  plus  un  certain  nombre  de  termes  qui  peuvent  chacun  être 
assimilés  à  la  fonction  H,  il  s'ensuit  qu'on  pourrait  n'admettre,  pour  les 
intégrales  dont  il  s'agit,  qu'une  seule  espèce  de  transcendantes,  représentée 
par  la  fonction  H ,  et  dans  laquelle  les  coefficiens  A ,  B,  /*,  seraient  à  volonté 
réels  ou  imaginaires.  Mais  pour  bien 'pénétrer  la  nature  de  ces  intégrales, 
et  pouvoir  établir  entre  elles  les  comparaisons  et  les  réductions  dont  elles 
sont  susceptibles,  il  est  nécessaire  de  diviser  la  fonction  H  en  plusieurs 
espèces  distinctes,  dont  les  propriétés  deviendront  plus  sensibles,  lorsqu'on 
les  considérera  chacune  isolément. 
J'observe  d'abord  que  les  arcs  d'ellipse  sont  contenus  dans  la  formule  H. 

En  effet ,  l'équation  de  l'ellipse  étante*  =  —  (a*— a:*) ,  si  l'on  fait  #=  a  sin^ , 
on  aura 

/sstcosf,    et     }/{dx?  +  df)=sd$  |/(4?coftBf-f-£*ânflf), 

formule  qui  se  réduit  à  àp{/(i  —  c*sin*<p),  en  faisant  a=  i ,  etc*=i — b\ 

Soit  donc  le  demi-grand  axe  CA=i,  le  depii-petit  axe  CB=£;si,sur    Fis* 
le  cercle  circonscrit  DM'A,  on  prend  l'arc  DM'=$,  et  qu'on  abaisse  du 
point  M'  la  perpendiculaire  MT  sur  le  grand  axe,  on  déterminera  sur 
l'ellipse  un  arc  BM=sE,  dont  la  valeur  sera 

Cette  fonction  ou  transcendante  E  constitue  l'une  des  espèces  dam  les- 
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quelles  nous  diviserons  la  fonction  H;  elle  se  déduit  de  |a  formule  géoéqrie 
en  faisant  «=0,  A=i,  B=— c\ 

L'équation  de  l'hyperbole  étant  /ss-  (je*— a*),  si  l'on  fait  sembla- 

blement  ,r =  -~  ,  on  aura 

mais  pour  avoir  un  radical  entièrement  semblable  à  celui  de  Tare  d'éllipge, 

il  faut  prendre  d'autres  dénominations.  Soit  donc  le  demi -axe  transverse 

lîg.  3.  CÂ=c,  son  conjugué  GB  =  £,  la  distance  du  eentre  au  foyer  GFs=i9 

l'ordonnée  y  =  b%  tang  p ,  on  aura  l'abscisse  x  =  -?—  j/  (  i  — .  &  sin*  p  ) , 

C08Ç/ 

d'où  résulte   ^/(dlr*^-^^)  ==s  jl'    «V  M**5  en  «Kflerenciant  la  quantité 
A  tang$,  on  a 

Donc,  si  l'on  appelle  T  l'arc  d'hyperbole  AM  qui  répond  k  l'amplitude?  , 
ou  dont  l'ordonnée  extrême  PM= A*  tang$,  on  aura  *■ 

T  =  Atang<p~/A<ty*i«y^    , 

où  l'on  peut  remarquer  que  k  partie  algébrique  A  tang  9  n'est  autre  chose 
.     que  la  tangente  MZ  terminée  par  la  perpendiculaire  CZ  abaissée  du  centre 
N        sur  cette  tangente. 

La  fonction  T  est  comprise  dans  la  formule  H ,  puisqu'elle  s'en  déduit 
en  faisant  A=b%  B=— .£*c%  »a«i;  ai  l'on  prend  cette  fonction  pour 
la  seconde  espèce  des  transcendantes  contenues  dans  la  formule  H ,  l'inté» 

grale  f  —  pourra  s'exprimer  par  les  arcs  E  et  T  au  moyen  de  l'équation 

£*  r^ssE  +  T  — Atang<p. 
Enfin,  comme  on  peut  mettre  H  sous  la  forme 

il  ne  restera  plus  à  considérer  qu'une  troisième  espèce  de  transcendantes, 
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représentée  par  la  formule 

Telle  serait  donc  la  division  des  fonctions  elliptiques  en  trois  espèces, 
si  l'on  admettait  les  arcs  £  et  T  comme  constituant  les  deux  premières 
espèces,  et  c'est  en  effet  la  première  idée  qui  se  présente  dans  ce  genre  de 
recherches. 

i4'  Mais,  par  un  examen  plus  approfondi  des  propriétés  de  ces  fonc- 
tions, ou  trouve  que  la  fonction  F  =  f  -£  doit  être  préférée  à  l'arc  d'hy- 
perbole T,  pour  en  faire  l'une  des  trois  espèces  de  fonctions  elliptiques ,'  et 
que  tnéme  cette  fonction  J  —  doit  être  considérée  comme  plus  simple  que 
l'arc  d'ellipse  fàd<p. 

En  effet,  on  prouvera  ci-après  que  la  fonction  F  peut  s'exprimer  par 
deux  arcs  d'ellipse;  mais  l'inverse  n'a  pas  lieu,  et  un  arc  d'ellipse  ne  peut 
pas  s'exprimer  par  deux  fonctions  telles  que  F ,  ce  qui  indique  déjà  que  la 
fonction  £  est  d'une  nature  plus  composée  que  la  fonction  F.  Mais  cette 
conséquence  se  manifeste  plus  clairement  encore  par  l'examen  des  pro- 
priétés respectives  de  ces  fonctions. 

.  La  propriété  la  plus  remarquable  des  fonctions  F,  est  qu'on  peut  déter- 
miner, par  des  opérations  purement  algébriques,  une  fonction,  égale  à  la 
somme  ou  à  la  différence  de  deux  autres  fonctions;  d'où  il  suit  qu'on  peut 
déterminer  algébriquement  une  fonction  multiple,  sous  -  multiple  ou  en 
général  qui  soit  dans  un  rapport  rationnel  avec  une  fonction  donnée;  pro- 
priété que  les  fonctions  F  partagent  avec  les  arcs  de  cercle  et  les  loga- 
rithmes, et  qui  a  lieu  quand  même  ces  fonctions ,  considérées  comme  des 
intégrales  ou  des  arcs  de  courbe,  n'auraient  pas  l'origine  commune  $  =  b, 
et  commenceraient  à  des  points  quelcopques. 

Les  arcs  d'ellipse  et  les  arcs  d'hyperbole  sont  de  toutes  les  autres  trans- 
cendantes, celles  qui  approchent  le  plus  de  jouir  de  la  même  propriété, 
mais  elles  n'en  jouissent  pas  d'une  ûianière  absolue.  Ainsi,  deux  arcs  étant 
donnés  sur  l'une  de  ces  courbes,  à  compter  du  même  point  où  <p=o,  on 
peut  trouver  algébriquement,  non  pas  un  arc  égala  leur  somme,  mais  un 
arc  égal  à  cette  somme,  plus  ou  moins  une  quantité  algébrique,  ce  qui 
prouve  que  les  arcs  T  et  £  sont  d'une  nature  plus  composée  que  les  fonc- 
tions F.  On  doit  donc  regarder  ces  dernières  comme  tenant  le  premier  rang 
après  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

T.  I.  3        ^ 


i«  FONCTIONS  EU4PWQUES , 

Enfin,  un  motif  qui  suffirait  seul  pour  faire  préférer  les  fraction*  F  aqx 
fonctions  T  dans  le  classement  -des  fonctions  elliptiques,  c'est  qu'on  ne 
peut  supposer  <p  >îtt  dans  In  fenotion  T,  tandis  qu'on  peut  supposer  <p 
d'une  grandeur  quelconque  dana  les  fonctions. F  et  E  qui,  en  général, 
croissent  presque  proportionnellement  à  l'angle  f .  Or,  les  applications  du 
calcul  intégral,  principalement  celles  qui  concernent  la  mécanique,  donnent 
souvent  lieu  d'attribuer  à  la  variable  principale  <p  des  valeurs  quelconques, 
composées,  si  l'on  veut,  de  plusieurs  circonférences.  L'emploi  des  fonc- 
tions T  ferait  donc  naître  des  embarras  ou  même  des  erreurs,  ce  qui  n'est 
jamais  k  craindre  dans  celui  des  fonctions  F. 

i5.  Cela  posé,  les  fonctions  ou  transcendantes  elliptiques  comprises 
dans  la  formule  H,  seront  divisées  en  trois  espèces  : 

La  première  et  la  plus  simple  est  représentée  par  la  formule  F  —  /  x  > 

La  seconde  est  l'arc  d'ellipse,  compté  depuis  le  petit  axe,  et  dont  l'expres- 
sion est  E^fsfàdp;                                          .   - 
Enfin,  la  troisième  espèce  est  représentée  par  la  formule 

nœ  //  "\9  •- '«.n?  CN*  contient,  outre  le  module  e  commun  au*  rteu* 

J  (  i  -f-  n  sm  9  J  A  ' 
autres  espèces ,  un  paramètre  n  qui  peut  être  à  volonté  positif  ou  négatif, 
réel  ou  imaginaire. 

On  pourrait  croire  que  le  cas  où  n  est  imaginaire,  diffère  essentielle- 
ment  du  cas  où  n  est  réel ,  et  qu'il  exige  la  formation  d'une  quatrième 
espèce  de  fonctions  elliptiques;  mais,  par  des  réductions  et  des  transfor- 
mations que  nous  exposerons  ci- après,  on  verra  que  cette  quatrième  espèce 
est  iqutile  à  considérer,  et  qu'on  peut  ainsi  restreindre  la  troisième  espèce 
aux  seuls  cas  où  n  est  réel.  Nous  regarderons  seulement  comme  conditions 
nécessaires  et  communes  aux  trois  espèces  de  fonctions,  que  l'amplitude  f 
et  le  module  c  soient  réels,  et  qu'en  même  temps  c  soit  plus  petit  que 
l'unité.  Dans  cette  supposition,  le  radical  A  =*  \/(i  ~d*$in*$)  est  tou- 
jours positif,  parce  qu'il  ne  se  réduit  jamais  à  zéro. 
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CHAPITRE  VI. 

Cbrnpa/tiison  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce. 

16.    1  o  v  s    les  Géomètres  connaissent  l'intégrale   algébrique  complète 
qu'Euler  a  donnée  de  l'équation  différentielle 

dx  .  dy 

D'après  les  réductions  indiquées  dans  l'article  6>  cette  équation  peut,  sans 
perdre  de  sa  généralité ,  être  mise  sous  fa  forme 


,,cfc :.  , 

mi    1  ■«■    iiimii   Mfrt 


^ 


et  alors  son  intégrale  est  F(p)  -f-  F  (4)  as  F  (/*),  p  étant  une  constante 
arbitraire.  Mais  la  même  intégrale  trouvée  parla  méthode  d'Euler,  s'ex- 
prime ainsi  : 

cosf  C0S4  —  sin^sin4v/(i  — c*sin>)  =  cos  fi. .  ..(a'), 

et  voici  comnfént  on  peut  Vérifier  ce  résultat  a  posteriori. 

J'observe  d'abord  que  l'équation  (d)  peut  être  mise  sous  V«ne  ou  Faotre 
des  deux  formes  suivantes  : 

cos  ft  cos  ?  -f-  sin  /*  sin  <p  A  (4)  =  cos  4  1         ,1,* . 

cos /*  cos  4  +  s^  A*  8^  4  &  ($)  K  co*  ?  J 
car  «es  éqttat*>nsr  dégagé»*  chaoune  du  radical  qu'elles  contiennent,  oon- 
dttkesit  Jru  môme  résultat  que  l'équation  (*!)  dégagée  de  mu  radical.  Ce 

Cela  posé,  si  l'on  cfiftreqcie  l'équation  (d)  après  avoir  divisé  chaque 
membre  par  sin  ç*in4>  *&*  <*e  ^re  disparaître  le  radical,  on  aura 

^  (cos 4 — cosf*  cos  p)  +  ^  (cos?  —  cos/*  gos 4)  ss o- 

«Substituant  dans  celle-ci  les  valeurs  de  cos4  —cos/*  cos?  et  Cowp — cos/tcos4> 
données  par  le»  équations  (£'),  on  aura 

3.. 
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De  là  on  voit  que  l'équation  transcendante  F  ($)  +  F  (4)  =  F  (aO  est  satis- 
faite, soit  par  l'équation  algébrique  (a*),  soit  par  l'une  des  équations  (£'); 
car  ces  trois  équations  peuvent  être  employées  indistinctement  Tune  pour 
l'autre. 

Si  l'on  avait  c  =  o,  la  fonction  F($)  se  réduirait  à  l'arc  ?,  et  alors 
ayant  0-f-4==;/li>  on  en  conclurait 

cos  <p  cos  4  —  sin  p  sin  4  =  cos  /x, 
cos  fit  cos  (p  •+•  sin  /*  sin  (p  =  cos  4  y 
cos  jU  cos  4  +  sin  fi  sin  4  =  co*  0- 

C'est  en  effet  ce  que  donnent  les  équations  (a7)  et  («V)  dans  le  cas  de  c=o, 
qui  réduit  k  l'unité  les  radicaux  A(f£)>.  A  ((p),  À  (4). 

17.  C'est  ici  le  lieu  de  faire  observer  1  d'après  Lagrange  (0,  que  si  l'on 
Fig.  3.  construit  un  triangle  sphérique  dont  le*  côtés  ÀB,  AC,  BC  soient  respec- 
tivement égaux  aux  amplitudes  /*,  Q,  ^^zlors  les  angles  opposés  C,  B,  A , 
seront  tels,  qu'on  aura 

„„  r»        c0*^ — cos  f  cos  4*  //  •  •   »     \ 

cos  C  =  —   .   ^  ., — -=s  —  t/f  1  —  c*sinâuk 

COS  B  SSS ^ r^-s -  =  t/(  I  —  c*  sin*  <»), 

A  cos^J/  —  COS*  COS  0  y,  .    .    _    fN 

C<*A=*-    sin,sln»       ^=V(l-<^^4); 

d'où  l'on  déduit 

sin*C  =  câsinV*,     sin*B  =  c*sinâ0,     sin*  A  =0*  sin*  4  y 

sinC        sinB        sin  À 
OU  .       C= -t — zsz-. —  =  ^— r. 

sin  ^ ,       sin  9        sin  4 

Ces  équations  s'accordent  avec  les  propriétés  connues  des  triangles  sphé- 
rique*; elles  prouvent  en  même  temps  que,  dans  tout  triangle  sphérique 
formé  par  trois  côtés  $,  4«  A**  <P"  satisfont  à  l'équation  transcendante 
F(<P)-J-F  (4)s==F(At),  le  r*ppqrt  du  sinus  de  chaque  angle  ?u  sinus  du 
coté  opposé,  sera  égal  au  module (0.  On  voit  de  plus  que  dans  le  triangle 

CO  Théorie  des  FoncU  analyt.,  pag.  85. 
.  CO  Le  triangle  polaire  formé  par  le»  trois  côtés  *■— 9 ,  w— +>  «■— /•  et  par  les 
trois  côté»  *"— B,*-—-  A,*-— C,  ou  bien  encore  le  triangle  sphérique  formé  par  les  trois 
angles  f ,+,*— p  et  par  les  trois  côtés  B,  A,  jr— C,  satisferait  également  à Téqnatkm 
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ABC,  les  deux  angles  A  et  B  sont  toujours  aigus,  et  Hsngle  G  toujours 
obtus. 

Si  Ton  fait  ensuite  F  (ji)  -f-  F  (0)  =  F  (r),  il  faudra  observer  que,  dans  le 
nouveau  triangle  sphérique  qui  aura  pour  côtés  fe,  fl,  y,  l'angle  opposé  au 
côté  fc  devra  être  aigu  et  avoir  le  même  sinus  que  l'angle  opposé  au  côté  fx 
dans  le  premier  triangle,  pour  que  son  rapport  avec  sin  fi  soit  égal  k  e 
dans  les  deu?  triangles;  aipsi  il  fcndça  .que  l'angle  opposé  au  côté  ft  dans 
le  second  triangle,  soit  supplément  de  l'angle  opposé  au  côté  f*  dans  le 
premier;  d'où  naît  cette  construction. 

Prolongez  le  côté  AC  \ersE,  faites  CD  =  0;  du  point  D  et  d'un  in  ter-  Fig.  3. 
valle  DE  =  /tt,  décrivez  un  arc  qui  rencontrera  CE  en  E,  et  déterminera 
le  second  triangle  CDE,  dans  lequel  on  aura  CE  =  r,  et  le  côté  y  satisfera 

Cette  construction  peut  être  continuée  aussi  loin  que  les  limites  des 
côtés  des  triangles  spbériques  peuvent  le  permettre,  c'est-à-dire  tant  que 
le  grand  côté  n'est  pas  plus  grand  qu'une  demi-circonférence.  Et  il  est 
évident  qu'on  pourrait  se  servir  de  la  même  construction  pour  trouver  suc- 
cessivement les  angles  ps,  <p$J  fy,  etc.,  tels  qu'on  eût  F(^)=  aF(p), 
F  (^s)  =  3F  (<p),  etc. ,  ce  qui  servirait  à  la  multiplication  de  la  fonction  F. 
Mais,  nous  le  répétons,  ces  tônstructiqns  né  peuvent  s'étendre  que  jus- 
qu'aux limites  des  triangle?,  spbériques,  tandis  que  l'analyse  ne  connaît 
aucune  borne. 

Il  est  bon  de  rfenterquer-qu^  h  considération  du  triangle  sphérique  ABC 
offre  un  moyen  fort  simple  de  vérifier  l'intégrale  (a7).  En  effet,  si,  en  regar- 
dant j*  et  C  comme  constans,  on ,  fait  varier  infiniment  peu  les  côtés  <p  et 
<*{/,   on  aura  Aa=cr£&,  ou  — -d<p  cos  A==  J-^cosBj  mais  on  a  trouvé 

cosA  =  A(4)  et  cosB  =  A<^)-  donc^j+^  =  o. 

Ainsi,  une  application  fort  simple  de  la  trigonométrie  sphérique  aurait 
suffi  pour  trouver  l'intégrale  algébrique  complète  de  l'équation  transcen- 
dante -z~*  •+*  -rjr?  »0; 

18.  Étant  données  deut  fonctions  elliptiques  de  première  espèce  F  (ç) , 
F  (4),  si  l'on  veut  trouver  une  troisième  fonction  F(a0  égale  à  leur 

F(f)  +  F(4)=B?FWMtfais  l«**PP°rt  qm  était  c  dans  le  premier  triangle,  devien- 
drait -  dans  ceux-ci. 
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<x*md»;  il  faut  déterminer  /*  par l'équation  (^/cgqat  dam*  â  le*  fcf* 
mules 

^   ,  i— c5,sra*jpsra*4 

cos  <p  cos  4  —  sin  0  $iit  4^  (*)  A  (il) 
^  i  —  c*  sin*  ^  sin*  y  . 

fancM^'  U^À(4)  +  t»ttfr4*fr) 
tang  P  —  ,  _  ^  f  ^  ^  (tf  A(4)' 

D'après  cette  dernière  fWmule,  si  Pot*  prenait  dtut  angles  auxiliaires  f ', 
4'r  teb  que 

tangua  tng'^A*(4)t    t*a$4'a*taiig4A(?), 

il  en  résulterait 

ce  qui  est  un  moyen  de  Calculer  aisément  l'angle  fi  par  les  tables  des  sinus. 
Si  Fou  fcît  pL  tt=i  i  * ,  e'fcst-â  -dire ,  ai  Ton  a  F  (p)  -f  F  (4)  =  I*%  les  deux 
fonction  F  {<p)y  t(4)  S^oût  en  quelque  sorte  compTémens  l'une  de  l'autre^ 
puisque  leur  âomrfiê  est  égale  à  la  fonction  complète  Fr,  alors  on  aura  immé- 
diatement pût  l'étyi&tiôtt  (à*), 

t  tang  <p  tang  4  '—  x  : 

c'est  la  relation  nécessaire  entre  les  angles  <p  et  4  >  Pour  qu'o*  ak  F  (f )  *f* 
fl(4)3srF(^Tr)3c:Fl.  On  en  déduit,  peur  l'espresmon  de  4  ett  <0> 

I  COS  *  |  &  Slf)  *  a   / 1  \  & 

""^S»)*    ■«»■  +  — yjjf,     A  (40  =  ^. 

19.  Étant  données  deux  fonctions  F($),  F  (4),  si  Ton  veut  connaître 
une  troisième  fonCrtHHi  F  (At)qui  soit  égale  k  fear  difltërettce,  en  sdfte  qu'on  ait 

.  f(*)-f(4)***0")> 

la  solution  de  fce  problème  se  déduira  aisément  de  celle  du  problème  pré- 
cédent, et  l'on  aura  pour  résultat  les  formules 

Sin  U  —  .   . r-r-s » 

^  i«*-c*flin**.sinL*4 

cos?  cos  4  +  sin  0  sin  4^  (fl)  A(4) 

cos  * t-e*«WTsm*4"  ' 

a  W  =  1 —d'ara'*  sin*  4  f 

^  tang»A(4)  —  tang^A  (?) 

o^  ""  1  +  tang*  tang4*  (*)  ù  (4)* 
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Si,  dam  eetW  dernière  formule  on  fait  tang  $'=tang$A(4),  et  tang4'  ses 

Ces  formules  pour  la  différence  se  déduiraient  des  formates  pour  la  somme, 
en  changeant  simplement  dans  celles-ci  le  signe  de  4  >  ©t  conservant  A  (4) 
pos\twe.  11  est  inutile  d'ailleurs  de  frire  observer  P  analogie  qui  régne  entre 
ka -valeurs  de  ain/*,  coêfi,  et  celles  $e  sin((p±4)>  oos(<pifc4)î  e"es 
coïncideraient  entièrement  si  l'on  avait  c=o. 

20.  Puisqu'on  connaît  algébriquement  l'amplitude  de  la  fonction  égale  à 
la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  fonctiQns  données ,  il  est  clair  qu'on 
peut  trouver  algébriquement  une  fonction  multiple  d'une  fonction  donnée , 
et  qu'en  général  on  peut  résoudre  sur  la  multiplication  et  la  division  des 
fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce,  les  mêmes  problèmes  qu'on 
résout  sur  la  multiplication  et  la  division  des  arcs  de  cercle.  Désignons  par 
<p„  l'amplitude  de  la  fonction  qui  contient  n  fois  la  fonction  dont  l'ampli- 
tude est  (p,  en  sorte  qu'on  ait  F  (<?.)_= /iF(0);  il  s'agirait  d'avoir  l'expres- 
sion générale  de  sin  et  Oûfrf»,  par  le  moyen  de  jia  et  cqs0. 

Les  cas  extrêmes  n'ont -aucune  difficulté.  Si  l'on  ac=o,  alors  <fm*&nQ, 
et  l'expression  de  sin  <pB,  ainsi  que  cellç  décos?.,  se  déduisent  de  la  for- 
mule connue 

cos  <pm  •+•  y/-*-ism  $„  ss  (cos  <p  ■+•  tf —  î  sm  ?)•. 


Si  l'on  a  c=  1,  alors  la  fonction  F(p)  devient  f --^r,  de  sorte  qu* 


on  a 


F  (ip)  =  yilogf  [^V^l  ) ,  et  la  formule  pour  h  wultiplicîition  des  fonctions 

1  +  «in  9 a         /  1  4-  HXl<p  y 

■       »".'     ■■   BU  I    ■  <'""v*»  )  . 

1  — .sm  p„        \  1  —  sii^  / 

JU  dignité  œt  4e  t«^  une 

valeur  quelconque  entre  o  et  1. 

21 .  Considérons  Sabord  le ^s  le  phtf  wopjs,  qui  e#  celui  de  la  dupli- 
cation; il  suffira  de  faire  4—^  dans  les  formules  de  l'article  18,  ce  qui 

donnera 

.  -  '     •        a  sin  <p  boft^A  tà\ 
sin  Q%  = »  -iï—> 

N  1  —  2$inftl-t'Ctsinf9         *" 

tang£<pâ=tang<pAjfo). 
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La  dernière  de  ces  formules  se  déduirait  immédiatement  de  la  considéra- 
Fig.  3.  tion  du  triangle  sphérique  ABC  qui,  étant  isescèle  dans  le  cas  dont  il  s'agit, 
donne  tang  ±  BA  =  cos  B  tang  BC  =  tang  QAty). 

Ainsi,  en  prenant  l'auxiliaire  B,  telle  que  sin  B  =  csin  <p,  on  aura  <pA, 
par  l'équation  tang  7  0.  =  cos  B  tang  0,  on  trouvera  semWablement  (p4  au 
moyen  de  {>,,  (p8  au  moyen  de  <p4,  etc.,  de  sorte  que  la  fonction  F  sera 
multipliée  par  2,  4>  ®>  J6>  et€* 

Réciproquement,  étant  donné  $â,  on  trouvera  f  par  l'équation 

.  sin  ;  0t 

ou  bien ,   appelant ,  par  analogie  <pL  l'amplitude  de  la  fonction  qui  est 

égala  à  la  moitié  de  F(?),  on  aura 

.  sin  i  ? 

Si  l'on  fait  csinp=ssin£ ,  ce  qui  donne  A:=cosê,  on  aura  plus  aim-  ^ 
plement 

sin  ^  =  — t£, 

et  l'on  satisfera  ainsi  à  l'équation  F  (0,  )==£  F(0), 

On  trouvera  semblablement  les  amplitudes  #,,<?,,  etc.,  par  lesquelles 
la  bisection  de  la  fonction  F  (<p)  peut  être  continuée  indéfiniment. 

22.  Tenons  à  la  multiplication  par  un  nombre  quelconque.  Pour  cela, 
considérons  trois  amplitudes  consécutives  ?,.,_,,  $«,  ?«+,,  qui,  suivant  l'in- 
dication, répondent  aux  fonctions  multiples  («— 1)  F,  t»F9  (/»+  0  E.  Les 
formules  pour  la  somme  et  la  différence  de  deux  fonctions,  s'appliqueront 
adéquations  F(<p.+l)  =  ïl(<P-)+F(<p),  F(<p.«I)  =  ïl  (<P.)  —  F(<P),  et  il 
en  résultera 

^  •  ^  2COS0COS0« 

COS&.+,  -|-  cos  0._,  =5  .  .  »     T  »    '. 

T«-fi    1  t»    1        1— c*sin*f  sin*f» 

! 

Ces  formules  où  A  et  p  restent  constamment  les  mêmes  tandis  que  n  varie , 
paraissent  aussi  commodes  qu'il  est  possible  pour  en  tirer  les  valeurs  suc- 
cessives de  sin<p,,  sin  <p3,  oos<pM  cos<ps,  etc. 

Soit,  pour  abréger,  aÀcosÇss/i,  1  — c*sin40=sy,  tf'sin^ssr,  on 
trouvera  pour  la  suite  des  sinus, 
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_/> 


sin<p4=  -  sin  £,  .  ;. ,  . , 

et  pour  ceMe  des  cosimis,  on  a ,  en  fti*a&t  de  plus  s  =  i  —  a  ëin*p  •+•  r 
sssacos^)^—  y, 

cos  pm  es  — i-~ —  5=  -, 

_  a  «7  —  q*+p*r     w    ^ 

cos  ps  ss  — *     *  ^     cbs  p, 

etc.  -  !  "  l 

Mais  ces  expressions  étant  entièrement  développées,  deviennent  fort  pro- 
lixes, et  leur  loi  est  très  difficile  à  apercevoir.  ' 

Lorsqu'il  s'agira  dp  calculer  trigonométrkjuement  çn  par  le  moyen  de  0, 
on  y  parviendra  aisément  de  cette  manière.  Les  deux  formules  générales 
étant  divisées  l'une  par  l'autre ,  donneront      ^         ~  ■     5  -     ;  ; 


tttz r-rm —  =  A  tang  p, 


■?>  « 


ce  qui  se  réduit  à  cette  formule  très  simple , 

tang  (t4>Ui  H*  ï^«*.)  =  A  tang ft, j 
d'où  l'on  tire  successivement'      T  —  L.  . ,  -*..,r 
tang{^=Atang<p, 
.tang(i<6-Hi(p)e=Atang^; 

'  tang(f^4+^â)-^At^Vst  / 

c  .?>  .  .    '-    etc.   ■    '•    ."  •    **■  ' 

On  connaîtra  ainsi  successivement  par  un  calcul  fort  simple,  les  valeurs 
de  $»,?»",  etc.  'On  pourrait  aussi-  procéder  par  de  plus  grands  intervalles 
pour  arriver  plus  tôt  à  un  terme  éloigné;  car  on  a  semMablement 
T.  I.  4 
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tang  (t<P^.i+  t  <f>.-ô  ■&  &  t»ng  fit 

Ai  étant  le  A  qui  répond  à  l'amplitude  $>. 

23.  La  division  d'une  fonction  '  elliptique  dpmrée*  de  première  espèce 
en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  est  un,  problème  algébrique  qu'on 
résoudra  par  le  développement  des  formules  qui  servent  à  la  multiplica- 
tion. On  a  déjà  vu  lès  formules  poutf  diviser  par  2  ou  par  une  puissance 
de  2.  Supposons  qu'on  veuille  diviser  en  tro»  parties  égales  la  fonction  F; 
on  appellera  <p3  l'amplitude  de  la  fonction  donnée-,  et  <p  celle  de  la  fonction 
qui  en  est  le  tiers.  Faisant  d<mc  sin  <p3  =  a  et  sin  <p=a;,  on  aurff,  pour  dé- 
terminer x,  l'équation  _,  <* 

3s_  4(1+  C*)x*  +  6<*3fiT—é&        . 

a=2  1  — 6cft*4  +  4cft(i+cft)*6  — 3c*^   - 
équation  qui  est  du  neuvième  degré.  Elle  serait  du  degré  vingt-cinquième 
pour  la  quintisection ,  et  ainsi  de  suite. 

Les  équations  sont  moins  élevées  de  moitié  lorsqu'il  s?agit  de  diviser  la 
fonction  complète  F1  en  un  nombre  impair  de  parties;  il*  en  est  à  cet  égard 
de  la  division  des  fonctions  F,  comme  de  oelle  deà  a^cs^de  cercle;  tandis 
que  la  division  d'un  arc  quelconque  en  n  parties  égales ,  exige  la  résolution 
d'une  équation  du  n*'m'  degré,  celle  du  quart  de  circonférence  n'exige  que  la 


n —  t 


résolution  d'une  équation  du  degré 

Supposons  en  général' $,=5}*,  afin  qu'on  ait  F($)=a  -  F1,  on  aura 
donc  aussi  F(p._f)  +  F(^i)  =  nF^ssF'j  ce  qui  donne  la  formule 
tang  (ç«_f  )  =  -  cot  ft,  d'où  l'on  déduit 

tBDg^.tSsI  COt<p, 

tang^^^icot^, 

tang  ^^s  =  j-  cot  Qs,  1 

etc..        t    ',       . 
Mais  à  cause  de  <pa=^sr,  on  a 

tang  (  i  7T+ i <p^)  5^  A  tang(pWl  =  |  cot  9 , 

tang  (£<?_,  +  £<?._,)  5=  A  tang<p._i, 
etc. 
De  là  résultent  des  formules  assez  simples  pour  déterpiiper  $,^ .  $»-**>  e*c;i> 
développant  celles  qui  donnent  $^  <p^  etc.,  on  aura  par 1$  i^noQh|r$.dfe, 
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ces  deux  suites,  l'équation  qui  doit  déterminer  $,  et  te  calcul  èêrâ  moins 
compliqué  qtrel-pir^  Hév«loppemetft  c&st&Ç^  oh  tfatob&<Pmïr:  *( 
Ix>reque^=i=3,^rfàm,S  îîfiifléaratei^  ou 

isin  ?==  A  (4— sin  <p).  Spit  sin  Ç=#*,  et  Flebuatîon  pour  déterminer  x  .sera 

'    .  '  o  =  1—  2x  +  a^i8  —  c?x*  : 

c'est  l'équation  qui  donne  la  trisection  de  la  fonction  l?1,  et  l'on  voit  que 
son  degré  5=*^Hi.  . 

Lorsque  a  =  5,  il  faudra  éliminer  03  des  deux  équations 

.  tanç  (£  7T  +  h  Ï')=J, cot  9 
ta^(i(?3+j?>=Atang(pA, , 

et  ensuite  mettre  au  lieu  dç  Unj?  <£,  sa  .valeur  „  *  Sl*9&>sv  ^  .  (m  oi^n- 
dra  ainsi,  en  faisant  sin<p  =  ,r,    .      -  _     , x 

équaiïon"pout  la'  qtiinlisécHou  de  là ïbnctibn  T1 ,  laquelle  étant  entièrement 

développée ,  montera  au  degré  12  = . 

■a4*.  Retenons  à  T^quaftion  de  1?  trisection  j  elfc  offre,  dpns  sa  résolution, 
quelques  particularités  qpi  jnéritent(  d'être  remarquées. 
Soit  d'abord  ar===/  +  f>  cette  équation  deviendra 

Supposons  qua  Jtf  $rf  nper  memkra  rôt  le  produit  (tes  deux  fréteur» 
y*—*pyjÇ*q^y*J^py  —  r,  on  aura,  pour  déterminer  p,  7,  r,  les  équa- 
tions 7  — r=/>â  — fs  yr=^,  /?(f  +  r)r=-^ — 1.  Des  deux  premières 
on  tire  (^+i^  =  ^^*3/?*  +  3,  et  cette  iaïeur  étant  substituée  dans  la 
troisième,  il  en  résulte  />6  —  3/*+  3p*z*:(jj  —  1)* ,  ou  (/>*—  i}8^^- 
Soit  donc 


■-'"si- 


.wd 


et  l'on  aura  />•  —  i  =  ^  ou  p^ss  j£{  ?'•£  *}>  d'où.  ^4te 

■1-..  .r*,-,,.    'r^iA-V-ï/C^^*^1). 

4.. 
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Ainsi  les  quatre  .valeurs  de  j  seront 

Les  deux  premières  sont  imaginaires,  et  des  deux  autres,  il  n'y  a  que  la 
racine  positive  qui  convienne  à  la,  question;  ainsi  Ton  aura^ -^ 7 ,  ou 

sin <p  =  *— i •  (1  +  *T+ ?•  [a —  *  +  a  •(  1  —  *  +  *■)]  î 
de  sorte  que  cette  valeur  pourra  se  construire  géométriquement,  lorsque  k 
sera  donné.  Or,  quel  que  soit  £,  on  a  " 

valeur  qui  est  toujours  comprise  entre  les  limites  1  et  o. 
Soit  k  =  1 ,  on  aura     c*  =      ■..>■■'  2  (^/a  —  i)  et 

Soit  A  =  2 ,  on  aura    c*  =  £  =  £•  et 

i ...  siqiip  =  Wit/3-^y(f  V3)      - 

.,  cos*<p=((V/3-i)v'(iV/3)^t/Ca^3--3). 

Voilà  deux  cas  dans  lesquels  la  trisection  de  la  fonction  F1  se  fait  par  de 
simples  extractions  de  racines  carrées. 
Pour  troisième  exemple  de  trisection,  prenons  le  module  css^a  — i, 

nous  aurons  b*z=z2c*  #  =  -=21/2+2,  d'où,sinÇ=x  i/^CV^— i)£= 
2  sm  i5°. 
Les  applications  que  nous  aufobs  occasion  dé  faire  par  la  suite  exigent 

que  nous  considérions  encore  le  cas  de  e = £  {/(  2  4-  ^/3  )  =  ces  -£• ,  et  celui 

de  c=£v/(a—  ^3)  =  ^^, 

Soit  d'abord  c=^v/(3+  V^3),  on  aurai  #  =  ^=2^=«j  donc 

k  =  —  v/a_j  d'qprès  cette  valeur,  orç  trouvera 

sin  cp  =  ^/3  —  1 . 
Mais  comme  les  réductions  pour  parvenir  à  ce  résultat  seraient  fort  pénibles^ 
il  est  plus  simple  de  revenir  à  l'équation  primitive 

o  =  j  —  aa?+^y^(ï^--x*),       -  '' 

et  on  vérifiera  facilement  que  cette  équation  est  satisfaite  en  fusant  jb  t/3— -i  ; 
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alors  on  a  sinÉ(p=it—  il/3,  co$*Çz=z2\/3 — 3,  et  tang*ç  = -^ ,  ou 
tang  <p  =  1/(773)-  ^est  ^  Valeûri  de  <p  qui  donne  F  ($)==£  F1,  lorsque 
c  ss  cos  —  s=s  sin  75#. 

Soit  maintenant  c  =l/f  ""v    -)  se? .sin  — ,  on  aura  encore  k  s=  — .  4/2  , 

et  il  faudra  substituer  cette  Valeur  dans  la  formule  générale  pour  connaître 
sin  9;  .mais  comme  les  réductions  seraient  encore  fort  pénibles,  il  sera  plus 
simple  de  résoudre  directement  l'équation  particulière  à  ce  .cas ,  laquelle  est 

0=1  —  3*+  *~~£       (20C*  ~~  **)• 

Or,  d'après  le  cas  précédent,  cette  équation  doit  être  divisible  p^r  a:-}- 1  +  j/3  ; 
supprimant  donc  ce  facteur  qui  est  inutile  dans  le  cas  présent ,  et  faisant 
y/3  -f"  1  =  A,  on  aura  l'équation  à  résoudre 

x? — &i/3.a^+À*v/3.a:—  sàœo. 

Soit  x  £=  ^T7h-,  on  aura  la  transformée 

^  +  6^+13^  +  4=  o, 

d'où  l'on  tire,  par  les  formules  connues  jr  =  y£  —  h  y  2.  Faisant  donc 

y  2  =171,  on  aura  cette  valeur  de  x  ou  de  sin  <p  : 

sin  f=i-mH — 3 . 

3 
Je  remarque  que   l'équation  ms  =  a  donne   1—  ni  +  Jfl*=     ,     ,  et 

(/n-f-i)*  (m —  i)=3,  ou  (flH-i)  V(w*  —  O'.538  V\\  °**  au*a  donc  plus 
amplement,  - 

sin  ^=  1  — iw  +  v/(^â— i)j 

Delà  cos^3^(«-.,)(m«-i)-(3  +  l/3)B=:K-i)»(î±^); 
donc  enfin 

*  étant  mis  à  la  place  de  t/(  *  ^  )  ou  cos  — .  C'est  l'expression  la 
plus  simple  pour  détenbiner  *  la  valeur  "de  <p  qui  satisfait  "à  Féquation 
^,(^)s=tFi,  dans  le  cas  de  ir=;sui— .        "  ,;  . 
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Pour  effectuer  entièrement  lq  trisection  de  la,  fonction  P .,  il  faut  encore 
avoir  la  yaleur  de  <p%  qui  donne  T?(<pm)=z2F($)ï=i'Fl*  Or,  ^â  est  facile  à 
déduire  de  ^,  soit  par  les  formules  de  la  duplication,'  soi*  pa£  celles  des 
fonctions  complémentaires  (art.  i8)f  puisqu'on  a  F(^)+f{^)  P^ï*1- 
On  trouve  ainsi 

cotps:=*tang^,  \ 

cos<pt  =  i  — sin<p: 

la  dernière  est  remarquable  en  ce  qu'elle  est  indépendante  dti  module. 

Dans  le  dernier  exemple  où  c  =  sin  — ,   on  -aura  donc  cos<pa=m  — 
|/(/n*  —  i  ),  d'où  l'on  *ire  -  •  ; 


0»  +  0' 


«». 


y/3        !/«— 1> 


La  valeur  de  sin  <p%  pourrait  être'  déterminée  'directement  par  la  trisec- 
tion de  la  fonction  F(?r) ,  car  il  est  évident  quVm  a  F(^a)=5f  F1  =  <jF(«F)*Sbit 
donc  sinps  =^,  et  en  faisant  dans  lp  formule  jle  la  tripli cation  (ri°  a3) 
fl=  sin  ic  =  o ,  on  aura ,  pour  déterminer^ ,  l'équation 

6=3—4  (»+^)^a+6cîr4^^r8  y 

qui  n'a  que  la  difficulté  du  quatrième  degré. 

25.  Occupons-nous  maintenant  de  l'équatâan  pour  la  quintisection,  qui 
étant  entièrement  développée ,  devient 

o  t=  i — 4r*  +  5c*x*  +  4*  V**  —  5c*x%  +  4c*xx*  —  <*xl% 

Pour  donner  au  moins  quelques  exemples  particuliers  de  la  résolution 
de  cette  équation ,  on  pourrait  attribuer  une  valeur  à  x  (  en  ayant  soin 
qu'elle  fût  plus  grande  que  la  raoiae  de  £éqnati<fa  o-=ai— jc?c— 4^*)?  & 
d'après  la  valeur  supposée  de  or,  on  voit  que  c*  se  déterminerait  par  une 
équation  du  troisième  degré. 

Mais  la  recherche  des  cas  particuliers  de  solution ,  est  une  question  d'ana- 
lyse indéterminée  qu'on  peut  résoudre  plus  facilement  de  la  manière 
suivante.  -  -      :-  *  \  ?  •  >     •  '  ;  ■ 

Soit p se  r— £*<&*,  y=aar(i— c%Jf),  et  réqqation  4e ^article  a3  sera 
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Elevant  chaque  membre  au  quarré,  et  retranchant  de  part  et  d'autre  l'unité  r 

on  anra 

4pg     _;>  +  ? 

0>  —  q)%~~    W 

Soit/? =017,  cette  équation  donnera  £âx*  =  'a»  ~      ^>  ^  ^Qnc 

encore 

et  l'on  aura,  en  remettant  la  valeur  de  q,  b%x=zn  (i~c\r*),  ce  qui 
donne 

Mais  de  l'équation  p  =  mq ,  ou  i  —  c?x*z=znmx  (  1— c*ar*) ,  on  tire 


Égalant  ces  deux  valeurs  de  c%  il  viendrai  =  i  —  (21714-  n)x+x*. 

Delà  se  déduit  une  solution  générale  fort  simple  du  problème  que  nous 
nous  sommes  proposé.  Ayant  pris  pour  m  une  valeur  quelconque  comprise 

entre  1  et  v  —  a  1 .618  (car  ces  valeurs  répondent  aux  limites  c=  1 
et  c  =  o) ,  on  en  déduit  ns=  - $-* ^  :  ensuite 

Soit,  par  exemple,  m  =  -,  on  aura  n  =  -^y  de  là 

-._  77—  W*& 
x—        48        » 

D'après  eette  valeur  du  module  ;  «  et  celle  dé  a:  =c  sin  f ,  on  satisfera  à 
l'équation  F  (<p)  s=  |  F'  j  ensuite  il  sera  facile  d'avoir  les  valeurs  de  p, ,  <ps,  <p+, 
par  lesquelles  on  achèvera  de  diviser  en  cinq  parties  égales  la  fonction  corn* 
plèteF*. 

a6.  Nous  avons  fiait:  voir  gemment  on  trouve  la  relation  entre  <pu  et  <p , 
pour  que  F  (<?,)=«=  «F  ($),  n  étant  un  nombre  entier,  d'il  fallait  trouver 

la  relation  entre  $  et  4  Vava  <lue  ^  C"^)  =  ~  F  ($)>  CT  et  n  étant  des  en- 


te  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

tiers,  on  prendrait  un  angle  auxiliaire  a>,  tel  qu'on  eûtàlafois  tïF(4)=F(û») 
et  mF  (<p)=F(û>).  La  première  condition  donnerait  une  équation  algébrique 
entre  les  sinus  des  angles  4  et  **  9  lft  seconde  en  'donnerait  une  entre 
ceux  des  angles  <p  et  a;  d'où,  éliminant  *,  on  aura  la  relation  cherchée 
entre  p.  et  4«  i 

En  général ,  on  voit  qu'il  sera  toujours  possible  de  satisfaire  par  une 
équation  algébrique  à  l'équation  transcendante 

o  =  mF  (<p)  +nF  (4) +pF  (û>)  -+•  etc. , 

les  coefficiens  rii,  n,p9  etc.  étant  des  nombres  entiers  à  volonté ,  qui  n'aient 
pas  tous  le  même  signe.  C'est  une  conséquence  toute  simple  de  ce  que 
l'équation  transcendante  F(p)  +F(4)  =F(ft)  est  représentée  par  une 
équation  algébrique. 

27.  De  là  il  résulte  qu'on   peut   toujours  trouver  l'intégrale  algébrique 
complète  de  l'équation  différentielle 

V/(  1  —  c*sin*f>  )  =3S  V{  1  —  cW  +)  ~  °  > 

m  tin  étant  des  nombres  entiers  ;  car  l'intégrale  est  d'abord  mF  (<p)dbraF  (4) 
=  const.  Et  si  l'on  suppose  que  lorsque  4  =  0>  on  ait  ç=r^t,  la  con- 
stante sera  mF(ffc),  et  l'on  aura  l'intégrale 

mF  (<p)  ±  nF  (4)  =  mF  (ft). 

Soit  d)  une  auxiliaire  telle  que  F(fi)  =F(<p)±F(a>),  on  aura  en  même 
temps  mF(û>)=5/ïF(4);  si  Ton  exprime  ensuite  ces  deux  équations  en 
termes  algébriques,  et  qu'on  élimine  a>,  on  aura  l'intégrale  algébrique  cher- 
chée dans  laquelle  p  sera  la  constante  arbitraire. 

En  général,  si  l'on  avait  l'équation  suivante,  dans  laquelle  m,  n9  p,  etc. 
sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs, 

. rndp  1     ,        omty     ,  .  pdm  

l'intégrale  complète  sera  F  (fi)  =mF(<p)  +  riF($)+pF  (a>)  +  etc. ,  fi  étant 
la  constante  arbitraire,  et  cette  intégrale  pourra  toujours  être  représentée 
par  une  équation  algébrique,  quel  que  soit  le  nombre  des  termes,  pourvu 
qu'il  ne  soit  pas  infini. 

Si  l'on  désigne  par  R(«r)  le  radical  \Z(a-{-€a:-\-yx*  +  fa* -(-car4), 
et  par  R(/),  R  (a),  etc.  des  radicaux  semblables  en/,«,  etc.j  si  de  plus 
m,  n,  p,  etc.  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  il  est  clair 
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que  l'équation  •  ' 

m&  ndy_         pofc     , 

°-RW  +  R(j,)+Il(,)-+-etC-' 

pourra  toujours  être  réduite  à  la  forme  précédente,  et  qu'ainsi  elle  aura  tou- 
jours, une  intégrale  algébrique  complète. 

Bien  n'empêcherait  de  supposer  que  z  et  les  variables  suivantes  fussent 
des  fonctions  algébriques  données  de  x  et  jr;  alors  l'équation  précédente 
ne  renfermerait  que  deux  variables,  et  malgré  l'infinité  de  formes  dont  elle 
est  susceptible,  elle  admettrait  toujours  une  intégrale  algébrique  complète. 
C'est  peut-être  la  seule  manière  de  généraliser  le  résultat  d'Euler,  concernant 

l'équation  rrr-r  -+-  gp:  =  o.  Lagrange  s'est  proposé  de  trouver  des  cas  d'inté- 

grabilité  de  l'équation  --^  -H  -5»  =  o,  sans  supposer  que  les  deux  poly- 
nômes X  et  Y  sont  entièrement  semblables  (,);  mais  il  ne  paraît  pas  que 
les  recherches  de  ce  grand  Géomètre  l'aient  conduit  au-delà  de  l'équation 
d'Euler,  car  l'équation  qu'il  donne  page  119,  comme  étant  plus  générale, 
s'y  ramène  immédiatement  en  faisant  p=  Igr,  et  donnant  au  coefficient  k 
une  valeur  convenable.  Ainsi,  il  est  très  douteux  qu'avec  deux  termes 
seulement,  l'équation  d'Euler  puisse  être  généralisée;  mais,  avec  un  plus 
grand  nombre,  on  voit  qu'elle  admet  tôt*  grande  extension. 

28.  Puisque  les  fonctions  F  peuvent  être  multipliées  ou  divisées  à  volonté , 
cçtle  propriété  fournit  un  moyen  assez  simple  de  les  évaluer  par  approxi- 
mation. D'abord  nous  supposerons  que  <p  ne  surpasse  pas  £tt,  car,  suivant 
l'article   12,  tous  les  cas  se  réduisent  à  celui-là. 
Cela  posé,  on  déterminera  $±  par  l'art.  2 1 ,  de  manière  que  F(p±  )= jF(p), 

et  l'intégrale  /  ■  »   *   aura  une  étendue  moindre  ^s/ttv  de  près  ^e  I*10** 

tié,  si  c  n'est  pas  trop  près  de  l'unité.  Par  une  seconde  biâection,  on  peut 
faire  en  sorte  que  F(0,)==  £F($),  et  l'intégrale  que  représente  F($,) 

Â  1 

aura  encore  une  étendue  près  de  deux  fois  moindre,  ainsi  de  suite.  Mais 
lorsque  l'amplitude  -J/  de  la  formule  qu'on  considère  est  devenue  très 
petite,  la  fonction  F(%|/)  se  réduit  sensiblement  à  l'arc  4*  Donc,  quelle  que 
soit  la  première  valeur  de  <p,  la  fonction  correspondante  F(<p)  sera  égale  au 
dernier  terme  de  la  suite  <p,  2$,,  4<P.>  80±*  etc.;  et,  dans  la  plupart  des 

cas,  on  obtiendra  cette  limite  par  un  calcul  assez  court. 

■         — —  ii.    1       1    1  ■■  1  i       1       ■  ■    ———————      _  — ^— ^— — — 

W  Mémoires  de  Turin,  tome  IV. 

T.  I.  5 
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EX5lftl>fcE. 

Soit  proj>ose  de  trouver  k  vfeleàr  de  F  lorsque  c^  w/2±J£*-  j«r«tn^5# 
et  tang  ?  =  1/(773); on  trouvera>  Par  ^es  formules  de  Part,  a  1 ,  ce  qui  suit  : 
<p   sss  47»  4'3o"§i  €    *fa  45*  o'  6"ôb 

<p,  =  20.Î6.  5,64  £,  =  24-4^*10)94 

p,  œ  i3.  6.30,98  £,  =  i2.3g.i5, 83 

-    p    =    6,35 .40 ,74  É   =    6.n.  8,4b, 

0,  =    3. 18.  8,75,  etc* 

etc. 
Los  deufr  dernières  valeurs  donnent 

8*.  fct  Sa°45'  *5"$* 

l6£,  =  ^2.5o.20,00. 

Leur  différence  est  4'54"><>8  i  *t  ciftrittfe ,  pat  I*  ttatutfè  de  ces  approxima- 
tions, uu  résultat  dtfit  approcher  €è  h  Kmitè  ëhvk on  qttetre  fôfe  plus  que 
le  précédent,  nous  ajoutéttWs  bit  4éttrîéf  tésùftat  le  tteft  dé  la  différence 
4/54V8>  «l1"  «l  !W,OÎ,  *t  nttûs  «tttoàs  ttîftsi,  pou*  fei  Vrfétfr  de  F,  l'art: 
très  àpprtrehé 

-fe»Si'56>», 

qui  en  parties  du  rayon  =  -  X  o. 58740 13  =0.9226878. 

Cette  méthode  pddrr&it  devenir  très  longue  fottqne  c  éfet  ftw  p*ài  <te 
r unité,  et  0  peu  différent  de  90*.  Nous  en  donneront  ci-après  une  plus 
expéditHë. 
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De  la  Lemniscate  et  ttane  autre  Ceurbe  algébrique  (hn4  hs 
arcs  représentent  généralement  la  fonction  F. 

49h  I<l4»  fe^ctio^  &  est  rejyrégePtée  très.  simplement  par  un  arc  d'ellipse 
dont  l'origine  est  fixée  à  l'extrémité  du  petit  axç;  si  l'on  se  proposait  de 
représenter  semblablement  la  fbn$Upi)  F  par  vq,  qçç  de  courbe  algébrique, 
ce  ptoUègiç  pwîteaifc  4'*ibor4  as$p&  dU&çÉlfcî  cepwidpitf.  noua  swpraa,  pur- 
venu  ^  ea  toewrer  v*#  totalMB:  gftwreJe  et  $ati*&î$a(çte  per  lçs  moyens 
que  nous  allons  exposer. 

Le  cas  qui  se  ren^pptre  le  plus1  squvçnt  et  cpii  mérite  une  attention 
particulière,  est  celui  où  l'on  a  c  =  b^=\^j;  alors  Tangle  du  module  qui 
est  de  45e"?  tient  le  miftfe»  entre  kmtpsr  les-  valeur»  qu'il  peut  avoir  depuis  o° 
jusqu'à  90*.  Dans  ce  eas,  la  fenetk>n  F^,.ç)  pe«t  être  représentée  géné- 
ra fement  par  un  are  de  la  eourbe  algébrique,  nennpée  lemniscate. 

On  sait  que  l'équation  de  cette  conrbe  est  (7"* -{-#*)*  x»  A*  (a>*  —  ^),  Fig  ^ 
en  supposant  le  demi-axe  CAne£,  fofeseibseCFavjr  et  l'ordonnée  ¥M=^j. 
On  satisfait  à  cette  étywJftQqi  tn  fmwk  x  =  k  co&<p  .  |/(i — cftsin'<p), 

it 
jr=—  sinÇ  cos^,  et  il   en  résulte  Péfétaient  de  la   courbe  à=,.. 

p5  #  1/(1—  *siW)>  ^légrant  et  faisant  *=  1/2,  on  aura  *=F(c,  p),  de 
sorte  que  la  fonction  F(&,  0)  est  représenté»  d*p$  toute  sa  généralité  par 
1W  de  lemniscate  AM  compté  depui$  l'extrémité  du  demi -a* e  :  cet  arc 
efott  continuellement  avec  l'amplitude  0  qui  détermine  l'autre  extrémité. 

Dans  le  premier  quart  AMG  de  cette  courbe,  la  veleur  4e  <f  s'éleuè 
depuis  <p  =0  jusqu'à  ^  =  £*;  aipsi  le  quart  de  courbe  AMC  qu'on  peut 
désigner  par  s1  sera  égal  à  la  fonction  complète  F*cj  dans  le  second  quart 
CNB,  la  valeur  de  <p  aféte©4  &pgi&  £5^?  Î7  jysqpft  Q  =  ^"î  dans  le  troi- 
sième BN'C,  depuis  p  =  ^'  jusqu'à  ^==f^-,  et  enfin  dans  le  quatrième 
CRTA,  deçuîs  <p^=  f  tt  jusqu'à  p  =  2tt\ 

De  la  on  voit  que  les  arcs-  de  là  lemniscate  jouissent  de  tontes  les  pro* 
pntffak  4e»  ft— frai  eUpftii|Htfii  4a  h  pwu&K  espèce;,  fc'qtf-itdù»  qrâl* 

5.. 
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peuvent  être  ajoutés,  retranchés,  multipliés  ou  divisés  algébriquement 
comme  les  arcs  de  cercle.  Ainsi,  étant  donné  un  arc  quelconque  MO,  on 
peut,  à  compter  d'un'  point  donné  H,  déterminer  algébriquement  un  autre 
arc  Ht  ou  HL  qui  soit  dans  un  rapport  rationnel  donné  avec  l'arc  MO.  Il 
suffit,  pour  cela,  de  déterminer  <p  d'après  une  équation  de  la  forme  F£  — 

F*=i±  —  (F(p— F/),  à  laquelle  correspond  toujours  une  équation  algé- 
brique. 

A  plus  forte  raison  peut-on  diviser  algébriquement  un  arc*  donné  en 
parties  égales.  Par  exemple,  s'il  s'agit  du  quart  de  la  courbe  AMG,  on 
déterminera  son  milieu  K  par  l'équation  cot  <p  =  \/b  =  \/c ,  d'où  résultent 

les  coordonnées  x  =tt? — r-o  Jr=    Y   •  Si  l'on  veut  déterminer  l'arc 

AM  égal  au  tiers  de  AMC,  on  fera  (art.  a4),  cos  ^  =  1/(2  y/3  —  3). 
3o.  Considérons  maintenant  la  courbe  formée  d'après  les  équations 

jc==  Asiu<p(i  +  |msin*^), 
jrz=zbh  cosp(\  +  m  —  jm  cosâ#), 

on  trouvera,  en  éliminant  sin  p,  que  l'équation  de  cette  courbe  est  du  sixième 
degré,  et  qu'elle  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  a:  et  de/,  ce 
qui  prouve  qu'elle  est  partagée  en  quatre  parties  égales,  et  semblables  par 
les  axes  des  coordonnées. 

Des  équations  supposées ,  on  tire  par  la  différentiation  ^ 

dx—         hd$  co$<p{\  +msin'ç), 
djr  =  —  bhdp  sin  <p (  1  +  m sin*0); 

donc  l'élément  de  la  courbe  dszx  AAdip  (1  + /ttsin*^),  et  en  intégrant 
5  =  AE  +  ~[(ac*— i)E+4*F— c^Asin^cos^]. 

Pour  faire  disparaître  l'arc  d'ellipse  E,  soit  m  s    %9  et  ensuite  A=  jr 

sbs  — 7; — j  on  aura 

issF  —  r;  A  sin  (p  cos  0, 
ou  F(cr  f)=s$-f-7;  Asin^cos^. 

Ainsi,  on  voit  que  la  fonction  F,  dont  le  module  c  est  à  volonté,  pourvu 
qu'il  soit  plus  petit  que  ^\  ou  sin  45%  s'exprime  par  l'arc  de  courbe  s 

augmenté  de  la  quantité  algébrique  r;  A  sin  ^  cos<p  j  cette  quantité  addition* 
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rieHe ,  toujours  plus  petite  tpe  \ ,  devient  nulle  dans  les  deux  limites  <p  =  o , 
$  =  £'7r.  Appelons  s1  le  quart  de  courbe  cofmpris  entre  ces  deux  limites, 
et  l'on  aura  la  fonction  complète  Pc.s*1^ 

Dans  cette  solution,  les  coordonnées  x  et  jr  sont  ainsi  exprimées  : 

*=*—*  (i  —  a^  +  ^sin'*), 

/•  =  t  cos^  (i  -f-câsinâp); 

donc  le  demi-axe  dirigé  suivant  la  ligne  des  jr7  CB=r^r;  c'est  le  demi-  F»s  4* 

grand  axe,  et  le  demi-axe.  dirigé  suivant  la  ligne  des  x,  GAacr;  c'est 
le  demi -petit  axe.  Si  l'on  cherche  le  rayon  de  courbure  en  un  point  quel- 

conque,  oii  trouvera  pour  Son  expression,  rs=  p-(i*- ac^+S^sin1^).  Au  * 
point  B,  extrémité  du  grand  axe,  on  aura  <p  =  o  et  r=    ~^  c  =  £— — , 

et  au  point  A,  extrémité  du  petit  axe,  on  aura  <p=\7r  et  r=  i  +c\ 
Pour  savoir  si,  entre  ces  deux  points,  le  rayon  de  courbure,  qui  est  tou- 
jours positif/  croît  continuellement,  ou  s'il  est  susceptible  d'un  maximum, 
il  faut  prendre  la  différentielle  de  r  qu'on  trouvera  de  la  forme.*..* 
P^ip(i  +  2<7*  —  5c*sinâf),  P  étant  une  quantité  positive.  Ainsi  tant  qu'on 
aura  i  +  2C%  >  5<?â,  oii  c*  <  -j,  le  rayon  de  courbure  ira  toujours  en  aug- 
mentant depuis  le  point  B  jusqu'au  point  A  :  mais  si  c*,  qu'on  suppose  tou- 
jours <i,  est  cependant  >i,  alors  il  y  aura  un  point  où  le.  rayon  de 

courbure  sera  le  plus  grand  possible ,  c'est  celui  où  l'on  aura  sin*<p  =-^~ - , 

ou  cos'f  =  — gEr-j  et  le  rayon  maximum  sera  rz=s(-g    j  (   sa»*    )  • 
*  Dans  tous  les  cas,  si  l'on  décrit  un  quart  d'ellipse  AEB  sur  les  mêmes 
demi-axes  CA=  i ,  CB  =  t,  l'arc  AEB  enveloppera  le  quart  de  courbe 

AKB. 

— • 

En  effet,  dans  l'ellipse,  le  rayon  de  courbure  en  B  =  -pg-  ss  b ,    plus 
grand  que  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  BKA  au  même  point,  puisque 

celui-ci  =  A—  p.  De  même  le  rayon  de   courbure  de   l'ellipse   en  A 

— — » 

CB  i 

=  pr-  =  ^ ,  plus  grand  encore  que  celui  de  la  courbe  au  même  point , 

lequel  est  i  -f-c\  Donc  en  effet  l'ellipse  enveloppe  la  courbe,  et  l'on  en 
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peu^c*nclure  que  Pa«4  BJKAV iwprqwftli  p« !'*> ##  œttwto  y****  Wrt 

d'ellipse  BEÀ  représenté  par  |  E*c  j  aînsî  l'en  aura  toujours  Po<  >EV, 

ce  qu'est  psut  véiifi^c:  par  dVUce*  privée* 

La  courbe  dont  nous  nous  occupons,  a  cette  propriété  commune  avec 
l'ellipse,  qu'on  peut  trouver  tant  âNdvc^ qu'en*  vendra,  dont  la  différence 
soit  égale  à  une  ligne  droite,  c'est-à-dire,  soit  dé terminable  algébrique- 
ment. De  même,  étant  donne  un  arc  s,  on  pourra  trouver  algébrique- 
me^t  m»  autre  çrc  $'  ipl>  que  1%  différence  de  leurs  multiples  &s  «r— i?*V 
soit  égale  à  une  ligne  droite ,  et  cela  soit  que  les  arcs  dont  il  s'agit  aient 
pour  origine  fixe  le  point  B ,  soit  qu'ife  aient  leur  origine  en  d'autre* 
points.  Maïs  ces  propriétés  ne  méritent  pas  de  nous  arrêter;  ce  qtfttnoufr 
importe  de  déjrtfitiw,  c'est  <?*e  tpttte  fowtWHi  £(<>>*)  PW*  toç  npm« 
sentée  par-  uu  $rc  de  la  courbe ,  sans  addition  d'aucune  quantité  algé- 
brique, 

5t.  Supposons  dfaBord  ^<QOQ,  je  dis  qu'on  pourra  toujours  trouver  sur 
le  quart  de  courbe  BRÀ  deu*  pointa  M  efc  W  tête,  que^'atc  intercepté 
MN  sera  égal  à  la  fonction  F(c,  ç}.  En  effet,  fa  quantité-  A  ski  (p  coe  # 
étant  nulle  pour  <p=o  et  ^=^90%  i(  y  aura  une  valeur  de  p  pou*  la- 
quelle cette  quantité  est  un  maximum.  Soît  celte  valeur  p*=a*f*  et  K  le 
point  correspondant ,  Famplitude  /*  sera  déterminée  par  Féquatibn 

o^3c*sin4/4^2(i-f-c*)$iûf/£4-  1^ 
d'où  Ton  tire 

sm  ^  — .  j  +ct  +  i/(1_c»+ci)- 

Â  compter  du  point  IL,  ainsi  dckctminc,  let  quantité' A  sm^ees  9  dimi- 
nuer* eoiaix^Ueittent,  toirt  daus>le  ççn*  KMR  qpfc  dgpç  lq  §#w>  lfcftA, 
depuis  son  maximum  en  K  jusqu'à  K  valeur  z4ro  qu'elle  a  ay^  points  R 
et  A. 

Donc,  si  T  est  la  valeur  de  A  sin  <p  cos  p  au  point  M  de  l'arc  BMK,  où 
nous  supposeront  <Ç  =*  4  >  &  y  *****  Wr  fautre.  arQ  KJ^A  Uft  poiftfc  co«es- 
pondpnt  N  où  Ap.sin  <p  cos  <p  aura  la  même  valeur  T;  soit  o>  Famplitude 
du  point  Pï,  on  aura  A^  .sin  %{•  cos  4  =  A»,  sin  a  cos  a.  Et  parce  que  les 

arcs  BM,  BFf  sont  représentés  par  les  valeurs  F^  -f-  jL  A>£ .  sin  %£  cos  ^  , 
F*  -hg*  A* .  sin  •  coa«,  il  est  char  que  leur  difleioftoe  JfiJS:  a«m  p*wr 
valeur  F*-~Fif>  sans  addition  d'aoçune  qoMtité  algobriqtoi 


Ctfe  >po*>>  èi  ¥<M  TOrt  que  4»  Swcliëë^p ,  Jklnt  4'fltapliUide  donnée  9 
est  moindre  «JÈte  $6%  'âdit  *éj**ébètitéè  jpar  lë^âttiè^fc  MN»  â  ftarifira  de 
uètiêfefre  «ti*  4feu*  âpfafiftfes 

far-*- F4=i,Ffc, 

A#.Sia»<oos'»^=s  A4  .  siû'4cos4î 
et  à'aboïcl  la  première  équation,  qui  est  sous  forme  transcendante,  doit  être 
remplacée  j>ar  l'équation  -algébrique 

<x»  «<ccfe  4  4^  AP*tn  «»  sin  4  acw ♦$ 
de  celle-ci,  on  peut  déduire ,  suivafitl&  fdrrtftdé&  tlèl'tfft.'rô, 

.    I  COS  \p  —  COS  «  COS0       ,A  00s  9  cos  >J>  —  cos  * 

■  wn  «  sin  $  sin  p  sin  y 

Substituait  ces  valeurs  dans  l'équation  Aa> .  sin  o>  ces  a>=  A4  •  sin  4  cos  4? 
on  aura 

(eus 4  *— fcoê^bosf  ,)*iaâ4  dos4  "^  («os^  Cos  4*^  00s  ai)  sin* <w  cos  », 

du  Çsin***  «^  sitt*4)  c<fc  cb  cte  4  èo?  <p  =±  sin*û>  coj>*&>  -f-  sin*  4  Cos*  4  î 

soit  cos  a  cos  4  ^P*  sin  a)  6in  4I==  7>  Ie8  deux  équations  à  résoudre 
seront 

p  cos  $  £1  +7*—  />)=/>*  +  ?*—  (/>*— ^V, 
/f-f-yAfc'èofe^. 
On  en  tire,  par  l'élimination  de  py  l'équation  du  troisième  degré > 
o=c*sin*  fyf  •+•  Sc^A'côsïtp^*  —  \ï  ■+-  ac*  —  3c*  sin  ^  -|-  A  cos0. 
Cette  équation  donnera  toujours  ufte  valeur  de  q  positive  et  plus  petite 

que  S2L?  — .  _« —  ».    ■  ;  -ear  -en  &foaftt  -a  «*  *^^ .  le  second  membre 

^        A  ^'(^-f6tcos*f),  7  A    * 

devient  négatif.  On  aura  eh  totale  teù^fe  la  valeur  ^  =  cos  <p  —  ^A,  la- 
quelle sera  positive  et  ^Vas  petite  que  l'unité  ;  il  en  sera  de  même  de 
p+qntkto*  f  *f^i—A)  ;  «Car  si  *fetfte  Çttafctîté ^étâft  régate  k  !*Wrtté,  oh 

1—  cosG  i+A  ^  .  .  .    ^  "i    .       ^^ 

auraityzs-j-^  =  -^— p— — ^etpar  conséquent  y>  ?  ou  f  >  i,  ce  qui 

n'a  pas  lieu.  Gùffîàis&ttt  f?  ~ët  7  , 'on  wa  lês*flgle&'4  et  a  par  les 
équations 

cos,(«+4)te^*c,^> 

cos1(a>  —  4  )  —  }*  +  7  î 
«îdsi  l'on  bctariifltrt*  firfb  MUT  égal  à  îâîôh&iôn  £(*,  <p)  dàtfs  Pb^ôlbèsè'que 
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Si  l'amplitude  <p  est  plus  grapde  que  90%  elle  pourra  en  général  être 
représentée  par  ik  x  900  =fc  p° ,  <p°  étant  plus  petite  que  900. 

Soit  s°  l'arc  égal  à  F(c ,  0°)  et  s1  l'arc  égal  à  la  fonction  complète  s1 ,  l'ex- 
pression générale  de  la  fonction  F  sera  f[c9  f)z=z2ksl  dzs°. 

La  solution  précédente  suppose  c*  <£,  ou  c  <  sin  45°;  elle  s'appliquerait 
sans  difficulté  au  cas  de  c*  =  £;  mais  ce  cas  est  résolu  beaucoup  plus  sim- 
plement par  la  lemniscate.  Si  l'on  a  c*  >  £,  il  faudra  transformer  la  fonc-  * 
tion  F(c,  <p)  en  une  autre  de  même  nature,  où  le  module  c  soit  plus  petit 
que  sin  45°  ;  or,  c'est  ce  qu'on  pourra  toujours  faire  très  aisément  par  les 
formules  que  nous  exposerons  oi-après. 

Avec  cette  modification,  la  solution  que  nous  avons  donnée  doit  être 
regardée  comme  absolument  générale.  Ainsi  l'on  pourra  toujours  trouver 
une  courbe  algébrique  dont  les  arcs  représentent  toute  fonction  F(c,  Q)  dans 
laquelle  le  modale  et  l'amplitude  sont  pris  à  volonté.  Cette  courbe  est  du 
sixième  degré  et  sa  figure  composée  de  quatre  parties  égales  et  semblables, 
concaves  vers  un  même  centre,  se  rapproche  beaucoup  de  celle  de  l'ellipse. 

32.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  serait  beaucoup  plus  facile, 
si  l'on  n'exigeait  pas  que  la  courbe  fût  algébrique ,  et  si  l'on  admettait  dans 
l'expression  des  coordonnées  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

En  effet,   l'équation  indéterminée  à   laquelle  il  faut  satisfaire,    étant 

dx*  +  djr*  =    _ç%  .  »   ,  si  on  la  ga^t  sous  cette  forme, 

dx*  ■+•  dr>  =  «fr*  (<*»»*  +  &W»)  (co8«*+  sin»*) 
,  "         «     J.  (1— >c'sin'0)a  * 

on  en  tire  immédiatement  les  valeurs  suivaptes ; 

•  dp  (cosy  CQ8^  —  b  sin  Q  sin  ^  ) 

1 — c*sin*0  ' 

»    *      dp  (<?os  g  sin  ^  +  b  ginfl  cos^Q 

v   ~  |  — c*sin*f  9 

dans  lesquelles  on  peut  .prendre  sin  4  à  vplonté.  .Pour  nous  borner  au  cas 
le  plus  simple,  soit  4  =  °>  on  aura 

t  dçcosç  »  bdptànQ 

dX  CS5  _   .      •       (lY—~  ^—  m -    .      —  1 

1  —  c'sm1^'     -u^~       1  — c*sin*?' 
et  en   intégrant 

I     1  Irfc<?sio»  .'.I  M  CCOS0 

x  =  —  log  1-r-±9    r  =  -  arc  tang  — r*. 

La  courbe  décrite  d'après  ces  deux  équations  sera  donc  telle,  qu'an 
arc  quelconque  s  compté  depuis  9=0,  aura  pour  valeur  F(c,  f),  «t  repré- 
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sentera  généralement  une  fonction  elliptique  de  première  eépèce,  quelque 
soit  son  module. 

Soit  c=sin  0  ;  si  l'on  (ait  successivement  Q  as  o  dans  la  valeur  dejr ,  et 

<p  =90°  dans  celle  de  x,  on  aura  les  demi- aies  de  la  courbe  B  =  -r— , 
A  as — :—  log  (  _  S'^"gv  ?  oes  ▼•ku»  développées  suivant  les  puissances 
de  sin  8,  sont  B=  1  +  -.  -3—+— 7  •  "5"  +  etc*>  A=i  +—5 h 

*   A  A  • 

— w-'+etc.  j  ainsi  on  a  B<A,   c'est-à-dire  que  le  demi -axe  dirigé 

dans  le  sens  des  jr  est  toujours  plus  petit  que  le  demi-axe  dirigé  dans  le 
sens  des  x.  Ces  deux  demi-axes  augmentent  continuellement  à  mesure 
que  l'angle  du  module  fl  augmente;  mais  A  augmente  plus  rapidement 
que  B,  puisqu'à  la  limite  où  6=90% on  a  B  =  \t  et  A=£log£s=oo. 

Le  rayon  de  la  développée  dans  cette  courbe  as  t-;  ainsi  defsso  àf =90% 

ce  rayon  diminue  continuellement  depuis  7  jusqu'à  1 ,  d'où  l'on  voit  que 

la  figure  de  la  courbe  se  rapproche  beaucoup  de  celle  de  l'ellipse,  Nous 
remarquerons  au  reste  que  l'équation  de  la  courbe  entre  les  coordonnées 
x  et  j,  se  réduit  à  cette  forme  très  simple  cos  cy = 7  £(e~ +  *""**).  Et 

parce  qu'on  peut  multiplier  les  coordonnées  x  et  jr  par  -,  cette  équa- 
tion sera  encore  plus  simplement,  cos^-=££  (**  +  £""*);  ^0T*  *es  arC8  ^e 
cette  courbe  représenteront  la  fonction  -  F(c,  <p). 

CHAPITRE  VIII. 

Expression  du  temps  dans  le  mouvement  du  pendule  simple. 

33.  Les  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce  reçoivent  une  appli- 
cation immédiate  dans  la  détermination  du  mouvement  du  pendule  simple. 
Soit  1  la  gravité,  L  la  longueur  du  pendule,  H  la  bauleur  due  à  la  vitesse 
dans  le  point  le  plus  bas,  -\>  l'angle  dont  le  pendule  est  écarté  de  la  verti- 
T.  L  « 


4*  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

cale  au  bout  du  temp»  tt  on  «ara,  en  supposant  qne  4  croisse  avec  4, 


.sm»j*y 


Cette  formule  générale  offre  deux  cas  à  considérer,  selon  que  -j-  sera  piu$ 
grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  clair  que  le  corps  tournera  sans  cesse  dans 
le  même  sens,  et  aura,  dans  ses  révolutions  successives,  les  mêmes  vitesses 

aux  mêmes  points  de  la  circonférence.  Soit  alors  Tr  =  tf*>  et  on  aura 

d'où  résulte  le  temps  d'une  révolution  entière 

Dans  le  second  cas,  qui  est  proprement  celui  des  oscillations,  on  fera 
£|-  =s  c*7  sin  £4  =  c  *n  Q*  et  on  aura 

Donc  le  temps  d*une  demi -oscillation  =  i/L.F'c,  et  celui  d'une  oscilla^ 
tion  entière  T  =  2  \TL .flc. 

Lorsque  les  oscillations  sont  infiniment  petites,  on  à  F1cz=:±t}  et  T=7T  j/L, 
ce  qui  s'accorde  avec  les. formules  connues. 

Puisque  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc  quelconque,  à  compter 
de  la  verticale ,  est  représenté  par  une  fonction  elliptique  de  la  première 
espèce,  il  s'ensuit  qu'étant  donné  un  arc  parcouru  dans  le  temps  t,  on 
pourra  trouver  algébriquement  un  autre  arc  parcouru  dans  un  temps  mul- 
tiple de  £,  ou  en  général  commensurable  avec  t.  On  peut  aussi  trouver  un 
arc  tel,  que  le  temps  par  cet  arc  soit  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence 
des  temps  par  deux  ou  plusieurs  arcs  donnés,  et  cela,  soit  que  ces  arcs 
aboutissent  à  la  verticale,  soit  qu'ils  n'y  aboutissent  pas. 

Si  l'on  veut  diviser  jen  deux  parties  égales  le  temps  de  la  demi-oscilla- 
tion, il  faudra,  suivant  les  formules  connues,  faire  sin'0  =         ,,  te  qui 

F»g-  5.  donnera  sin \  ^  =  c sin^  =  \/(i  —  b).  Donc  si  AB  est  l'are  de  la  demi- 
oscillation  ,  et  qu'après  avoir  divisé  Parc  AB  en  -deux  également  au  poînt  I, 
on  prenne  le  point  O  tel,  que  la  corde  AO  soit  à  la  corde  AI  comme  \fn  est 
à  1,  le  temps  de  la  demi-oscillation  sera  partagé  en  deux  également  au 
point  O.  • 
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CHAPITRE  IX. 

Comparaison  des  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce* 

34.  Supposons  que  les  amplitudes  $,  %[/,  (A  soient  telles,  qu'on  ail  F(<p)-f- 
F(+) — F(  /u)  =  o ,  j*  dis  qu'on  aura  en  même  temps  E(ç)  4^4)~E(l*)=:P> 
P  étant  une  qï&nlité  algéhriquç.  En  effet,  si l'nn  différencie  cette  équation, 
en  regardant  pu  comme  constarlte,  on  aura 

rfP=  dQh  (<p)  ^  d^A  (4). 

Mettant  au  lieu  de  A(<p)  et  A  (^),  leurs  Taleurs  tirées  des  équations  (&'), 
(art.  16),  il  viendra 

T  \         sin  4  81Dft         /  \        «n  ?  3lD/#         /  ' 

ou  «  , 

ar ses  ■  ■    ■     ■  '     î    i1* — ji    ■  ■  i'"i  ■■  ■  » 

8in/K  sin  p  gin  4 

Mais  de  l'équation  (<f)t  on  déduit 

sinâp  +  siu^/sj/rf-  2  cosfi  cos<p  cos^J,  =  i--f-  cosâ/u  •-}-  c*  sin'ft  sin*  p  sinâ%|/j 

donc  *  , 

^n        id(c* sin*M8in*Q  sin*4)  »j/  •  •     v    •      1  \ 

sin/tsin?  siny  T 

donc  P  =  c*sinjusin?  sin%|/  sans  constante,  paroe  que  P  doit  s'évanouir 
lorsque  <p.  =  o. 

Ainsi,  pendant  que  les  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce  ont  entre 
elles  la  relation  F(0)  +  F(>|/)  —  F(/*)  =  o,  les  fonctions  correspondantes 
de  la  seconde  espèce  satisfont  à  l'équation 

E(<p)  4- E(4)  —  E(/u) »s  c* sin/*  sin  <p  sin^-  •  »  •  fc*) ; 
c'«st  la  formule  générale  qui  servira  à  poptparqp-ptttre  eUes  les  fopp|Î0Q3 
de  la  seconde  espèce,  comme  nous  avons  comparé  celles  de  la  p^mi^re. 

8k  Von  jdooÉttdérait  plus,  généralement  la  fonction  G  (fi)  composée  <le  la 
premiéore  et  dé  là  seconde  espèce»  savoir, 

G(f)  »£(*)-+ tf(t), 
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k  étant  un  coefficient  constant  quelconque,  il  est  visible  qu'on  aurait  sem- 
blablement 

G (<p)  +  G  (4)  —  G(;t)  =?  c1  sin \(i  sin  $  sin^; 

de  sorte  que  toutes  les  conséquences  qu'on  tirera  de  l'équation  (c')  pour 
les  fonctions  E,  s'appliqueront  généralement  aux  fonctions  6. 

35.  Désignons  comme  ci-dessus  par  $â,  $3,  $4,  etc.,  les  amplitudes  qui 
donnent  F  (p.)  =s  aF'($) ,  F  (ps)  =  3F  (<p)  j  etc. ,  on  aura ,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (<?'), 

2E(p)  —  E^Jzzs^sin^sin^  sin0â 
3E(p)  —  E(p3)  =  c*  sin<p  (sin<p  siu^.-f-  sin<p*  sin<p3) 
4E(0)  —  E(<p4)  =  c*  sin  (p  (sin  (p  sin<pâ  +  sinÇâ  sin$3  +  sinft  sin$4), 
etc. 

Donc  la  même  relation  entre  Qm  et  (p ,  qui  donne  F(0.)  =  nF(<p),  donnera 
flE(<p)  —  E(0.)  égale  k  une  quantité  algébrique. 

En  général,  ai  /»,  »,  p,  etc.  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  néga- 
tifs, on  peut  faire  en  sorte  que 

mEfr)  +  /iE  (4)  +/>E(û>)  +  etc. 
soit  égale  à  une  quantité  algébrique  ;  il  faut  pour  cela  établir  entre  les 
angles  p,  4>  *>  etc->  'a  relation  qui  donné 

o  =  mF  (<p)  +  *F  (4) +/>F  (* )  +  etc. 

Nous  observerons  que  les  fonctions  F($),  E((p)  sont  en  général  de  même 
signe  que  0;  lorsque  (p  change  de  signe,  elles  en  changent  aussi ,  et  con- 
servent la  même  valeur.  Cela  posé ,  il  semblerait  qu'on  peut  satisfaire  à 
l'équation 

o  =  /îtF(^))+nF(4)+^F  (û>)-f-etc. 

de  bien  des  manières  différentes  ;  car  on  est  maître  de  changer  le  signe  de 
chaque  coefficient,  pourvu  qu'on  change  en  même  temps  le  signe  de  l'amplitude 
correspondante.  Mais  on  peut  se  borner  à  considérer  les  fonctions  F($), 
F  (4),  F  (a),  etc.,  comme  toujours  positives;  et  dans  ce  cas  il  n'y  aura 
jamais  qu'une  relation  entre  les  angles  $,  4,  «,  etc.,  qui  donnera 
o  ss  mF  ($)  -f-  nF  (4)+  J>F  («)  +  etc.  ;  alors  on  voit  que  les  coefficiens  m , 
n,  p ,  etc.,  ne  sauraient  être  tous  de  même  signe. 

36.  Telles  sont  en  général  les  relations  qu'ont  entre  elles  les  fonctions 
elliptiques  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce  ;  il  faut  maintenant 
entrer  dans  quelques  détails  sur  les  nombreux  corollaires  qu'on  peut  tirer 
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de  l'équation  des  arcs 

Eft)  +  E(4)  —  E(p)  =  c*sin$sin  4  s*û  f*> 

combinée  avec  l'équation  algébrique  qu'elle  suppose  et  qui  peut  se  mettre 
sous  l'une  de  ces  trois  formes, 

cos  (à  =  cos  0  cos  4  —  sin  0  sin  4  A  (ft) , 

cos4==cos/ucos  $  +  sin  ^u  sin  <p A  (4) ,' 

cos  <p=  cos/4  cos  4  +  sin  /m  sin  4^  (?)• 

On  déduit  de  ces  équations  les  valeurs  suivantes  qui  serviront  à  exprimer  le 

second  membre  c*  sin  $  sin  4  siu  A*  en  fonction  de  deux  seulement  des 

amplitudes  0,  4>  A** 

sin  u  s=  sin*  00g ^A  (4)  +  sin^ cos  pà  (?) 
^  1  —  c*  sin*p  sinVj/  ' 

f         siny  coapA  (p)  —  sin  ?  cos /«A  (p) 
♦     t538  t  —  c*sin*^sina^  * 

•     - 8ÎD>  cos  ^A  (4Q  —  sin  4>  cos  /•*  Qi)      . 

sin  0  s=  ,  1  , — .  ,  t 

^  1  —  c*  sinV  sm'y 

Cela  posé,  voici  les  principaux  corollaires  qui  résultent  des  équations 

mentionnées  pour  la  comparaison  dès  arcs  d'ellipse. 

I.  Si  l'on  faitfts=£7r,  l'équation  des  arcs  deviendra 

E  (?)  +  E  (4)  —  E  *  ==  c1  Sin  p  sin  4 , 
et  l'équation  algébrique,  correspondante  sera 

b  tang  p  tang  4  —  l  • 

On  en  tire  tang  4=  £  cot  p,  &n  4=4^>cos4=-7^^>et  ^sin0sin4 
=  ^"f?**.  On  aurait  semblablement  tang  0  =  i  cot  4  >  sin  <p  =  ^^ , 
ftsinJ,      fc    a   .     ^   .      •         c'sin^cos^ 

Si,  d'après  cette  relation  entre  les  amplitudes  Q  et  4>  on  détermine  sur  Fig.  1. 
l'ellipse  les  arcs  BM=E  (f),  BN  =  E  (4) ,  on  aura 

BM  —  AN  =  câ  sin  <p  sin  4* 

C'est  dans  cette  équation  que  consiste  le  théorème  de  Fagnani.  Il  en  résulte 
qu'étant  donné  l'arc  BM  terminé  au  petit  axe,  on  peut  trouver  un  second 
arc  AN  terminé  au  grand  axe  tel,  que  la  différence  de  ces  arcs  BM — AN 
soit  égale  à  une  quantité  algébrique  c*  sin  f  sin  4?  et  cette  quantité  est 
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représentée  par  la  partie  de  la  tangente  OM  ou  ZN  terminée  h  la  perpen- 
diculaire CO  ou  CZ ,  abaissée  du  centre  de  l'ellipse.    . 
Lorsque  <p  et  4"  sont  égaux  à  un  même  angle  8 ,  les  deux  points  M  et  N 

coïncident  en  un  même  point  K.  Alors  on  a  tftng'S  s»  7  ,  sin^ôs»-— *  y 
cos*8  =  -^-?,  ce  qui  donné 

Donc  alors  la  différence  des  arcs  BK,  AK  est  égale  à  la  différence  des  demi- 
axes  CÂ,  CBj  en  même  temps  on  a  '      ' 

BK=£E'+i(i-4), 
ÀR- *E'-*(i-.*J. 

11  y  a  donc  au  point  K  une  sorte  de  bisection  du  quart  d'ellipse,  puisque 
chacune  des  parties  BK,  AK  peut  se  mesurer  par  la  moitié  de  ce  quart 
d'ellipse. 

H.  Soit  dans'l'éqoation  générale  des  arcs  p  =  «4/ sac  8,  on  aura 

aE(fl)  —  E(f*)  =  c%  sin*  8  sin  fi, 

et  l'équation  algébrique correspondanteBe%codA9-^sin*8A(ft)pscos^.<  C'est 
l'équation  qui  sert  à  la  duplication  des  arcs  elliptiques  ou  à  leur  bisection. 
On  en  tire  pour  la  duplication 

ainjcss     ^^.^^     tangos*  A(8)tangft, 


et  pour  la  bisection, 


•   «  û       l  ~  cosu 


Fig.  6.  De  là  on  voit  qu'étant  donné  l'arc  BM=E(8)9  on  peut  trouver  un  antre 
arc  BN  =  E(jtt)  qui  soit  mesuré  par  le  double  de  BM,  de  sorte  qu\m  ait 
2BM  —  BN  =  c%  sin*  8  sin  fi. 

Et  réciproquement,  étant  donné  l'arc  BN  =  E(^c),  on  peut  trouver  un 
second  arc  BM  =  E(8)  qui  soit  mesuré  par  la  moitip  de  l'arc  BN  j  on  aura 

en  effet  BM  =  £  BN  +  ià*sm'tsinftz=  |BN  +  l-=-JtL»l  tang±/u. 

Lorsqu'on  fait  fi  sas  £  Tf,  le  point  M  tombe  en  K,  et  l'on  a,  comme  ci-des- 
sus, BK  =  ^È,  +  i  (i  —  £). 

Pour  avoir  de  nouveau  le  point  de  bisection  de  l'arc  BK,  il  faudra  {aire 

tan^  p  as  £,  sin*  ft  es  —% ,  A  {/*)  «  }/b,  et  l'on 
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sm.fl:=  ___^ 


Cette  valeur  détermine  l'arc  B1=E(8)  qui  se  mesure  par  la  moitié  de 
BK  ou  par  le  quart  de'E';  on  a  en  effet 


BI  =  *BK-K. 


■  Vb 


on 

et  l'on  peut  continuer  à  l'infini  cette  sorte  de  bisection. 

III.  Ayant  pris  à  volonté  Tare  BD  compté  depuis  le  petit  axe,  avec  un  *«g-  ;• 
point  quelconque  M  sur  cet  arc,  il  y  aura  toujours  un  autre  point  N  sur  le 
même  arc,  tel  que  la  différence  des  arcs  BM,  DN  serç  égale  à  une  quantité 
algébrique. 

11  suffit  pour  cela  de  faire  BD=E(<p),  BM=E(4),  BN  =  E(/*),et  de 
déterminer  u  en  fonction  de  <p  et  de  4  ?  comme  si  Ton  voulait  satisfaire  à 
l'équation  F  (/u)  =  F  (<p)  — F  (4),  ce  qu»  8e  fera  P*?  lft  formule  de  l'art.  19. 
On  aura ,  par  ce  moyen,  E(/a)  +  E  (4)  —  E($)  =  c%  sin /k  sin  p  sin  4>  ou 
BM  —  DN  =  e* sin  pûn  <p  sin  4- 

Lorsque  ^  =  4?  Ie8  deux  arcs  BM,  BN  coïncident  en  un  seul  BO,  et 
chacun  des  arcs  BO,  OD  se  mesure  par  la  moitié  de  l'arc  BD,  C'est  un  cas 
qui  a  été  examiné  dans  le  corollaire  II. 

1Y.  Etant  donné  un  arc  quelconque  BD,  terminé  au  petit  axe,  avec  un  Fîg.  s. 
point  M  pour  servir  d'origine  à  un  second  arc,  on  peut  déterminer  ee  second 
arc  MP  ou  NM,  dans  le  sens  qu'on  voudra,  de  manière  que  sa  différence 
avec  l'arc  BD  soit  égale  à  une  quantité  algébrique. 

Dans  le  premier  cas,  si  l'on  fait  BM  =  E  (<p) ,  BD  =  E  (4),  BP  s  E  (/*), 
et  qu'on  détermine  Je  d'après  l'équation  F(pj  +  F (4)  s=  F(/w),  ou  d'après 
les  formules  de  l'article  18,  on  aura  BD  —  MP  =  c%  sin  psin  4  sin  *• 

Dans  le  second  cas,  si  l'on  fait  BM  =  E(^),  BD=  E(4),  BN  ==  E()tt),  et 
qu'on  détermine  fi  d'après  Féquation  F(p)  —  F  (4)  =  F(/t),  ou  d'après  les 
formules  de  l'article  19 ,  on  aura  BD  —  MN  =  c*  sin  fi  sin  p  sin  4* 

V.  Etant  donné  un  arc  quelconque  OD  dont  l'origine  «e  soit  plus  à  l'ex-  Fig.  9. 
Irérmté  du  petit  axe,  avec  un  point  .M  pour  servir  d'origine  à  un  second 
arc,  on  pourra  déterminer  ce  second  arc  MN  ou  MP,  de  manière  que  sa 
différence  ,awc  Tare  OD  soit  égale  à  une  quantité  algébrique. 

Car ,  i°.  par  le  corollaire  III,  on  peut  trouver  BH  —  OD  =  à  une  quantité 
algébrique,   et   ensuite' BH  —  MN  s=  à  une   quantité    algébrique j  donc 
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MN — OD  sera  encore  une  quantité  algébrique,  a\  ayant  trouvé  le  point 
H  par  le  corolL  111,  on  peut  trouver  le  point  P  par  le  coroll.  IV,  de 
sorte  que  BH— MP  soit  égale  k  une  quantité  algébrique,  et  alors  OD—MP 
sera  égale  aussi  à  une  quantité  algébrique. 
»     Ainsi  Ton  peut  trouver  sur  l'ellipse  une  infinité  d'arcs  égaux  a  un  arc 
donné,  plus  ou  moins  une  différence  assignable  géométriquement,  de  sorte 
que  l'arc  prendra  son  origine  à  volonté  sur  tous  les  points  de  l'ellipse,  et 
sera  dirigé  dans  le  sens  qu'on  voudra. 
Fig.  9,      VI.  Quel  que  soit  l'arc  OP  et  le  point  M  pris  sur  cet  arc,  il  y  aura  ton  • 
jours  sur  le  même  arc  un  autre  point  D  tel  que  la  différence  des  arcs  OM, 
DP  sera  égale  à  une  quantité  algébrique. 
Cela  suit  immédiatement  du  coroll.  V. 

Lorsque  les  points  M  et  D  coïncident  en  un  seul  point  I,  chacun  des 
arcs  01,  1P  est  mesuré  parla  moitié  de  OP,  et  l'on  a  une  première  bisection 
de  cet  arc.  On  pourra  de  même  en  trouver  une  seconde,  une  troisième,  etc. 
à  l'infini.  -,  ^ 

fig.  7.  VII.  Etant  donné  l'arc  BM  dont  l'origine  est  au  petit  axe,  on  peut  trouver 
un  ar<5  BN  qui  soit  égal  à  un  multiple  quelconque  de  l'arc  BM,  plus  ou 
moins  une  quantité  algébrique.     .     - 

Car,  en  faisant  BM  =  Ëft),  BN  =  E(4),  si  l'on  satisfeit  à  l'équation 
F(4)  =  kF($),  on  aura  en  même  temps  «E(<p)  —  E(4)  =  i  une  quantité 
algébrique.  Dans  ce  cas,  4  serait  6e  que  nous  avons  désigné  ci-dessus  par  l„ 
et  l'on  a  vu  la  manière  de  déterminer  ?»  par  le  moyen  de  <p. 

VIII.  Réciproquement,  étant  donné  unarp  quelconque  BN  =  E(4),  0I* 

pourra,  par  la  résolution  d'une   équation    algébrique,  déterminer  l'arc 

BM  =  E  (<p),  qui  soit  égal  à  un  sous-multiple  de  l'arc  J)N,  plus  une  quanr 

tité  algébrique. 

Par  exemple,  pour  la  trisection  de  l'arc  BN,  il  faudra  déterminer  sin$ 

par  l'équation  ^ 

.      ■  _  3  sin»  —  4(i  +c*)  8Îds»  +6c»8in8»  —  c<«in»f 
sm^ —     i_6c*8in«?+4c*ti  +  c»)sin6?  —  3c*sin*f    ' 

équation  qui  est  en  général  du  neuvième  degré,  mais  qui  se  réduit  au  qtja* 
trième  lorsque  4  s&  7  tt. 

IX.  En  général  on  pourra  trouver  par  la  résolution  d'une  équation  algé- 
brique, un  arc  E(<p)  qui  soit  égal  h  une  partie  rationnelle  2  de  Parc  donné 
E(4),  plus  ou  moins  une  quantité  algébrique.,  L'écmation  sera  la  même  que 
celle  qui  donnerait  F($)  =  --F(4)*    -    ,     ■ 
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Il  en  sera  de  même  si  l'arc  donné  n'est  pas  terminé  an  petit  axe.  Car  si 
OP  est  cet  arc>  on  cherchera  par  le  coroll.  111,  l'arc  BM  égal  à  OP+  Fig.  9. 
une  quantité  algébrique,  et  il  ne  s'agira  plus  que  de  trouver  un  arc 

BN  =  ~  BM  ±  une  quantité  algébrique.  On  pourra  ensuite  donner  à  l'arc 

BN  une  autre  origine  à  volonté. 

X.  Deux  arcs  étant  donnés  partout  où  l'on  voudra  sur  l'ellipse ,  on  pourra 
trouver  un  arc  égal  à  leur  somme  ou  à  leur  différence,  plus  ou  moins  une 
ligne  droite  assignable  géométriquement.  C'est  une  suite  des  coroll.  III 
etV. 

Ainsi  toutes  les  comparaisons  qu'on  fait  ordinairement  des  arcs  de  cercle 
par  voie  d'analyse,  ont  lieu  également  pour  les  arcs  d'ellipse,  à  la  différence 
prés  qui  affecte  tous  les  résultats,  mais  qu'on  peut  faire  disparaître  dans 
beaucoup  de  cas,  lorsque  l'origine  de  l'arc  cherché  est  arbitraire.  La  dispa- 
rition dct cette  différence,  lorsqu'elle  peut  avoir  lieu,  ajoute  aux  problèmes 
un  degré  d'intérêt  de  plus;  elle  rapproche  alors  les  propriétés  des  arcs 
d'ellipse  de  celles  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce.  C'est  pour* 
quoi  noqs  croyons  devoir  en  apporter  ici  quelques  exemples. 

37.  Problème  1.  Déterminer  sur  le  quart  £  ellipse  BKA  un  arc  MP  qui 
soit  précisément  égal  à  la  moitié  de  Fore  BKA. 

Sent  <p  l'amplitude  du  point  M,  4  ce^e  du  point  P,  8  l'amplitude  du  fjg.  & 
point  K,  premier  point  de  bisection  de  l'arc  BKÀ,   pour  lequel  on  a 

sin'Oss^qrj  et  E(8)  =  iE'  +  |(i  —  b).   Supposons  qu'on  ait  T(ç)  + 

F(fl)  —  F(4)  =  o,  il  s'ensuivra  E(^)  +  E(fl)  —  E(4)==^sin<psin4sinflj 
donc 

E(4)  —  E(<p)  =  i  E1  +  }  (1—  £)  —  c'sin  <p  sin  4  sin  0. 

Donc  si  l'on  veut  que  MP  =  £E1,  il  faudra  faire 

c»  sin  <p  sin  4  sin  0  =  £  (i  —  £), 

ce  qui  donnera  sin  0  sin  4  —  £  sin  0.  Mais  d'un  autre  côté  l'équation 
Ffa)+  F(fl)  — F(4)  =  o  donne  cos  ^  cos4  +  3inÇ  sin  4  A  (0) ss cos 8, 
et  puisque  A(0)  =  \/by  on  aura  à  la  fois  sin  ç  sin  4  =7  sin  0,  et  cos  f  cos  4 
=  £  cos  0.  De  ces  équations  on  tire 

cos(4— ç)=i(cos0+sinfl)  =  cosjcos(8  — |), 
cos(4-f-ç)=sî(cos8 — sinô)==côs2COs(8  +  ^\ 

Ainsi   les  angles   4  ~  9  et  4  "H  9  seront  connus.    On    pourrait  aussi 
T.  I.  7 
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déterminer  directement  les  valeurs  de  sin  $  et  sin  4  au  moyen  desfaranies 
sin  <p  ma  £  1^(3+4  sio  0  +  2 sin*0)  — £  |/(3 — 4  smfl+ssm^fl), 
sin4=  £  v/(3+4sin0  +  2sin*fl)+  \  </(3— 4  sin  ô+ 2  sin- 8), 

et  ces  sinus  seront  les  abscisses  des  points  cherches  M  et  F. 

Le  problème  étant   ainsi  résolu,  on  voit  que  l'are  MP  sera  égal  a  la 
somme  des  deux  aarcs  BM-J-NÀ. 
Fig.  6.      38.  Problème  II.  Déterminer  sur  le  quart  tf  ellipse  RMÀ  an  arc  RQ 
qui  soit  égal  au  tiers  de  BJVIA.  _ 

Si  l'on  suppose  F(<p)  s=  £  F1  et  F(p,)  =  aF(<p),  on  aura  sin  0  par  k 
résolution  de  l'équation 

o  =  i—2  sin  <p  •+•  2c*  sin3  p~ £*  sm*  ^, 

et  <pâ  se  déduira  de  <p,  soit  par  l'équation  cos  ^a=  i  —  sin  p,  soit  par 

1  équation  sm  çt  =  -^-% 

Cela  posé,  on  aura  3E  (<p)  —  E*  =s  c^sin  p  sin  p.  (i  +  sin  p),  ou 

E(<p)  =  £  E1 +£  c*sin  <p  sin  0â  (i  +sin  <p). 

Supposons,  de  nouveau  F  (<p) + F  (4)  -~  F(âi}sco  T  on  aura 

E(P)  +  E(4)  —  E(or)  =  c^sm  p  sin  4  sin  ». 

Donc,  si  Ton  veut  que  E(o>)  —  E(4)  ss^E1,  il  faudra  faire  sin  4  sin  ai 
=  |  sin  <k(i-f-sin$).  Mais  d'ailleurs  en  vertu  de  la  supposition  faite  ,  on  a 
l'équation  cos  ^cos  a;  +  sin  4  sin  m  A  (<p)=  cos  $  ;  donc  les  inconnues  4 
et  et  devront  être  déterminées*  par  les  équations 

sin  4  sin  »c=  f  sin^,(i +sin  ç)  =  3^^r 

cos  4  cos6>  =  y  cos<p  (2— sLnç)  =  y  casç(i  4-cos^J. 

De  là  résulte 

€0s(4  —  û>)t=3  [cos?  +  sinf*4-cos(<k  —  p)], 
cos  (4*hû>)  ==«i  [cos  ^  — sin  ^+cos(^,  4-^)}. 

Chacune  de  ces  quantités  est  moindre  que}  (i  +  i  +  1)  et  par  conséquent 
moindre  que  l'unité;  donc  la  solution  est  toujours  possible,  et  Parc  HQ 
ainsi  déterminé  par  les  amplitudes  4  et  ^satisfint  àla  ce»dkiooNQ=jE,) 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose ,  à  la  condition  BN  +  QA  =  2NQ. 

On  peut  démontrer  que  le  problème  est  toujours  possible  par  cette 
considération.  Soit  pris  BI  =  E  (<p),  on  aura  BI>  -|  E\  Soit  pris  ensuite 
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Parc  AP  correspondant  à  Bl,  de  manière  que  la  différence  BI- — AP  soit 
égale  à  une  quantité  algébrique ,  c'est-à-dire,  soit  prise  l'amplitude  cr  du 
point  P ,  de  manière  qu'on  ait  b  tang  <p  tang  ?=  i,  on  aura  AP<j  E'. 
Mais  si  Ton  imagine  que  Varc  |  E1  soit  transporté  le  long  dn  quart  d'ellipse , 
de  manière  que  sm  ttagine  parcoure  sDeoesâvementloutlHoÉormUe  de  fi  en 
P,  cet  arc  étant  représenté,  en  B  par  BI>  j  E1,  et  en  P  par  AP<y  E1,  il 
faudra,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité,  qu'il  &>oit  représenté  exactement  en  * 
un  point  intermédiaire  N  par  Tare  NQs=  j  E\ 

¥<mr  appliquer  laesolutian  générale  à4m  cas  particulier,  soit  £*=  tact*,  on 

a  trouvé  ci-dessus  (art;  a/f)  cos  $=  \/{avf%'-^2>)=:y(&  tas  3o°  sàa*  i5°)  ; 
on  aura  donc ,  par  le  calcul  trigonométrique, 

Lcostp  =    9.9166532 

L^in  à  »    9. 7517355.  „. .........  ainf  *=        0.5645797 

2-— sin<p  3=  .      1..  4554203 

L  sin  4  sin  a>  =     9.6716281  sin4sinû)=         0.46949^0 

Lccs4cosâ>  =    9.5965uêv  cossf/trow»  i=*        0*3949217 

cos  (o>  +  4)  =  —  0.0745703 
cos  \co  —  47  =        o.8644I37 
#+4  sa $4*  i#35"5  •    :»s&        «••i3'4^r3 

û>-— 4  ==  3o. n.  3.i  *  4*Ç=S        3a°  -2?4$92 

Ces  valeurs  ne  sont  ^u'approcbéesj  mais  les  formules  trouvées  donnent  la 
solution  rigoureuse  qui  peut  même  être  construite  géométriquement. 

39.  Problème  111.  Etant  donnés  les  deux  arcs MN  £/PQ,  situés  comme  Fi*  ,0- 
on  voudra  sur  la  circonférence  de  l'ellipse >  trouver  un  troisième  arc  DR 
égal  à  leur  somme  MM  +  PQ. 

Soient  a,  £,  J\  *  les  «mplitades  de*  pointe  donnés  Mt,#,  P,Q,en  sorte 
qu'on  ait  MN  =  E(£>^E^PQ»E 
ludes  des  points  cherchés  D,  R,  e«  sorte  qu'on  ait  DR  =  E  («)  —  E  (4). 

Soient  encore  A  et  jt*  «déni  amplitudes  AxHmy  qg'oa  ait  F(A)c=F(£) 
—  F(«t),  et  F(ft)  =  F (c)  —  F(^P) j  tm  aura  en  même  temps 

E{A)  +  E(a)  — E(C)  ==  <*  sin  *  siri C  sin  A, 
E(^)  +  E(<T)  — E^sso^sin^^infi^^j - 

donc  "  ■*       '■'•_.. 

MN  +  PQ  =  E(  A)  +  E(/*} — c*slnasin£sin  A —  c*sin  cT  sin  6  sin  |U. 
Soit  enfin  (p  une  nouvelle  amplitude  telle  que  FfaQ  ==T(a)  -f-F  (/*),  on 

7-- 
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aura  x 

NE(à)  +  E  (/*)  —  E(<p)  =  c'sin  $ sin  A  sin/*; 
donc  -V 

MN+PQ — E  (?) =c*  sin  ?  sin  X  08/4^*^9^ 

Faisoifâ- maintenant  F(f)  =  F  (»)  — F  (4) ,  il  en  insultera 

E(p)  +  E(4) —E  (»)==<?•  sin  p  sin  4  sin»; 

mais  par  hypothèse,  on  a  E  (»)  —  E  (4)  =  MN  ■+•  PQi  jionc 

sin  <p  sin  4  s*1  û*=c? M*  * su*  £ sin  A-|-  nn <Tsia csin.fi  ->-~*inAsin/48«  ?. 

Soit  i>our  abréger  sin  cl  sin  €  sin  X  +  sin  J*sin  c  sin  /t  =  M,  et  on  aura 

sin  »  sin  4  =  -r—  —  sin  A  sin  a. 
T        sin  $  ^ 

D'ailleurs  l'équation   F  (f )  =  F  (û>)  —  F(4> \  do^ne  cos  a  cos  4  H- 

sin  »  sin  4  A(ç)  =  cos  0  ;  donc  on  aura  pour  déterminer  4  et  «  les  deux 
équations 

sin  »  sin  4  =  -*— r  -—  sin  A  sin  u, , ;   *  • 

cos  a)  cos  4  =  cos  ?  —  -r^  M  ■+•  sin  X  sin/iA  (p). 

Si  de  plus  on  observe  que  l'équation  F  (<p)  =  F  (A)  •+•  Fw(fc)  donne  cos  ç  ss 
cos  X  cos  ft — sin  A  sin  /bt A  (<p) ,  on  déduira  des  équations  précédentes , 

cos(«+4)  =  cos(A-M)-8-^[i+A(ç)], 
cos  («  —  4)  =  cos  (X  +/l)  +-^^. 

Les  données  immédiates  étant  a,  C,  J\  *,  on  en'  déduit  X  et  fi  par  lés 
équations  $(X)t=V(C)  —  F  (*),  F(<k)  =»F(s)  ~*  Efcty  ,qw 4dtonf flt  , 

'^      .     '         sifiCcos*A(«) —  sin  *  cos  ÉA  (C) 

sin  A  =  ,  .  « — .  ~m  *  • 

.              sin  i  cos /A  («ty —  sin /cos  i A  (i) 
sinu  = '  .     A  .    — ^-£..        ^  - 

La  valeur  de  M  est  donc  connue,  ensuite  on  déduira  sin  p  et  A  (0)  de  l'é- 
quation F(ç)s:I(X)  +  F  (/fc),  qui  donne  . 

•     <n        *JnXco$pA(/ê)  +  sin /•  cos  AA  (a) 

Sin  ©  CES  »    •  "i        •    •  «  ■     «    • 

~  i — o»sm*jtsin*  A  * 

W  i —c*  sin' j»sn^* 
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Or  les  valeurs  dé  sin  A,  cos  X,  A  (A)  sont  données  eu  fonctions  de  G  et  a 
par  les.  formules  de  l'art.  19  ;  il  en  est  de  même  des  valeurs  de  sin/*,  cos /a, 
A(ft)  exprimées  en  fonctions  de  «  et  «T.  On  connaîtra  donc  toutes  les  quan- 
tités qui  composent  les- valeurs  de  cos  (a  — •  4)  et  cos  (c*  +  4)* 

Ce  problème  peut  servir  k  en  résoudre  beaucoup  d'autres ,  et  notamment 

à  trouver  un  arc  qui  soit  exactement  dans  un  rapport  rationnel  avec  un  arc 

donné;  mais  il  faut  pour  cela  que  dans  chaque  application  les  valeurs 

trouvées  pour  cos  (ja  +  4)  e*  C0B  (*>  —  4)  >  $®iex&  renfermées  chacune  entre 

^  les  limites  +  1  et  —  1 ,  sans  quoi  le  problème  deviendrait  imposable. 
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Comparaison  des  arcs  d hyperbole. 

4  •  JMous  avons  déjà  trouvé  (art.  i3)  que  l'arc  AM  désigné  par  T,  a 
pour  expression 

T  =  A  lang?  —  E(p)  «+-  A*F  (<p). 

Le  point  M,  extrémité  de  l'arc  AM,  étant  supposé  avoir  pour  amplitude  <p , 
considérons  deux  autres  points  N  et  O  dont  les  amplitudes  soient  4 
et  »,  et  supposons  qu'on  ait  l'équation  F ($)  + F  (4)  — F  (a»)  =  oj  alors  les 
arcs  ABI,  AN,  AO,  désignés  respectivement  par  Tfa),  ï(4)>  T(a>), 
auront  entre  eux  cette  relation 

T(*)  +  T(4)  —  r(»)=3A(^)tang^+A(4)tmg4—  A(»)tango> 

-E(*)-.E(4)+E(«), 

ou,  en  mettant  la  valeur  connue  de  E(<p)  +E  (4)  —  E(»), 

T(f)  +  T(4)  —  T  (»)  sa  A  (?)  tang<p  +  A  (4)  tang  4  —  A  (»)  tang  « 

—  c*  sin  (p  sin  4  sin  ci. 

C'est  l'équation  fondamentale  d'après  laquelle  ont  peut  faire  sur  les  arcs 
d'hyperbole  les  mêmes  comparaisons  qrçe  nous  avons  faites  sur  les  arcs  d'el- 
lipse, mais  en  observant  que  dans  l'hyperbole  on  ne  peut  donner  aux  ampli- 
tudes une  valeur  plus  grande  que  j7r,  et  que  lorsque  jppe^B-,  l'arc  AM 
devient  infini.  < 
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La  quantité  A  ta«g^  n'est  autre  ■chose  que  k  tangente  MZ,  teitmnée 
Fig.  a.  par  la  petpendktilaire  CZ  abusée  du  watte  sur  cet!»  tangente.   Ainsi 
A  tang  $ — T{<p)  est  l'excès  4e  la  tangente  iïZ  ttur  l'arc  AZ.  Si  fan  appelle 
G(<p)  cette  Ifiindicm,  onwur*  pour  chaque  point  M, 

<et  J<wq»e  les  **ois  points,  M,  N,  G,cliJ:erjnifié&(par  les  amplitudes ty,  4* 
«  sont  liés  .entre  ^ux  par  la  xelation_F(<p)  /-JtF(4J  Tri^i*)****,.  les  Sanc- 
tions cottwponidames  G($),  G(4)t  GÎM  ^elatlves.àJTxypedwle,  satisfe*^ 
ront  à  l'équation 

jG(4>)+,G<pk)  —  G(#)=^,9«J^W^*>* 

équation  entièrement  semblable  à  celle  qui  a  lieu  dans  l'ellipse,  et  d'où 
l'on  déduira  de  semblables  corollaires,  sauf  Jes  ^restrictions  particulières  à 
l'hypçrbole  et  dont  nous  avons  déjà  parlé. 

Nous  avons  trouvé  que  lorsqu'on  fait  sin*  8  ==  737g ,  on  a  F  (8)  =  £  F1 ,  et 
E(8)  =  ^E1  +7 (i  —  5) /on  aura \ïonc  semblal>léale"nt  pour  l'hyperbole, 

G1  est  la  différence  entre  la  branche  infinie  d'hyperbole  AMO  et  son  asym- 
ptote CV,  qui  est  ceû^ée  ik  «nootaétrae.  4ans  ui>  p^^t  infiniment  éloigné. 
Cette  différence  estimée  au  moyeu  des  fonctions  E1,  F1,  a  pour  valeur 
G'  =  E'  —  M?1}  mais  sans  recourir  à  ces  fonctions^  on  peut  la  déduire  de 
l'équation  préeéde»te_qai  donne  t 

.      /;      r;7      G's=.aG(8)—  (1  —  <*). 

Ainsi  la  quantité  G1,  différence  de  deux  itafims,  se  détettntnera  par  la 
*      qwwtité  G(^)>-rdatire  au  p*n«A  dcmt  ISamplifcudc  «t~A,'  fct;  fus  jupw 
œordoâ^^esy-^^taiig^^*^?  x=c\/(i+b). 

L'amplitude  &  est  celle  quldopne  F^ss^F1;  si  on  cherche  successive- 
ment par  les  formules  de  la  bisection  les  amplitudes  fi',  0",  etc.,  telles 
qu'on  ait  Fp)="iF(G)  *=**■;  F  (*)  ai*  F  (*}  *=iF%  etc.,  ou ^um  en 

même  temps         •  '  *.      * 

G(&)=*G(flO~*âsin*8'sin8 

G(8')^^(ôf0~^«i*er,sinô% 
■;    etc.  '*  '    t 

ïf  o&  îl  suft^ë^lft  quantité  <**  se  d&crmkiera  par  le  tferbier  terme  de  la 
suite  G(8),  G(0'),  G(8"),  etc.,  prolongée  aussi  loin  qu'on  'Vendra.  Or, 
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lorsque  <p  est  devenu  très  petit,  la  quantité  G(f)  a  pour  valeur  tjèà appro- 
chée c'sin^j  ainsi  la  bisection  répétée  de  la  fonction  G  (6)  fourrfit  un 
moyen  de  déterminer  pas  approximation^  la  taleur  de  la  transcendante 
G1,  et  la  même  méthode 's'applique  à  toute  fonction.  G(^)  dont  on  vou- 
drait avoir  une  valeur  approchée.  Mais  nous  donnerons  ci-après  pour  cet 
objet  des  méthodes  plus  expédftives» 


CH££1TKEXL 

Développement  particulier  de  la  formule 


Vt/C**  + 


(f  +  gx»)dx 


4i.  Liette  formule  se  rencontre  assez  souvent  dans  les  applications,  et 
d'ailleurs  il  est  nécessaire  d'examiner  particulièrement  le  cas  des  facteurs 
imaginaires.  ... 

La  variable  a?  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs ,  depuis  x  =  o  jusqu'à 

x ss=  cerj,  mais  cornus  e&  &»a^  «  =  o*r,onftZ»  Tf  tf*r  peur  now  dé- 
barrasser dn  terne  qui  peut  détenir  infini,  nom  canndérerofts  shupfcÉMtol 
la  formule 

qui  par  ce  moyen  aura  toujours  une  valeur  finie. 

11  s'agit  maintenant  de  transformer  cette  eipresnon  de  manière  yi»  ley 
facteurs  Binômes  de  la  quantité  sous  le  radical  deviennent,  réel*-  Pquk  cela 
on  peut  faire  indifféremment  l'une  des  quatre  suppositions  suivantes  : 

|/(**  +  2*Çx*  cosfl  •+•  €%a*)  =  zay  \/a& , 
£3*  +  «cosfl «+•  v<^**  ■+-  aaÉa?4  co»4H~£ma*)  =  207% 

'•■— ;:'-a^îfyV^,J  """_ 

et  la  transformée  éhl  / r  aura  les  condîubDsrequi^e^.  Bornons  -  nous 
à  présenter  le  réiltRat  de  la  troîsietne  supposition  \  elle  donne../. .. 
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où  Fou  voit  qu'en  effet  les  deux  facteurs  de   la  quantité  sons  le  radical 
sont  réels.  On  voit  aussi  que  la  moindre  valeur  dey  étant  cos  5 6,  on  peut 

faire  r  =  — — ,  ce  qui  donnera  la  tranfbrmée  suivante,  où  l'on  a  fait 

c  =  sin|0. 

v rfZ  —  g*.+*g«*%m%9  dp 

et  il  faut  remarquer  que  dans  cette  formule  nous  supposons  \/aÇ  réel; 
car  si  le  terme  ictÇx*  cosfl  était  négatif,  on  ferait  tomber  le  signe  —  sur  cos  8. 
Gela  posé,  on  aura,  suivant  les  expressions  accoutumées, 

c'est  l'intégrale  demandée  prise  depuis  x  =  o,  car  on  a 

»,«  _  —  &*  —  «tcosO  +  |/(«*  +  a«fr*  cos»  +  6**0 

^  2«8in*£6  > 

et  réciproquement  x  t/- = ^|  1/(1  —  c1  sin'f)  ;  d'où  l'on  voit  qu'en  fai- 
sant xsso,  on  a  <p  =  o,  et  qu'en  faisant  or=aoo,  on  a  p  =  j*-. 

La  valeur  totale  de  l'intégrale,  prise  depuis  ofsso  jusqu'à  jcssoo, 
sera  donc 

Voici  quelques  applications  de  ces  formules  qui  conduiront  à  des  résultats 
assez  remarquables. 

exemple  1. 

4?.  Soit  proposé  d'évaluer  les  deux  intégrales 

entre  les  limites  2=0,  z=i.  On  sait  d'aillenrs  que  le  produit  de  ces 
intégrales  =7*  (Cale.  Jntég.  d'Euler,  ton».  I,  pag.  a44). 
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Si  l'on  fait  dans  la  première  z  =  (i-f-or*)  %  on  aura  la  transformée 

t/f3^3i>.ug«i?  ^U'^  ^au(^ra  iatégrer  depuis  x=  o  jusqu'à  a:  =s  oo. 

Cette  formule  étant  comparée  avec  la  formule  X,  on  auray==3,  £so, 

(t  =  |/3,  Cssi,  cos0=iv/3,  c  =  sbi0=i/(2  — /3)  =  sini5°. 

3 
Ainsi  l'intégrale  indéfinie  est  M=  t~  F,  et  l'intégrale  complète,  en- faisant 

V3 

x  =  oo  oa  <p=i±7r,  est 

I 

Si  dans  la  seconde  formule  on  fait  z= (i  —  x*)â ,  Ja  transformée  sera 
N c /t/f3_â^4^i»>f  et  Intégrale  devra  être  prise  depuis  x=o  jus- 
qu'à x=i.  Comparant  cette  formule  à  la  formule  X,  on  aura/*s=;3, 
£=—3,  *=l/3,  £sai,  cosfl=— £i/3,  ft=cosi5°  =  iï/(2+l/3>. 
(  Nous  désignons  ce  dernier  module  par  by  parce  qu'il  est  le  complément 
du  module  c  =  sin  i5°  de  la  formule  .précédente  ).  On  a  donc  par  la 
substitution 

or  la  relation  entre  <p  et  #  étant 

^±^cos^  =  |-^  +  v^(3-3^  +  ^), 

si  l'on  fait  x  =  i , on  aura  cos'0  =  a  \/$  —  3,  ou  tangf  ^t/frrj)? h***8 

nous  avons  déjà  vu  (art.  $4)  <ïue  pour,  le  cas  du  module  £=»  cos  i5°,  la 
valeur  précédente  de  ?  donne  exactement  F(<p).=  j  F1,  et  on  a  en  même 

temps  E(^)  =s  ^  E1  -| — j— *  Donc  l'intégrale  N  prise  depuis  #= o  jusqu'jà 

2y  3 

ar=  i,  aura  cette  valeur 

V3       .         V[3 
Puis  donc  qu'on  a  déjà  trouvé  M1 5=-^  F1*:,  et  que  le  produit  M'N*  =lw, 

on  aura,  entre  les  troia  fonctions  Fte,  ïïlb;  £*£ ,  eette  relation  fort  remar- 
quable :  t    .  .     .  . 

T.  I.  8 
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d'où  il  suit  que  dansée  cas  particulier  le  quart  d'ellipse  E'&,  qui  est  une 
fonction  de  la  seconde  espèce,  peut  s'exprimer  par  les  deux  fonctions  F1  £, 
F1  J,  de  la  première  espèce,  dont  les  modules  sont  eomplémens  •  l*un  de 
l'autre. 

. —  ')  4    *~     ixfewrrLfc  n.  !  ''-:i  '       ■  x  r~    '     '    <!-' 

43.  On  propose  d'évaluer  par  les  fotoqtions  elliptiques ,  les  deux  intégrales 

p=/v('-**)' Q=s/v^('-^)?  deppis  *=°  îU8quà  z=i:  on  Mit 

d'ailleurs  que  leur  produit  =f  ft\ 
Si  l\m  Êtit  daAs  la  première, -z==(i  —  x*)*,  on  aura  la  transformée 

Par=  fx/f%_%  ;  V  '4\?  <p^ï  fcut  intégrer  depuis  xc=o  jusque    £  —  i- 

Gefie-ci  étant  traitée  comme  l'intégrale  N  de  l'exemple  précédent,  on  aura 
pou*  résultat 

i/3 

Venons  à  la  formule  Q,  et  faisons  d'abord  z*=^,""s,  nous  aurons  la 
transformée  Q  âd  f  }%%/(%_  \  V1^  Faudra  intégrer  depuis^/  =  1  jusqu'à 
j^ssoo.  On  a  d'abord,  en  intégrant  par  partie, 

Soit  à^jrs)  +  *%  et  on  ^/^l )  —  /fts  +ti^y  Ceb 
posé,  la  valeur  de  Q  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  J?s=o  jusqu'à  x  =  oo?  et  comme 
la  partie  hors  du  signe  s'évanouit  dans  ces  deux  limites,  on  aura  simple- 
ment A  "A 

Coïnparant  avec  &  Formule  X,  oç  pura  y=  —  f ,  #  =  —  |,  *  =  l/~  > 
jÇsjf  x,  ^flsfl^i  v^3,  ■<?=#£  vi1^-^^3)»  ^ww5  lirotégcàle  dviachée  «et 
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Maintenant  puisqu'on  a  P^sas^if,  on  au^ttqe)relatki?i  en(fre  t*>is  fenc- 
tions  elliptiques,  qui,  avec  celle  qu^'on  a  trouvée,  offre  ces  deux  résultats  : 

ï=P(*).[E-(«)-(i±^F.Mi.  _         , 

d'où  l'on  voit  que  les  fonctions  dç  seconde  espèce^E1  (c),  E\(ô)  peuvent, 
dans  ce  cas  particulier,  s'exprimer  par  les  deux  fonctions  de  prepaière 
espèce  F^J),  F'(c).  A  ces  deux  relations  qui  sont  déjà  fort  remarquables, 
il  faut  en  joindre  une  troisième  F*$)sjf  v/3F>  (c),  qui  sera  démontrée  dans 
l'exemple  suivant.^ 

EXEMPLE    IJI. 

44-  Soit  proposé  d'évaluer  l'intégrale  R=s/îfe(i  — •«*)     ,  prise  depuis 
z  =  o  jusqu'à  z=i. 

On  fera  d'abord  i—  2?z£z(-j  ,  ce  qui  donnera  là  transformée  R  = 
Jx/rAjs-hiï  *  ml^SceT  'depuis/  =^=  o  jusqu'à^  a?s  co,  Soit  ensuite  m  »  ^/d 
et  m*jr z=zx*  —  i ;  on  aura  la  nouvelle transformée  R s£ /i/rU  — a!!»,L.3\» 
qu'il  faut  intégrer  depuis  x  =  i  jusqu'à  «ç=oo.  Cqttç  intégrale  est,  au* 
coefficient  près,  k  même  que  l'intégrale  P,  de  l'exemple  précédent;  ainsi 
ayant  égard  aux  limites  de  R,  on  aura  la  valeur  cherchée      ;  .,, 


zm 


3v/3 
mais  il  y  a  une  autre  manière  de  trouver  la  v«lettr*de  R.- 

Soit  i  —  s3  =  (i  —  *  )  ,  on   trouvera  d'abord  la   transformée  R  = 

V         y  J  '     -  fc  .  .    ■ .  •  ■  t   * 

Fv(l\£—  \y  ^Ul^  ^aut  *nt^6rer  dépuis /==i  jusqu'à ^=00.  Soit  ensuite 
171^=1 +#%  on  aura  R  sgg  m V*J«)^ + ^ '+  3\ y  "puvqlk formule qp'H 
faut  iufcégrer  depuis  xzzz  {/(nfvr-  1)  jusqu'à  arjwop.  Or  cette  ihfégrale 
est  semblable  à  la  formule  M  de  l'exemple  1,  et  on  obtiendra  de  même 

R=5-£-JF(c,  ?)  +  const.,  eu  observant  que  cette  intégrale  doit  être  prise 

depuis  la  valeur  de  <p  qui  donne  x=  i/(mâ—  0  jusqu'à  Ja  valeur  de  ^ 
qui  donne  .tï=ooj  celle-ci  est  ^  =  ï^t,  Fàutrë  étant  nommée  U,  on  aura 

8.. 
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R,=/ny''3[F,(c)— F(c,ô)].  Mais  en  général, 

donc  en  faisant  jc*  s=  m*  -^  i ,  il  viendra 

Or,  d'après  l'article  24,  cette  valeur  de  0  est  celle  qui  pour  le  module 
csrf  l/(a—  v/3),  donne  F(fl)  =  iF'j  donc  .. 

i».-»»^F'c. 

3  * 

Comparant  cette  valeur  à  celle  qu'on  a  trouvée  par  l'autre  méthode,  il  en 
•       résulte  cette  nouvelle  relation 

P(.)b^.PWi 

laquelle  étant  jointe  aux  deux  déjà  trouvées,  fait  voir  qu'une  seule  des 
quatre  transcendantes  F'^jF1^),  E*(c),  E'(J)  suffit  pour  déterminer 
les  trois  autres.  On  a,  par  exemple,  les  équations 

jj3=PW[E.(t)-QpW], 

qui  servent  à  déterminer  la  fonction  E"(c)  par  le  moyen  de  F'(<?),  et  la 
fonction  E1^)  par  le  moyen  de  Fâ(£). 

CHAPITRE  XII. 

Théorème  sur  les  fonctions  complètes  Je  première  et  de  seconde 
etpèce,  dont  les  modules  sont  complémens  tun  de  Vautre. 

45.  Dans  les  comparaisons  qu'on  vient  d'établir  entre  les  fonctions  F*(c), 
E'(<0,  qui  se  rapportent  au  module  cs=|^(a  —  ^3)  =ân  x5°,  et  les 
fonctions  F1  (£) ,  E'  (  b)7  qui  se  rapportent  au  module  complémentaire 
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l  sa  \  j/(a  4"  1^3)=  cos  i5%  les  trois  équations  trouvées  conduisent  à  ce 
résultât  remarquable 

*=P(c)E*(J)  +  F(J)  E1*»  — F»  (b)  P(c) (d) 

où  l'on  voit  que  les  deux  quantités  6,  c  peuvent  être  échangées  entre  elles, 
et  qu'ainsi  cettç  équation  est  vérifiée  dans  deux  cas,  celui  de  csssin  i5°, 
et  celui  de  c  =  siii']50.  Il  serait  facile  de  démontrer  directement  qu'elle 
est  encore  vraie  dans  deux  autres  cas,  lorsque  c  est  infiniment  petit,  et 
lorsque  c=  l/ »  =  b)  mais  nous  allons  prouver  généralement  qu'elle  a  lieu 
quel  que  soit  c. 

Pour  abréger  la  notation ,  désignons  simplement  par  F,  Ë,  les  quantités 
F(c),  E'fc),  et  par  F,  E',  les  quantités  F1  (£),  E'fi),  et  supposons 

PœsFEH-F'E— FF, 

P  étant  une  fonction  de  c  encore  inconnue. 

Je  différencie  les  deux  membres  par  rapport  &  c  qui  est  la  seule  variable 

qu'ils  contiennent.  Or  ayant  E(<p)=/Ad!p,  F(ç)=j  —^  À*s=i— -c^sin*^, 
la  différentiation  donne 

S"- J  — ~  ■"ïl*— F)» 

Mais  par  les  formules  d$  l'art.  9,  on  a  J  ^~ts~/frdfip— %  81^T^>et 

dans  le  cas  de  ^  =  i^r  dont  il  s'agit,  le  second  terme  s'évanouit  :  ainsi  on 
aura 

Ou  aura  Bemblablement^ssî  (E'— F),  ^s=pj  (ET— c*F),  et  parce 
que  bdb^edcssOf  on  en  déduira 

.,T &*-«*>■ 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  rfP,  on  aura  (/Peso;  donc  P=const. 
filais  on  a  trouvé  dans  un  cas  particulier  PssyTTj  donc  l'équation  (d)  a 
lieu  généralement,  quel  que  soit  c. 
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Lorsque  «m  tf  taa£,  réqfcatitfn  (<f)  donne  ;  '  *'~  r     J  \      ' 

-ssPfaE1  — F1). 

"m         '    ■,    %   ■    .    x     '-     -:-  .  ■      '>-  -   r  : 

Ainsi  dans  ce  cas  particulier,  E1  se  détermine  encorç  par  F1.    . 

m  II  peut  y  avoir  quelques  autres  cas  particulière  où  la  fonction  de  seconde 
espèce  E*"(d)  ô*expwùie  par  la  fonction  de  première  espèce  ^(c);  nous  ferons 
voit  en  efifet  qiiè  chaque  cas  particulier  connu  en  fait  connaître  une  infi- 
aité  d'autres;  mais  il  parait  impossible  de  réduire  généralement  les  fonctions 
de  seconde  espèce  à  celles  de  là  première. 

CHAPITRE  XIIL 

Equations  différentielles  qui  expriment  la  nature  des  fonctions 
E  et  F.  Intégrales  complètes  de  ces  équations. 

46.  ISi  l'on  différentie  par  rapport  k  e  les  deux  fonctions  E=/A<fy, 
F=  I  — ,  on  aura  comme  dans  le  chapitre  précédent 


de  là  résultent  les  deux  formule» 

JE 

do 


F  =  E-cf, 


qui  contiennent  les  relations  mutuelles  des  fonctions  E  et  F,  de  sorte  que 
si  on  avait  l'expression  analytique  de  E  en  fonction  de  c  et  (p,  on  en  dédui- 

rait  immédiatement  celle  de  F  par  la  formule  F  5=  E  —  c  ^  ;  et  récipro- 
quement si  <m  atait f  etyression  de  F,  onj£n  déduirait  celle  de  E    par 
l'autre  formule. 
Si  on  élimine  successivement  E  et  F  de  ces  deux  équations,  on  aura 


CHAPITRE  Xltt.  63 

pour  déterminer  séparément  les  fonctions  F  -et  E,  ces  deux  équations  diffé- 
rentielles du  second  ordre 

et  lorsqu'on  considère  les  fonctions  complètes  F',  E',  ou  lorsqu'on  fait.,. . 
f =-jW;-ces  équations  deviennent 

Jusqu'ici  F»  .et  JE*  représentent  les  intégrales  définies  /  -^-,  f&dp,  prises 

depuis  4>=»q.  jusqu'à  f  sa  {  sjr.;  considérons'  plus  généralement  deux  fonc- 
tions /  et  a  déterminées  par  les  équations  différentielles  ; 

on  satisfera  à  oes  équations  par  les  valeurs  particulières  j  s=  «F'CO* 
zs^E^c),  a,  et  6  étant  des  constantes  arbitraires  ;  mais  pour  avoir  les 
intégrales  complètes  de  ces  deux  équations  il  &ut  recourir  à  d'autres 
moyens.  ~  .•*_....  -- 

47.  Essayqns  d'abord  de  substituer  la  variable  £  à  la  valable  <?,  puisqu'on 
a  J*=i — <f,  et  ïdSsss— .  cïfc^  w  étant  une  fonction    quelconque   de 

cy  on  aura  en  gênerai  £»— 3  •  36>et^r  =  ^  •  &  —  p  •  Tb'>  au 
moyen  de  cette  ^substitution  1er-  épations  j(5) ^)otorront-étre  remplacées  par 
les  suivantes  :    ♦'  -    '■'  •]     ~  ;-•-.'*  c -5-    r      -       --*" 

...»  J1— ^)rf-^c'^TT^  'S~^»<H- 

J#  remarqua  w&intewitf  tfjtie  iai  p^fiièra^es  équatiôo*  $>)  eat^ntièrement 
jsemblable À Jaçretnière  <k*  4ptttiea0  (5);  et  puisqu'on  aatisfeit  à  teeHe-ci 
m  &wnbJr^*FlfJ  «ft  Mftit&tra  J|.ceUe~là  en  fixant  ypax  #;F>fc.  À  joutant 
cas  deux  wJêu**  psrtjk^dÀèKfls ,  on  *pra  fintégrale  complète  de  féqua- 
^  di%wVtfiU  en  ^  tatyttfe  aeo* 
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<r  =  «F'c+*'F'*,  (7) 

et  et  et'  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 
Et  comme  nous  avons  trouvé  que  E'  se  déduit  de  F'  -au  moyen  de  la 

(JTiv 
Ff +  c-t-J,  il  s'ensuit  que  la  valeur  générale  de  z  se 

déduira  semblablement  de  celle  de  y,  au  moyen  de  la  formule  zsstty  -f- 
h%c  £}  en  effet  cette  valeur  satisfait  à  la  seconde  des  équations  (5),  ai  y 
substituant  les  valeurs  de  -%  et  de  -Â  tirées  de  la  première  de  ces  équa- 
tions. On  aura  donc  l'intégrale  complète  de  l'équation  différentielle  en  2, 
comme  il  suit  : 

substituant  les  valeurs  ^  s  ^  (Elo  —  W'c),  ^  =  ^  (E1*  —  CF'i), 

on  aura  z  ss  ctE1^  +  ^'(F'A  —  E'A),  ou  en  changeant  les  constantes 

z  =  ffîc  +  &  (F*  —  E'A).  (8) 

Telles  sont  les  intégrales  complètes  des  équations  (5)  considérées  comme 
étant  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  il  s'ensuit  que  si  on  avait  en  général 
les  deux  équations  différentielles  du  second  ordre 

<«-*•)$  +  *=*•  |+.-^2î=«,) 

les  intégrales  complètes  de  ces  équations  aéraient 

jr  =  F(c,«>)  +  *Pc  +  *^,  1 

z=E(c,  tpJ  +  ÉE'c  +  e'CPA—  E'*).J  lI0J 

Ces  intégrales  et  celles  des  équations  (5)  qui  en  sont  un  cas  particulier 
offrent  une  application  très  remarquable  des  fonctions  elliptiques;  car, 
comme  [on  trouve  aisément  les  différentielles  des  fonctions  F'c,  E'c,  F'i, 
E1^,  F(c,  <p),  E(c,  ç),  prises  par  rapport  &  l'une  ou  l'autre  des  variables 
c  et  b  f  il  est  clair  que  ces  intégrales  pourront  être  employées  dans  le 
calcul  analytique,  à  l'instar  de  celles  qui  ne  contiennent  que  de  simples 
fonctions  circulaires  et  logarithmiques;  et  lorsqu'il  s'agira  d'obtenir  des 
résultats  pumériques  pour  des  valeurs  déterminées  de  la  variable,  on  les 


(9) 
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trouvera  aussi  exactement  qu'il  est  nécessaire  par  les  tables  qui  seront  don- 
nées ci-après. 

On  voit  dans  le  Calcul  intégral  d'Euler,  tom.  I,  pag.  3^9  et  suivantes, 
diverses  constructions  par  les  quadratures  d'une  équation  différentielle  qui 
est  la  même  que  la  seconde  des  équations  (6)  ou  (5).  Mais  ces  construc- 
tions ne  suppléent  qu'imparfaitement  à  l'intégrale  complète  que  nous  avons 
rapportée. 

CHAPITRE  XIV. 

Développement  des  fonctions  complètes  F1  et  E1  en  séries. 

48.  On  a  trouvé  dans  le  chapitre  précédent  que  les  quantités  F"  et  E1  con- 
sidérées comme  fonctions  du  module  c,  satisfont  aux  équations  différentielles 

et  que  ces  mêmes  quantités  ?  considérées  comme  fonctions  du  module 
complémentaire  &,  satisfont  aux  équations 

Ces  équations  sont  utiles  pour  Étire  connaître  la  loi  du  développement  des 
fonctions  F1 ,  E1  en  séries.  U  n'y  a  aucune  difficulté  à  développer  ces  fonc- 

tions  suivant  les  puissances  de  c  •  car  les  expressions  F=y2f<p(i  — ^sin1^)  * , 

E==/2fy(i  — ■  c*aintf)1  étant  réduites  en  séries  et  intégrées  depuis  $  =  o 
jusqu'à  <p  =  i7Ty  on  en  tiré  immédiatement 

E  -  ï  (—  h  *"  -  sq-  •  *••-  ?qr*  •« I-  *•  )• 

T.  L  9 
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Maïs  ces  séries  ne  sont  plus  suffisamment  convergeâtes,  lorsque  a  est  Sort 
près  de  l'unité,  et  alors  il  convient  de  les  ordonner  suivant  les  puissances 
de  by  en  considérant  b  comme  très  petit. 

Or  d'après  Féquation  E'  =  b*  (F1  -f-c  -77  j  =  **•"&)  on  peut,  pour  la 
première  approximation,  faire  E'=i ,  œ  qui  donnera  ^(^F,)s=s^=B'7zr?> 

et  par  conséquent  cF'  =  ^log  (  );  mais  dans  le  même  cas,  on  a 

cz=z  1  —  i  b**%  donc  la  première  valeur  approchée  de  F1  est  F1  =  logf  |). 

Soit  maintenant  F1  =  Plogf  |j-f-Q,  P  et  Q  étant  des  suites  ordon- 
nées suivant  les  puissances  de  b,  si  ou  substitue  cette  valeur  dans  l'équa- 
tion différentielle 

on  trouvera  que  l'équation  pour  déterminer  P  est  absolument  semblable  à 
celle  qui  détermine  F1;  celle-ci  est  de  la  même  forme,  soit  que  l'otx  cou* 
sidère  F  oomtne  fonction  de  c  ou  comme  fonction  de  i  j  et  pmsqsdaUe  doit 
avoir  1  pour  premier  terme,  ou  aura 

Désignons  les  coefliciens  successifs  par  m',  m",  etc..  en  sorte  qu'on  ait 

P  x=  1  -f-  /»'£»  -f.  mt'b*  +  m'"£«  -f-  etc.  ; 
nous  supposerons  ensuite 

F*  =  (i  +  rtb*  +  m"b*  +  mmb*  +  elc.)  log  | 
—  w?À'^;—  ni'AvV  —  rtPAFb*  —etc. 

Substituant  «ette  valeur  dan*  l'équation  différentielle  eâ-dcfisu».,  on  aura 
pour  dé*er»mer  le»  toouveaux  coeffieiens  A',  A"reto.,  l'équation  suivante, 
dont  les  termes  suivent  une  loi  très  simple  :  T 

0=     3         -fWJ*    +10  m"  b*     +14 /»"'£«     «fc.i8»ITP     -4-etc* 

—4»»'    —8ml'b*    —iam'"è*     -~i6m"k*     ^aojitf-P-.   —  e*c 

— a'mlA'— 4»/n"Af,4v-  6W"A"W-~  $«m"A"£«—  iq*»t  At  £»—  etc. 

H-3»m'A'*vf-  SVA^+^WW-f-  g«m"Â"î»-f  etc. 

Observant  ensuite  qu'on  a  a*m'  =  r,  4*^,w  =  3,^j  6*n»'"*=5*m",  etc., 
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on  trouve  successivement 


A"—  l  +  3^  +  O  +  ^8' 


etc. 


de  sorte  qu'on  a  en  général  AW»AM  «+•  (a^^j\^'  D'«prè»  cette  loi, 

il  est  facile  de  voir  ce  que  devient  Aw  lorsque  n  est  très  grand  ;  considérons 
pour  ©et  enet  te  suite 

3X*      ,     2**      ,      a*6      ,      2**      , 

^=7^+M  +  0  +  7^  +  etc> 
laquelle  peut  être  mise  sous  cette  forme 

—       («S-  7  +  \  •+•  j  +  etc.  )j 

00  aura  en  sommant  ces  suites ,  y  es  or  log  f  ^-3^  )  +  log  (  ï  —  #*)  aa 

(i+a:)log(i+<r)-4-(i— x)log(i — ar).  Soitar=i,  on  aura  j'sssaloga; 
donc  la  limite  des  quantités  À',  À",  À'",  etc.,  est  aiaga  ou  1,386,  etc. 
Cela  posé,  la  valeur  complète  de  F1  se  développe  ainsi  : 

I'•=l°8^  +  5l4'(loe!-,) 

+  2^*  0°gï-,-34""o; 

■4-etc. 
Connaissant  F',  on  aura  immédiatement  £'  d'après  l'équation  Ë'ssWl 
-f.  b*c  ^  s=  £*F'  —  b (i  —  ft»)  ^ ,  et  Û  en  résûlt 
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•+•  etc., 

expression  dont  la  loi  est  manifeste  et  qui  s'accorde  avec  celle  que  nous 
avons  donnée  sons  une  antre  forme  (  Mém.  de  VAcad.,  1786,  pag.  63o  ). 


CHAPITRE  XV. 

Changemens  qu'on  peut  faire  subir  au  paramètre  dans  les 
fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce. 

4g.  Oovr  p  ss  "y  ,  et  soit  et  une  constante  indéterminée;  on  trouve  par 
la  différenciation , 

dp  dp    i— c*fin4f 

i+*y*~~  a"  *  (1  —  c* sût*?  )cos*9  +  «  sin*f* 

Supposons  que  le  dénominateur  (1  —  c*sin*^)  cos*f-|~as-n*f  soit  égal  an 
produit  des  deux  facteurs  (i  +  /ï  sin*  ç)  (1  -f-  —  sin'^J ,  la  valeur  de  a 
devra  être 

«=(i-M)(i  +  £), 

et  alors  l'équation  différentielle  se  décomposant  ainsi, 

_4_B.iT" '        1        '      .     il 

son  intégrale  est 
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formule  très  remarquable  au  moyeu  de  laquelle  toute  fonction  IT  dont  le 
paramètre  est  plus  grand  que  le  module  c,  peut  toujours  être  transformée 
en  une  autre  dont  le  paramètre  sera  plus  petit  que  c;  cardes  deux  para- 

mètres  #1  et—,  il  est  évident  que  l'un  est  toujours  plus  grand  que  c  et 

Pautre  plus  petit.  Les  fonctions  II  qui  s'expriment  ainsi  l'une  par  l'autre, 
ont  d'ailleurs  le  même  module  c  et  la  même  amplitude  <p;  c'est  pourquoi, 

au  lieu  de  les  désigner  par  II  (»,  c,  <p),  Ilf— ,  c,  f\  nous  les  désignons 
Simplement  par  II  (w),  Ilr— J,  en  ne  signalant  que  l'élément  par  lequel 

les  deux  fonctions  diffèrent  l'une  de  l'autre. 

La  formule  générale  (/')  appliquée  aux  cas  de  nsszc  et  de  »s—  c, 
fournit  ces  deux  corollaires, 

n  (_) = i  F  +  ji-o  «c  uog  Ë=â!SK. 

Ainsi  dans  ces  deux  cas,  la  fonction  de  troisième  espèce  se  réduit  immé- 
diatement à  une  fonction  de  première  espèce. 

5o.  Il  y  a  trois  cas  à  considérer  dans  la  formule  (/*),  selon  que  a  est 
positif,  zéro  ou  négatif. 

Le  coefficient  et  sera  positif  toutes  les  fois  que  le  paramètre  n  sera  posi- 
tif, ou  toutes  les  fois  que  #1  étant  négatif,  il  sera  compris  entre  —  1  et 
—  c*;  en  d'autres  termes  a  sera  positif  si  le  paramètre  n  est  de  l'une 
des  deux  formes  n  =  cot*fl,  i»c=s— m  1  4-6»sinB6.  Alors  l'équation  (/') 
contiendra  un  arc  de  cercle  réel,  et  par  cette  équation  on  ramènera  l'une 

à  Pautre  les  deux  fonctions  II  (n),  II  (—). 

Dans  ce  premier  cas,  si  l'on  fait  $  =  £ft-,  on  aura  entre  les  fonctions 
complètes  cette  relation 

n'(»)+n.(0~p  +  ^-. 

5i.  Si  l'on  fait  ct  =  o,  on  aura  n=— 1  ou  »=—  c*,  alors  l'intégrale 
î  i^La  m  réduisant  à  py  l'équation  (/' )  devient 

n(-i)+n(-*)«F+!=p. 

Ce  résultat  est  facile  à  vérifier;  on  a  en  effet  par  les  réductions  déjà 
connues , 


A 
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et  la  somme  de  ces  deux  quantités  se  réduit  à  F+  — -5-2. 

La  fonction  IT(—  ï )  qui  se  ramène  immédiatement  aux  fonctions  de 
la  première  et  de  la  seconde  espèce,  est  celle  qui  donne  la  rectification 
de  l'hyperbole  (art.  i8).  Elle  a  utie  valeur  infinie  lorsque  f  =  457-,  parce 
qu'alors  elle  représente  la  longueur  totale  de  la  courbe  jusqu'à  son  extré- 
mité infinie  ;  et  c'est  aussi  ce  que  donne  la  formule  précédente;  mais  cette 
formule  serait  en  défaut  si  on  voulait  faire  $>îcrj  elle  semblerait  donner 
une  valeur  finie  pour  Il(— 1),  tandis  que  cette  valeur,  composée  de  la 
partie  où  Q  =  ?tt  et  d'une  autre  partie,  est  nécessairement  infinie.  (7est 
du  moins  ce  qui  paraît  résulter  de  la  formule  intégrale  II  (—  1)  consi- 
dérée en  elle-même  »  et  sans  rapport  à  aucune  courbe;  car  nous  supposons 
toujours  A  positif. 

5a.  H  reste  à  examiner  le  cas  où  et  est  négatif;  ce  cas  aura  lieu  toutes 
les  fois  que  le  paramètre  sera  négatif,  mais  non  compris  entre  — - 1  et 
—  c*;  de  sorte  que  n  devra  être  représenté  par  l'une  ou  l'autre  des  formules 

Soit  donc  hss— c*sin*0,  et  *=— £,  on  aura  £  =  -7-^(1— c*sinffl), 

et  l'intégrale  ^-j^  devient^^  donc  alors 

l'équation  (/')  devra  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  n  et  de  ff,  et  observant  que 
yC(i — £*sinâ8)  peut  être  désigné  par  A (fl)  tandis  que  i/(î  — <?*sinâf) 
l'est  par  A  (<p)>  on  aura  cette  formule  générale  pou»  le  cas  de  a  négatif: 

U  est  à  remarquer  que  le  second  membre  de  cette  équation  devient  iréni 
lorsque  <p=  fl  :  en  effet,  comme  on  a 


n(-aà>-/ptl5? 
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on  voit  que  le  dénominateur  de  la  différentielle  est  zéro  lorsque  f  =*  ô, 
ce  qui  rend,  pour  ce  cas,  l'intégrale  infinie. 

Lorsqrf ensuite  on  snppose  ^>  0,  Je  dénominateur  devient  négatif,  et  la 

valeur  de  II  f —  ^ryi  redevient  finie  par  la  destryction  mutuelle  des  par- 
ties infinies  et  de  signes  contraires.  Mais  alors  la  formule  a  besoiu  d'être 
rectifiée  pour  ne  pas  offrir  le  logarithme  d'une  quantité  négatiye,  et  il 
faudra  l'écrire  ainsi  : 

n(-c-sm*8)H-n^—  s-srô;-r+r^iog  MOtang^Mrt^? 

elle  aura  lieu  depuis  ^  =  fl  jusqu'à  <p  =  \  7T. 

Lorsque  Qt=\7r7  cette  formule  donne  entre  le&'  fonctions  complètes  la 
relation 

n'(~*w'0)+ir(--a£i):SaFy 

où  l'on  voit  que  les  logarithmes  ont  entièrement  disparu. 

J'observe  sur  cette  dernière  équation  que  la  fonction  ÎI  (— c*sinâ8), 

qui  représente  l'intégrale  f.  t  _  c>>i^  flin»  f  w  >  est  nécessairement  plus 
grande  que  J  -£  ou  F,  et  qu'ainsi  IP  (  —  tf*sm*  8)  est  plus  grande  que  F'  ; 
l'équation  précédente  ne  peut  donc  subsister  à  lupins  que  ïll  (  -w  -r^g  ) 
ne  soit  &4gpti£  Or»  ce  résultat  s'explique  facilement  par  h  nature  de  la 
fonction  Ilf  —  -^72)  qui  est   positive   depuis  Jfasso  jusqu'à   $  as  8,  et 

négative  depuis  p  5=5  fl  jusqu'à  $  aes^iT  5  it  fout  par  conséquent  que  la  partie* 
négative  soit  plus  grande  que  la  partie  positive. 

53.  Au  reste  pour  éviter  toute  anomalie  étrangère  à  l objet  dont  nous 
nous  occupons,  et  pour  ne  considérer  des  fonctions  II  que  celles  qui  sont 
positives  et [finies  \  nous  ferons  abstraction,  dans  tout  ce  qui  suit,  du  cas 
dk  le  paramètre  n  est  à  ta  fois  négatif  et  plût'  grand' que  Vunitê. 

Si  ce  cas  se  rencontrait,  on  vient  de  voir  par  quelle  formule  la  fonction 

proposée  IT/  —  -r4*  f pourrait  se-véduir*  et  la. fonction  n^  —  e*«D*0) 

qui  n'est  sujette  à  aucune  difficulté;  l'anomalie  torpJbewit  alors  ms  le  terme 
logarithmique  joint  à  cette  fonction. 

Ce&.posé,  les  ibactftMfcS  Rf  eu  éçfird  aux^fttMétîvalewfr  4«i>9t^vièè«*e, 
se  rapportent  à  trois  cas  principaux  qui  exigent  des  développemens  parti- 
cuiter  s* 
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Premier  cas.  Si  le  paramètre  n  est  positif,  on  pourra  toujours  lui  donner 

i    r  i.û       .  i  •  l/(i  — y»nâa)         A(*,#) 

la  forme  7i  =  cotâB,  et  on  aura  alors  i/«=-SLv_ _ — - — £sa.    \  »  / 

7  r  sinOcosO  sinOcosO 

Second  cas.  Si  le  paramètre  n  est  négatif,  mais  non  plus  petit  que  c% 
on  pourra  le  désigner  par  la  formule  »=—  i  -f-i'sin^ô,  et  alors  on  aura 

/     6»sinflcos8      _ m  ysinfloosfl 

^a"~\/(i— ^sin*0~     A(*,l)    * 

Troisième  cas.  Si  le  paramètre  n  est  négatif  et  plus  petit  que  ca,  on 

pourra  faire  »=  —  c*  sinA0,  et  on  aura  V^C*)  —  -T~g  A(^)#  V'-"  *• 

On  verra  ci-après  que  les  deux  premiers  cas  se  rapportent  à  une  seule 
et  même  espèce,  attendu  qu'une  fonction  qui  appartient  k  l'un  de  ces  cas, 
peut  être  transformée  en  une  fonction  qui  appartienne  à  l'autre  cas.  U 
n'en  est  pas  de  même  du  troisième  cas  qui  diffère  essentiellement  des  deux 
autres;  caries  fonctions  qui  se  rapportent  aux  deux  premiers  cas,  entraînent 
toujours  dans  leur  comparaison  des  arcs  de  cercle;  «tandis  que  les  fonctions 
qui  se  rapportent  au  troisième ,  n'admettent  dans  leur  comparaison  que  des 
logarithmes. 

U  semblerait  naturel  d'ajouter  à  ces  trois  cas  celui  où  l'on  supposerait 
le  paramètre  n  imaginaire  ;  mais  nous  prouverons  ci-après  que  ce  quatrième 
cas  est  inutile  à  considérer,  et  qu'on  peut  toujours  y  suppléer  par  des 
transformations  convenables. 

54-  Soit  maintenant  p  ss  8m    oos^,  et  jfc  un  coefficient  indéterminé;  on 

aura  par  la  différenciation , 

'  &  y  *~a  siny +c*  sin*?  dp  m 

i+lp1 — i  +  (*— câ)sinâf  —  *sui*?#  A  ; 

si  on  fait  ensuite  le  dénominateur 

i  +(A  —  c*)sinâç—  Asin4^  =  (i  +nsinâ^)(i-—  msin*<p), 

il  en  résultera  Ass/wi,  (i-f-/*)  (i  — m)  =  4»,  et  l'équation  différentielle 
prendra  la  forme 

dp      ^_  dp  pi  +n  1  __  i  —  m  i  ■£-% 

i+ip%         AL    n      *i  +  /isin*f  m      -  i  —  msin*p  """  irnij' 

d'où  l'on  tire  en  intégrant, 
Par  cette  formule  les  deux  fonctions  II  (râ),  II  (— -m),  peuvent  être 
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réduites  l'une  à  l'autre ,  pourvu  qu'entre  les  paramètres  n  et  —ai,  on  ait 

la  relation 

(!4.ji)(i_ ./»)  =  £*. 

Cette  relation  est  telle,  que  si  Ton  fiait  ns=cot*8,  on  aura  —  m  =  —  1  «+• 
£*sin*0;  d'où  l'on  voit  que  les  deux  premiers  cas  du  n°  53,  n'en  font  à 
proprement  parler  qu'un  seulr  puisque  la  réductioif  ^i'une  fonction  à  l'autre 
peut  se  faire  immédiatement  au  moyen  de  la  formule 

*{*#*)  =  *£££}*{-*  +  »***). 

H jim  -  ,a  F  +  T7T" vr  arc  tang    .  v    .  7t K   '   /. 

*i —  £*sin*fl        '     4(6,1)  e     tang#A(c,$) 

55.  Si  dans  la  formule  (g'),  on  fait  Jwss^sfi^B,  l'équation  de  condi- 
tion (i-f-/*)(i — /w)  =  £a,  donnera  /ï(cos*o-]f-,iisiniÔ)  =  —  c*cosa8, 
d'où  il  suit  que  n  pourra  aussi  être  représenté  par  la  valeur  »= — c^sin*  A, 
et  alors  on  aura  entre  8  et  A  la  relation  sin*  A  (  cos*  fl  -f-  £•  sin*  8  )  =  cos*  8 , 
d'où  résulte 

1  =  6  tang  8  tang  A; 

c'est  la  même  relation  qui  donne  F(8)-4-F(A)  =  F\ 
On  aura  donc  dans  ce  cas  la  formule  générale 

cos*8.n(  — ctsin*8)-+-costA.n(  — c^sin^X 

Fi    •    û   •     ni      /  A  +  c*  sin*  sin  A  sin  9  00s  $\ 
—  ~sinflsiDXlog^A        ■«  i   .   .    %    .  'T î), 

1  °\A  —  c*sin#  sinA  sin$  eosf/7 

au  moyen  de  laquelle  on  pourra  réduire  l'une  à  l'autre  les  fonctions. . . 
n(— c*sin*8),  n(— c*sin*A),  pourvu  qu'entre  Tles  paramètres  on  ait  la 
relation  1  =  h  tang  8  tang  A. 

Ainsi ,  non  seulement  les  fonctions  II  dont  le  paramètre  est  négatif  et 
plus  grand  que  l'unité ,  peuvent  se  réduire  aux  fonctions  dont  le  para- 
mètre est  plus  petit  que  c%  (art.  5a),  mais  celles-ci  peuvent  eucore  être 
réduites  au  cas  où  le  paramètre ,  toujours  de  forme  —  c%  sin*  8,  n'excède 
pas  1 — £j  car  dans  le  cas  où  l'on  aurait  8= A,  l'équation  1  =£  tang  8  tang  A 

donne  sin*8=-^T,  et  par  conséquent  c*  sin*  8  =  1  —  b;  dans  tout  autre 

cas,  l'un  des  paramètres  —  c*sin*8,  —  c*sin*A,  abstraction  faite  de  son 
signe,  sera  nécessairement  plus  petit  que  1  —  £. 
Le  cas  de  8 =À  mérite  d'être  remarqué;  alors  la  formule  générale  donne 

T.  I.  10 
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Ainsi  la  fonction  de  troisième  espèce  n  ( — 1+£)  *e  réduit  indéfiniment 
à  la  première  espèce,  et  on  a  en  particulier  pour  l'expression  de  la  fonc- 
tion complète, 

Il  résulte  des  formules  précédentes ,  i°.  que  dans  les  fonctions  elliptiques 
de  la  troisième  espèce ,  le  paramètre  peut  toujours  se  réduire  soit  à  la  forme 
-— i -f- &*  sin*  0  comprise  entre  i  et  c*,  soit  à  la  forme  —  c*sui*0  plus 
petite  que  c*;  a°.  que  ces  deux  formes  sont  essentiellement  différentes  et 
non  réductibles  l'une  de  l'autre,  la  première  n'offrant  que  des  arcs  de  cercle 
dans  ses  comparaisons  et  rédactions ,  la  seconde  n 'offrant  q*e  des  logarithmes. 

Quant  aux  fonctions  dont  le  paramètre  est  imaginaire,  on  démontrera  ci- 
après  que  chacune  d'elles  se  réduit  toujours  à  deux  autres  dont  les  para- 
mètres sont  réels,  Tun  étant  de  la  forme  —  i-f-^sn^ûj  l'autre  de  la 
forme  —  c*sin*8. 
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Comparaison  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce. 
56.  (considérons  les  deux  fonctions  semblables 

et  supposons,  comme  noua  l'avons  fait  pour  les  fonction*  de  la  première 
et  de  la  seconde  espèce,  qu'on  a  l'équation  F(+)-HF(4)~-E>(p)bro, 
fi  étant  une  oanstante;  alors  si  on  fait  n(f)  +  n(4)  ^11  (/»')»■%  on 
aura 

Q=rr ** j *t__i 

cette  intégrale  étant  prise  dé  manière  qu'elle  s'évanouisse  lorsque  <p=ao  ou 
lorsque  ^  —  j*- 

Mais  puisque  fi  est  coûstant,  on  a  3755+ -jtt*  *=  0,  $<>*-  résulte 
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Q-—  c  *fy   n  ^  **n*^  -"***&  p  ) 
J  A  (f )  "  i  +  n  (sin*^  +sin»  +  n»  sina^  sin8 <p 

Or  on  a  trouvé  (art.  34  )  dp  A  (<p)  -f-  dk|,A  (4)  =  &â  (sin  fi  sin^  sin  4);  le 

premier  membre  se  réduit  à  -j^r [A*  (?) — A*  (4)]  =  ^rS:  (sin*  4 — sin*  0)  ; 

donc  en  faisant  sin* ?  ■+■ sin*4= J*>  sin  9  sin4  =  ?>  on  a 

-^Trrfsm*^  —  sin*  (ffy^etmfji.dq;  donc  enfin 

Mais  de  l'équation  cos  ?  cos  4  —  sin  ?  sin  4 A  (/*)  =  cos  /x,  on  déduit 
i  -— ^-|-y*=[cosjtt  +  9A(|w)]*,  et  par  conséquent 

p  =  sin*/*  —  aç  cos/*  A  (  /*)  -f-  c*y*  sin*/*; 

mettant  cette  valeur  de  p  dans  la  formule  précédente,  on  a 

J  1  +  »*i»V  —  znq  cos pà(j*)  +  y*  (n*  +  nc%  an* p)' 
Effectuant  donc  l'intégration ,  et  faisant  comme  ci-dessus  ar=(i-f-n)  (i+-\ 
on  aura  Q  ou 

n<*)+n(4)-nGo« -f  arc  tapgf    "^«™*™»"°*    \ . . .(A'). 

C'est  la  formule  générale  qui,  pour  les  fonctions  de  troisième  espèce ,  corres- 
pond à  la  formule  F(p)  -f~F(4)«—  F(/u)=o  pour  les  fonctions  de  la  première 
espèce,  et  à  la  formule  E(p)*4-E(4)— - E(ft)s5s  c*sin/t  sin^  sin4  pour 
les  fonctions  de  la  seconde  espèce. 

Ainsi  la  différence  qui  est  zéro  dans  les  fonctions  de  première  espèce, 
et  algébrique  dans  celles  de  la  seconde  espèce ,  est  exprimée  par  un  arc  de 
cercle  ou  par  un  logarithme  dans  les  fonctions  de  troisième  espèce.  Je  dis 
arc  de  cercle  Ou  logarithme,  car  on  voit  que  le  se&Npd  membre  de  l'équa- 
tion Qf)  sera  un  arc  de  cercle  ou  un  logarithme,  selon  que  et  sera  positif 
ou  négatif,  c'est-à-dire,  selon  que  la  fonction  II  se  rapportera  aux  deux 
premiers  Cas  ou  au  troisième  de  l'art.  53. 

57.  De  l'équation  (A')  et  de  toutes  celles  qu'on  peut  former  semblable- 
ment  entre  trois  fonctions  IT,  nous  conclurons  que  si  *,  k,  /,  etc.  sont  des 
entiers  positifs,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que  l'on  ait 

iTl((p)4.in(4)  +  /n(»)  +  etc.=.W, 

W  étant  une  quantité  déterminable  par  arcs  de  ctrde  ou  par  logarithmes. 

10.. 
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Il  faut  pour  cela  établir  entre  les  amplitudes  <P,  4  >  *>>  etc.,,  la  relation  qui 
donne 

*F(<p)  +  *F(4)  +  *F(*)  +  etc.  =  o, 

et  celte  relation  peut  toujours  être  exprimée  par  une  équation  algébrique 
entre  les  sinus  des  angles  ?,  4>  *S etc-  Ce  résultat  ne  souffre  aucune  excep- 
tion, et  aurait  Keu  même  quand  le  paramètre  n  serait  imaginaire.  Mais  on 
peut  considérer  ces  propriétés  sous  un  point  de  vue  encore  pins  général 
58.  Soit  P  ou  P(<p)  une  fonction  rationnelle  paire  de  sin  <p,  et  soit 


Soit  Z(4)  une  fonction  semblable  de  4?  ces  fonctions  ou  intégrales  étant 
prises  de  manière  qu'elles  s'évanouissent  lorsque  les  amplitudes  <p  et  4  sont 
nulles.  Supposons  qu'on  ait  toujours  l'équation  F(p)+F(4) — F(/x)=o, 

laquelle  en  prenant  /*  constante  donne  -^-pr  ■+■  -ryr:  =o,  on  aura  donc 

2fW  +  Z(+)-Z(f*)=/^[PW-P(+)]- 
Faisons  comme  ci-dessus  sin*$-f»sin*4=/'>  sin^  sïn4=7>  il  en  résultera 
«'*:=*/>  +  *  •(/>•  — 4*1)* 

Substituons  maintenant  la  valeur  de  sin*  <p  dans  P  ($) ,  le  résultat  sera  de 
la  forme 

M  et  N  étant  des  fonctions  rationnelles  de  p  et  q.  On  aura  de  même 

P(4)  =  M-NvV-4f); 

donc  P(0)  —  P (4)  s=  aN  t/(j>*  —  4?*)  =  aN(ain»(p  —  »n»4),  et. . . . 

fm  [*»-»«h  =/"■*"■•;-'"-■•'= _  ,/«,*, »„  «.s  *« 

enfin 

Z((p)  +  Z(4) ■—  Z(^)  =  —  2  sinfiJTSdç. 

Dans  cette  formule,  N  est  une  fonction  rationnelle  de  p  et  de  y  $  si  on  y 
substitue  la  valeur  de/?  en  </,  savoir  p==:sint^•—2yfcosf6A(/x)-|-c*y*sîh•^, 
N  sera  une  fonction  rationnelle  de  ?  seule;  et  ainsi  la  valeur  de  Z(f)*f» 
Z(4)«— Z(/x)  pourra  toujours  se  déterminer  par  arcs  de  cercle  et  par 
logarithmes. 

En  général  si  i,  k,  ly  etc.  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs, 
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et  qu'on  établisse  mitre  les  angles  $,  n^,  m,  etc.  la  relation  qui  donne 
*F  {p)  •+•  W  (40  +  *F  (*0  +  etc.  =  o ,  on  aura  en  même  temps 
*Z(<p)  +  AZ(4)  +  JZ  (*)  +  etc.  =  W, 

W  étant  une  quantité  déterminable  par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes. 
La  même  propriété  aura  lieu  quand  même  P  contiendrait  des  puissances 
impaires  de  sin  <p  j  car  la  partie  de  dZ  affectée  des  puissances  impaires , 
s'intégrerait  par  arcs,  de  cercle  et  par  logarithmes. 
Il  en  est  absolument  de  même  de  la  fonction 

P  étant  une  fonction  rationnelle  de  or,  et  on  pourra  toujours  trouver  une 
équation  algébrique  entre  x,  jry  s,  etc.,  telle  que  la  quantité 

iZ(ôr)  +  KL  (f)  +  H{z)  +  etc. 

soit  déterminable  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

59.  Revenons  à  la  formule  (hr)  d'où  l'on  doit  déduire  tout  ee  qui  con- 
cerne la  comparaison  des  fonctions  de  troisième  espèce.  Nous  avons  déjà 
observé  que  dans  cette  formula  l'ait)  de  cercle  doit  être  remplacé  par  un 
«logarithme,  lorsque  le  paramètre  est  de  la  forme  tx  =  — c*sinâ0;  alors 

on  a  (/*ss-r-rA(fl).  \/—  1  het  parce  qu'en  général    ._  arc  tang  z\/—  1 

=  »  1°8""IT"">  **  ^on  ^  Pour  *b*fy&) 

sinScos/iAC*)  —  cos8sin^A(0)  , 

I  —  C*  Sin*  #  SUT  /t  ^  7 

sin6  cos/iAÇii)  +  cos9  sin  ^A(i) .       „ 

-——j— — *»f*> 

la  formule  (h!)  se  changera  en  celle-ci  j. 

«/  v    1    n/t\        «-r-/    \         tangS   1       /i +c*8inlsîn*' sin$ain4>\ 

n(<p)+n(4)~n:(At)=^iog(i+ct8in9rin;.<in;aiJ)v 

et  l'on  peut  remarquer  que  les  angles  auxiliaires  fi'9  p",  sont  ceux  qui 
donneraient 

F<8)-F(*)-.F0O,  F^+F^^FCa*"). 
Âu  reste,  comme  on  peut  immédiatement  convertir  en  logarithmes  les 
ares  dont  les  tangentes  sont  de  la  forme  *i/~i,  on  pourra  se  borner  A 
n'employer  que  l'équation  {K)  dans  toutes  les  comparaisons  qu'on  aura  à 
faire  des  fonctions  fi,  selon  les  diverses  valeurs  de  ft;  mais  pour  faciliter 


78  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

les  applications,  dous  croyons  devdir  rapporter  ici  ks  formules  qui  ont 
lieu  dans  quelques-uns  des  cas  les  plus  simples,  en  y  joignant  ebUes  qui 
concernent  les  fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce. 

60.  Soit,  i°.  /t  =£•*•,  on  aura  successivement  pour  les  trois  espèces,  de 
fonctions  elliptiques  : 

F(<{>)H-F(4)-F  =  û,        •' 

E  (?)  -f-  E(4)  —  E'  =*  c*  sin ?  sin  4, 

n  (?)  +  n(+)  -  W  ^  arc  tang  "V*™*™*. 
La  relation  entre  ?  et  4  est  donnée  par  l'équation  b  tang  ?  tang  4=1, 
d'où  l'on  tire  sin  4  =  ttjn  et  sin  <p  =  ^^.  Quant  à  la  valeur  de  et,  elle 
s'exprime  suivant  les  différentes  formes  de  n,  comme  on  l'a  vu  (art.  53). 

Si  en  particulier  on  a  ?=&4*  ce  qui  donne  tanguas  ~,  sin?  as  •      '       ,  * 
les  formules  précédentes  deviennent 
F(f)»*F', 

E(?)=5*E'4.H<~*>> 
nW^IP  +  g^  arc  tang  (t+$£  +  t)i 

elles  servent  ainsi  ?  la  bisection  de  la  fonction  complète. 

Soit,  a*.  4=*^  *t/*  =  pâ,  l'amplitude  ?a  se  déduira  de  ç  par  les  for- 
mules de  l'art,  ai,  et  on  aura  pour  la  duplication  des  fonctions,  les  for- 
mules 

aF(<p)  —  F(ft}«0, 

aE(<p)  —  E  (çâ)  s=s  c*  sin*<p  sin<pâ, 

*II(f )  -  IlÇft)  =  —  arc  tang  (  -jJJ^—J^J. 

Les  mêmes  formules  serviront  à  la  bisection ,  en  déterminant  <p  par  le  moyen 
de  <p./ 

Soit,  3\  4  =  f»etft=(ps,  ft  étant  Famplitude  qui  donne  F(<p3)  =  3)F(p), 
et  qu'on  détermine  par  lts  formules  de  l'art.  aa>  on  aura  pour  la  triplica- 
tion  des  fonctions,  les  formules 

3E  (<p)  —  E  (ft)  =  e*  siq  <p  sin  ^  (sin  0  +  sin  <pa) , 

Jn  (w  ***  II  (•»)  ait/  ,  are  tara  (  ■    ■ ".,  ■ ■ Y4 — *  } 

/,     +^arc^^^nC(w4>00^J 
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Dans  le  ca&oà  fe  =  ^rf,.-*»»  a  .pctan  Ja  trisection  des  fonctions  complètes, 
les  formules 

3F(*)  =  P,:,      ,_.        ...< 
3E(<p)  =  E'  4-  c*  »H:f  sinjp,  (i  -|-  sin<p), 

l/fit  0\i-|-f, 7*COS*?COSf»/ 

Quant  aux  valeurs  de  p  et  fo ,  elles  se  trouveront  par  les  formules  de  la 
trisection,  art.  a3,  d'où  résulte  ^sia^  sinjp^i  ^sinp)  =  -j  cos8^. 

ï 
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Formation  dune  suite  infinie  de  fonctions  elliptiques  de  la 
première  espèce,  liées  entre  elles  par  des  rapports  constans. 

61.  Jusqu'ici  nous  n'avons  oomparé  entre  ^Ues  les  imctions  elliptique 
de  la  première  espèce,  qu'autant  qu'elle*  avaient  le  même  module,  ou 
qu'elles  pouvaient  être  considérées  comme  représentant  dîffieetv  wtitd'une 
même  courbe;  ces  comparaisons  ont  epasuite  été  étenduesT  d'après  le  même 
principe,  aux  fonctions  de  la  seconde  et  de  la  .troisième  espèce;  et  les  théo- 
rèmes contenus  dans  les  formules^/')  ^t  {g')  supposent  ensore  que  le 
module  est  le  menue  dans  tes  deux  fonction*  comperéea. 

Nous  allons  faire  voir  qu'on  peut,  par  une  loi  tr&  simple,,  former  une 
infinité  de  fonctions  elliptiques  de^pgumère  espèce  ^piLdifferent  le*  unes 
des  autres  tant;  par  le  module  que  par  l'amplitude,  ijais  qui  c»t  la  pro- 
priété fort  remarquable  d'être  entre  elles  dans  des  rapports  constans. 

Considérons  lés  deux  fonctions  F  (c ,  <p)  sf      ,   f*  .  %     ?  F(^,  <p') 

=fVf<kiJï>*tnn'S)'  ]e  **  *le'  SiPoDt  ^  ^  ^  7^>  *  *ne  Vm  ****** 
mine  Ç'  d'après  l'équation  sin(?(p7  — ^)=s^^inf ,  où  §pra  généralement 
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En  effet  l'équation  supposée  donne  d'abord  cos  (a^  ~  $  =  A;  amsi  on 
aura  successivement  : 

cos  2<p'  —  A  cos  <p  —  c  sin*  9, 
2  cos*  $'  i=  i  *—  c  sin'  Ç  -f-  A  cos  0 , 
2  sin*  $'  ?=  i  +  c  an*  ip  —  A  cos  Ç , 
a  sin  ^'  cos  <p!  z=£  sin  <p  (c  cos ^  •+•  A), 

2d<pr  =  ^  (c  cos$  +  A), 
V/(i  —  c'* sin* <p')  s=      t^c     . 

Des  deux  dernières  on  tire  -77 ~f  .  «  ^  =  ~"  •  "T  >  ce  qui  donne  en 

intégrant,  F(c',  $')  =  F(c,  9).  Nous  n'ajoutons  point  de  constante, 

parce  que  les  amplitudes  <p  et  <p'  s'évanouissent  en  même  temps.  On  voit 
donc  par  ce  résultat  que  les  fonctions  F(c',  <p'),  F  (c,  9)  seront  entre  elles 
dans  un  rapport  constant ,  quelles  que  soient  les  amplitudes  $'  et  $,  pourvu 
qu'elles  soient  liées  entre  elles  par  l'équation  sin  (2$'  —  <p)  =  c  sin  <p. 

Observons  que  comme  l'arc  <p  croît  indéfiniment,  et  peut  être  de  tant 
de  circonférences  qu'on  voudra,  l'arc  $'  croit  aussi  indéfiniment,  mais  de 
manière  que  2^— p  eét  toujours  renfermé  entre  des  limites  -f-  8  et  —  8,  8 
étant  l'arc  le  plus  petit  dont  c  est  le  sinus.  En  effet,  puisqu'on  a. . . 
sin  (2<p'  — <p)=  £sin<p  et  cos(ap'  —  p)  =  A,'  A  étant  toujours  positif, 
on  voit  que  2$  —  0  est  toujours  égal  au  plus  petit  arc  Ji ,  positif  ou  né- 
gatif, déterminé  par  l'équation  sin  Jl  =  c  sin  (p  =  sin  fi  sin  ^  ;  ainsi  on  a 
toujours  <p'  =  ~  <P  +  £  «A,  ou  0  =  2$'  —  «A,.  D'après  cette  observation ,  on 
n'aura  jamais  aucune  ambiguïté  à  craindre  dans  la  détermination  des  valeurs 
respectives  de  <p'  et  <p. 

Si  l'on  fait  p'  =J^,  on  aura  p  =  sr  et  F(c,  f)  =:2VA(c);  ainsi  les 
fonctions  complètes  F1  (c9),  F1  (c)  ont  entre  elles  cette  relation  très  simpte, 

P(cO  =  (i+c)P(c). 

62.  Concevons  maintenant  qu'à  partir  du  terme  donné  c,   on  forme 
une  suite  infinie  de  modules,  c,  <f,  c",  </",  etc.,  d'après  la  loi, 

c< =  »&,  o^-  ^4 .  c«>~  vg  etc> 

cette  suite  de  modules  qui  est  continuellement  croissante,  aura  pour  limite 
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l'unité,  et  atteindra  sensiblement  cette  limite  au  bout  d'un  assez  petit 
nombre  de  tenues. 

Si  on  appelle  par  analogie  V,  b",  £'",  etc.  les  complémens  des  modules 
c',  c",  c"',  etc.,  la  suite  b',  b",  £'",  etc.  sera  continuellement  décroissante; 
et  chaque  terme  se  déduira  du  module  précédent  suivant  cette  loi 

v       »  —  c       lit i  —  c'       ,,,,       i— c* 

1  =7+7'    v  =  7+7>    *  =7+?'  etc- 

Soit  ensuite  <p,  <p%  <p",  <p'",  etc.  la  série  des  amplitudes  qui  se  déduisent 
chacune  de  la  précédente  par  les  formules 

sin  (z<pf  —  <p  )  =  c  sin  <p, 
sin  (a<p"  —  <p'  )  =  c1  sin  <p', 

sin(a(pw— (pr')  =  cf,sin<pfV 
etc., 

on  formera  de  cette  manière  une  suite  infinie  de  fonctions  de  première  espèce 
F(*,  <P),  FC*',  <p'),  F(c",  <p"),  etc.,  entre  lesquelles  on  aura  les  équa- 
tions 

F(c',<p')  =  l±fF(c,(p), 

F(c",  <p")  =  i±^F(c',  ^)  =  L±f  .i±î'F(c,  *), 

F(c",  «p»)  =  1±^  F(c",  <p»)  =  L±f .  i±£  !  i±l'  ¥(C}  ^ 

etc., 

d'où  il  suit  que  deux  quelconques  de  ces  fonctions  sont  toujours  entre 
elles  dans  un  rapport  constant  pour  toutes  les  valeurs  des  amplitudes  cor* 
respondantes. 

Quant  aux  fonctions  complètes,  leurs  rapports  seront  également  con- 
stans,  et  l'équation  F1  (</)  =  (i  -f-  c)  F1  (c)7  déjà  trouvée,  donnera  succes- 
sivement 

F(c')  =  (i  +  c)F»(c), 

F'  (c"  )  =  (i  -f-  <f  )  F*  (  <0  ==  (i  +  «)(«  +  C)  P  (c), 
F*(c"')  =  (i-f-c")F*(c'0=:(i-hc)(1+c')(,-r.c")P(c), 
etc.  .  . 

63.  On  peut  encore  donner  à  ces  résultats  une  plus  grande  extension. 
En  effet,  la  suite  infinie  de  modules  c,  c*,  c",  etc.,  qui  est  croissante 
dans  un  sens,  et  qui  a  pour  limite  l'unité,  peut  être  prolongée  à  l'infini 
T.  L  ii 
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dans  le  sens  contraire  où  die  sera  décroissante  et  aura  pour  limite  zéro.' 
Désignons  par  c,  c°,  c°°,  c00°,  etc.  cette  suite  décroissante;  la  loi  qui  lie 
deux  termes  consécutifs  sera  semblablemeot 

Mais  pour  former  chaque  terme  au  moyeu  du  précédent,  il  sera  plus 
simple  de  se  servir  des  valeurs  suivantes,  où  4°,  400,  4**°,  etc. ,  désignent  les 
complémens  des  modules  c°,  c*°,  c*00,  etc., 

0  _  i  —  b        00 _  i— &°        000 î  — &°° 

°— TT*'    °    —T+T°>     c     —  7+^' 

Cela  posé,  si  on  désigne  par  $,  p°,  p0#,  p000,  etc.  la  série  des  amplitudes 

correspondantes  aux  modules  c,   c°,   c°°,   c000,  etc.,  on  aura,  d'abord 

sin  (  2<p  —  <p°)  =  c°  sin  <p° ,  équation  qu'il  faut  résoudre  pour  déduire  <p°  de 

0:  on  en  tire  successivement 

-B        /      •    i\rinf  cos  0 
sm(p°  =  (!  +  *)— V-^> 

cosy  =  I-(l+^8ina», 

Cette  dernière  peut  se  mettre  sous  la  forme  très  simple  tang  (  <p°  —  <p) 
=  4  tang  <p ,  et  on  en  déduirait  sans  ambiguïté, 

f'ssf  —  c0 sin  2$  -f- y c0* sin fyp  —  | c08 sin  6$ -f- etc. , 

ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  que  nous  avons  laite  sur  la  valeur  tou- 
jours limitée  de  2^'  — p,  qui  s'applique  à  30  —  $°,  20e  —  $°*,  etc. 

Supposons  donc  qu'après  avoir  déterminé  les  modules  décroissans  c°, 
c00,  c000,  etc.,  ainsi  que  les  complémens  4°,  4°*,  4000,  etc.,  comme  il  vient 
d'être  dit,  on  calcule  successivement  les  amplitudes  <p%  p00,  p°°%  etc.  par 
les  formules 

tang(0°    — <P  )  =  4   tâng<p, 

tang,(  0*°  —  <p*  )  se  4°  tang  p0;- 

tang  (  0°°0  —  0°°)  ss  4°°tang  0°°, 
etc. 

Alors,  on  aura  une  suite  infinie'de  fonctions  F(<?,  p),  E(c%  p0),  F(c°%  ^t0),  etc. 
liées  entre  elles  par  des  rapports  oonstans,  en  cette  sorte  : 
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F(c,    f  )«I±£*(*,    p), 
F(c%  ^)=i±^F(r,  <r), 

F  (<*•,  ?••)  =  ii^F  (c°°°,  <p°°°) , 
etc. 
et  parce  que  i  +  c*=s— -r-j,  on  aura  successivement 

F(c°,   <p<>)=(i-h*  )F(c,    «p.), 

F(c°°,  f  ) =(i -f-*°  )  F(c«,  r  )  s  (i  +  *)  (i  +*°)  F(c,  p), 
F(c~,  *~)===(i+^)F(c~  p"):=(i+£)(i+#»)(i+*~)F(c,  <p), 
etc. 

Lorsqu'on  fait  p  =  ±?r,  on  a  ^°  =  w,  ^08  =  2'jr,  0,o,  =  4w,  etc.;  d'où 
il  suit  que  les  fonctions  complètes  ont  entre  elles  ces  relations  : 

F'c«    sri-lLiF'c, 

Pc-  =  L±» Fv  a  i±^ .  !±£  .  F'c, 

Pc-  =  I±*L°  Pc"  =  1±*  .  î±»  .  i±«:  .  Pc , 

2  2  2  2  7 

etc. 

On  remarquera  d'ailleurs  que  tandis  que  les  modules  c,  c°,  c"y  etc. 
décroissent  d'une  manière  rapide,  leurs  complémens  b,  J%  ô°°,  etc.  s'ap- 
prochent de  plus  en  plus  de  l'unité  qui  est  leur  limite. 

CHAPITRE  XVIII. 

Application  de  la  même  loi  aux  fonctions  elliptiques  de  la 

seconde  espèce. 

64*  (considérons  présentement  les  deux  fonctions  E(c,  <p)ac=/#<pA(c,  <p), 
E(V,  <p')  =yy<p/A(c/>  (p')j  si  dans  la  seconde  formule  on  substitue  pour 
dp1  et  A(c',  ç')  les  valeurs  trouvées  art.  6i ,  on  wra 

il.. 
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(2  +  2c)  E(</,  /)=/§ (*  cos  <p  +  A)*; 

substituant  dans  le  second  membre  la  valeur 

(<?cos0-f-A)â=s  aA*  +  acA  cos  9  —  £*, 

et  effectuant  l'intégration,  on  aura 

(i-Hc)E(*',<p')  =  E(c,  <p)_±£*F(*,  <p)+csin<p; 

et  de  là  résulte  la  formule 

£*F(<?,  <p)=aE(£,  (p)— 2(1  +  0)  È(^,  p')+2csin<p, 

d'où  l'on  voit  que  la  fonction  de  première  espèce  F(c,  <p)  peut  s'exprimer 
par  les  deux  arcs  d'ellipse  E(c,  p),  E(<?',  ^'). 

On  a  trouvé  (art.  i3)  que  l'expression  de  l'arc  d'hyperbole  est 

T  =  Atangç  —  F(c,  <p)+b*F(c,  <p); 
si  on  y  substitue  la  valeur  de  6*F(c,  $),  cette  expression  deviendra 
T=  A  tang<p  +  E(<?,  <p)— a(i  + *)E(</,  <p')  +  acsinÇ; 

d'où  il  suit  qu'un  arc  d'hyperbole  peut  toujours  s'exprimer  par  deux  arcs 
d'ellipse ,  ce  qui  est  le  beau  théorème  dont  Landen  a  enrichi  la  Géomé- 
trie c°. 

Nous  avons  déjà  appelé  G(<p)  la  différence  entre  l'arc  d'hyperbole  T 
et  sa  tangente  A  tang  <p ,  terminée  à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  ; 
cette  différence  s'exprime  donc  en  général  par  deux  arcs  d'ellipse,  de 
sorte  qu'on  a 

G(<p)  =  2(iH-<?)E(c',  <p')— E(c,  <p)  —  2csin<p; 

et  en  particulier  lorsqu'on  fait  <p  =  7  tt9  on  a  pour  l'expression  de  la  diffé- 
rence entre  l'asymptote  et  la  courbe, 

GI  =  a(i  +c)E(c',  <p')— E'fc)  —  ac. 

Mais  puisque  ^s=J^,  on  a  sin(a^' — j7r)s=scs\n<p=ic}  ou  cosa<p'=— c, 

ce  qui  donne  sin* $'  s  =     .y;  donc  l'arc  E(  c7,  p' )  est  celui  qui, se 

mesure  par  la  moitié  de  E1  (cf) ,  et  on  a  E'(c',  <p')  sss^E1  (c')  +  £(  1  —  é*). 
Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  G1,  il  viendra 


(O  On  déduirait  aisément  des  mêmes  formules  que  tout  are  dfellipse  peut  s'exprimer 
par  deux  arcs  d'hyperbole. 
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Gl  =  (i+c)E,(0-E,(c)i 

donc  la  transcendante  G1  est  égale  à  la  différence  des  deux  quarts$L'ellipsé 
qui  ont  pour  demi-axes,  l'un  i  +  c  et  i  —  c,  Pautre  i  et  V{\  —  c*). 

65.  Considérons  une  suite  infinie  dé  fonctions  E(c,  0) ,  E(c',  p'),  E(cu,  ^'),  etc. 
formées  d'après  la  même  loi  Çn«  les  fonctions  de  première  espèce  F(c,  <p), 
F(^,  p'),  F(c",  ^"),  etc.,  on  aura  d'abord  les  deux  équations 

***  F(c,  <p)  =  E(*,  <p)  —  (i  +  c)E(c',  <p')+c  sin(p, 
^'•F^  <p')  =  E(c',<p')  —  (x  +  OE^O  +  ^W; 

mais  on  a  de  plus  F(^,  <pf)  :=  l—j~  F  (c,  ^)  j  éliminant  donc  de  ces  trois 

équations  les  fonctions  de  première  espèce,  on  aura  entre  les  trois  fonctions 
consécutives  de  seconde  espèce  Ë(c,<p),  E(t/9  p'),  E(c",  <p"),  cette  équa-r 
tion   > 

+ 1 V  (  i  —  V)  sin  <p  —  ac'  sin  ?'., 

La  même  équation  peut  être  appliquée  à  trois  ellipses  consécutives, 
prises  non  seulement  dans  la  suite  infinie  E  ( c,  <p ),  E  (  </>  qf  ),  E  (  c",  <p")  y 
E  (<?'",  $'"),  etc.,  mais  en  général  dans  la  suite  doublement  infinie 

E(^),E(«S*),E(^  

dont  les  extrêmes  sont,  d'une  part,  l'ellipse  qui  a  pour  excentricité  i  et 
qui  se  réduit  à  son  grand  axe;  d'autre  part,  l'ellipse  qui  a  pour  excen- 
tricité o  et  qui  se  confond  avec  le  cercle  :  il  en  résulte  donc  que  par  la 
rectification  indéfinie  de  deux  ellipses  de  cette  suite,  on  obtient  la  recti- 
fication indéfinie  de  toutes  lés  autres. 

La  formule  générale  se  simplifie  lorsqu'il  s'agit  de  la  rectification  définie 
de  ces  ellipses.  En  effet  si  on  fait  f"  ==  ~  w,  on  aura  p'=  tf  et  <p  =  in , 
ce  qui  donnera  E(c^0.^E!(^0>E(P/^^ 

donc  on  aura  entre  les  trois  quarts  d'ellipse  E1  (c),  E1  (<?'),  E^c"),  cette 
équation 

On  aura  une  équation  semblable  entre  trois  termes  consécutifs  quelconques 
pris  dans  la  série  générale  des  ellipses.  Ainsi  la  circonférence  d'une  ellipse 
proposée  pourra  toujours  se  déterminer  exactement  par  les  circonférences 
de  deux  ellipses  aussi  peu  différentes  de  la  ligne  droite  qu'on  voudra ,  en 
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prolongeant  les  séries  dans  UB«eri&,  bu  aus&i  peu  différentes  du  cercle  qu'on 
voudra  ^n  prolongeant  les  séries  dans  l'autre  sens. 

Dans  ce  dernier  cas,  il  faudrait  faire  usage  des  équations  successives 

ofc(i  +  ^)El(c)  —  (2-H>  )El(*°)+4°  («+*•  )&'•(**  ), 

etc., 

qu'on  prolongerait  aussi 'loin  qu'on  aurait  cru  devoir -prolonger  la  'suite  des 
modules  c,  £°,  c00,  etc.  .  v 

La  détermination  exacte  et  absolue  dont  on  vient  de  parler  peut  être 
regardée  comme  un  théorème  fort  remarquable  dans  la  théorie  des  trans- 
cendantes, mais  si  on  a  seulement  pour  but  d'obtenir  des  approximations, 
on  y  parviendra  plus  facilement  par  les  méthodes  que  nous  donnerons 
ci-  après. 

66.  Nous  avons  trouvé  (  art.  44  )  4ue  }&  deux  fonctions  E1  (  c  ),  F1  (  c  ) , 
tant  pour  le  module  c  =  sin  i5*,  que  pour  son  Complément  ô~=  sin  75% 
peuvent  se  déterminer  par  l'une  des  quatre  fonctions  supposée  connue. 
Donc    les   deux   séries   d'ellipses  formées  l'une  d'après   le   module. ... 

c  z=d  sin  1 5°s=>  \f\jf  )  >  Pau  tre  d'après  le  module  b  s  sin  7  5°=  \/\'Y  j  » 

sont  telles,  que  connaissant  la  circonférence  d'une  seule  de  ces  ellipses ,  on 
pourra  trouver  la  circonférence  de  toutes  les  autres.  Il  en  est  de  même  des 
deux  suites  de  fonctions  de  première  espèce  F1  (  c  )  formées  d'après  les  mêmes 
modules,  et  un  seul  terme  connu  dans  ces  quatre  séries,  suffira  pour  faire 
connaître  tous  les  autres. 

Nous  avons  également  trouvé  (  art.  45  )  que  lorsque  c  =  sin  45°=  1/  5, 
les  fonctions  F1  (c)9  El  (  c)  peuvent  se  déterminer  l'une  par  l'autre}  mais 
d'après  nos  formules  on  trouve  aisément 

(i  +  4)Er(o°)  =  E'(c)-f-iP(c), 

(i  +  i^E^c^a&f^  +  ^F^), 
etc. 

Donc  en  général  toutes  les  ellipses  qui  composent  la  série  formée  d'après 
le  module  c  =±s  sin  45*,  sont  telles,' que  Ta  circonférence  de  l'une  d'elles 
étant  connue,  on  pourra  déterminer  celle  de  toutes  les  autres. 
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Remarque  générale. 

67.  Ayant  établi  entre  les  amplitudes  p'et  <p  l'équation  sin(20'— p)=csin  <p9 
et  entre  les  module»  c'  et  c  l'équation  d  =  ^-^,  nous  avons  trouvé  l'équa- 
tion F  (  d ,  ^')  =  ^-^  F  (cy  Q  ),  d'où  il  suit  que  les  deux  fonctions  F  (<?',  $'  ), 

F  (  c,  0  ),  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant.  En  vertu  des  mêmes 
relations  les  fonctions  de  seconde  espèce  E  (  c',  Qf  ),  E  (  c,  <p ),  sont  liées 
entre  elles  et  avec  la  fonction  de  première  espèce  F  (  <?,  <p  ),  par  l'équation 

(i  +  c)E(c',<p')'=:E(cy<p)— Ji'F(*,<p)-Msin<p, 

d'où  l'on  conclut  immédiatement  ce  que  Landen  a  remarqué  le  premier, 
que  tout  arc  d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux  arcs  d'ellipses. 

Mais  une  infinité  d'autres  conséquences  résultent  du  même  principe;  car 
la  série  des  modules  croissans  c,d ,  c",  etc.,  peut  être  continuée  à  l'infini, 
en  même  temps  que  celle  des  amplitudes  décroissantes  <p,  <p',  <p",  etc. ,  de 
sorte  qu'on  peut  comparer  d'une  infinité  de  manières  les  fonctions  E  et  F 
qui  se  rapportent  à  diflerens  termes  de  l'échelle  des  modules,  et  ces  compa- 
raisons sont  d'autant  plus  multipliées,  que  l'échelle  des  modules  qui  s'étend 
à  l'infini  dans  le  sens  des  modules  croissans,  s'étend  aussi  à  l'infini  dans 
le  sens  des  modules  décroissons  c ,  c° ,  c00,  4°°*%  etc.,  ce  qui  permet  d'appli- 
quer les  deux  mêmes  équations  à  deux  termes  consécutifs  quelconques' pris 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  , 

Les  mêmes  conséquences  auraient  pu  être  tirées  de  l'équation  tang  (<pù—<p) 

=  b  tang  0 ,  d'où,  en  faisant  c°  ==  -^,  on  déduit  immédiatement  F  (  c ,  0  ) , 
=      ■  ■  F  (  c° ,  $*■  )\  ainsi  qu'une  autre  équation  entre  E  (c1  $ ^  E  (  c,  p  ) 

etF(*,<p). 

Mais  beaucoup  d'autres  substitutions  peuvent  conduire  à  de  semblables 
résultats,  et  quand  on  considère  combien  de  transformations  analytiques 
ont  été  employées  par  Maclaurin  et  d'Àlembert,  dans  leurs  recherches  sur 
les  intégrales  qui  peuvent  être  exprimées  par  des  arcs  de  sections  coniques, 
on  a  lieu  de  s'étonner  que  la  transformation  qui  met  en  évidence  les  pro- 
priétés noiqbteuses  de  l'échelle  des  modules ,  leur  ait  entièrement  échappé 
et  que  cette  découverte  ait  été  réservée  à  Landen  qui  d'ailleurs  n'en  a  tiré 
qu'un  médiocre   parti    et  qui  n'a  pas  même  vu  qu'elle  fournissait  une 
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méthode  très  simple  pour  calculer  par  approximation  les  arcs  des  sections 
coniques. 

On  s'étonnera  moins  que  la  même  découverte  ait  échappé  à  Euler,  si  on 
observe  que  la  belle  intégrale  due  à  ce  grand  Géomètre,  l'a  conduit  à 
comparer  entre  elles  les  diverses  valeurs  d'une  même  transcendante,  comme 
on  compare  les  arcs  d'une  même  courbe,  ce  qu'il  a  fait. avec  une  élégance 
et  une  généralité  qui  ne  laissent  rien  à  désirer.  Mais  on  ne  voit  dans  aucun 
de  ses  Mémoires,  qu'il  ait  fait  varier  les  constantes  ou  les  paramètres  de 
ses  fonctions,  et  qu'il  ait  ainsi  passé  d'une  courbe  à  une  autre,  comme 
on  le  fait  dans  les  comparaisons  qui  dépendent  de  l'échelle  des  modules. 

68.  Nous  allons  faire  voir  par  deux  exemples  que  beaucoup  d'autres  voies 
auraient  pu  conduire  aux  mêmes  résultats. 

c  =  sin  j8,  on  aura  la  transformée  Z=£  / |/(l_C^  .  »^T  =  ?F(c,  <p). 
Pour  obtenir  une  autre  expression  de  la  même  intégrale,  soit  &=  ~x^ 
et  V  =i^,  on  aura  d'abord  Z  =  —7—  y  .,/  _,  u  lï  .sur  l — sv  Soit 
ensuite  jr  —  Trp  cot4>  ^=  |/(i  —  *'*)  =  7+£>  ^  aura- •••••• 

Z  =  r^/^('-^sin^)  =  7^FCc/>  4)+const.  Égalant  ces  deux 
valeur  de  Z,  on  a 

F(c>  *)  =  TJTc  F(C'>  4)  +  const- 

On  peut  donc  passer  directement  de  la  fonction  F(c,  <p)  à  la  fonction 

F(c',  -s[/)  qui  a  un  autre  module,  en  faisant  tang  ?  Q  sa  î/^^tT'  ? 

ou  ]/V  .  tang-s|/  =  tang  (  45°  •+■  %  0)>  équation  très  simple  entre  les  ampli- 
tudes <p  et  4.  U  faudra  ensuite  déterminer  la  constante;  pour  cela  fai- 
sant 0  =  o,  on  aura  cotisa  tfV,  par  conséquent  F(<?',  4)  =  ïFV,  et 
l'équation  sera 

U  est  facile,  comme  on  sait,  de  réduire  les  deux  termes  F  (c*,  4)  —  i  F1*'  à 
un  seul  F(</,  p')j  on  aura  ainsi  la  formule  connue  F(c,  ç)  sa  -tt-F^i  0')- 
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Nous  prendrons  pour  second  exemple  l'équation  sinip  ss      Tt  -"ÎV 

dont  nous  nous  servirons  pour  transformer  l'intégrale  /   ..  ,  .    ■  .as 

F(c,  9);  il  en  résulte  <fo=  ^ j^t^  •  I  +  ^n'î^  et  ri  on  **' 
C=7+É>  ou  *  =  «%  on  aura    y'C  i  —  C  sin' <p) as  | ~  ^ ™.^  donc. . 

7F^?)  =  ^i^T)'el  **  ?"*■*  F(c,?)=(I+c.)F(c.,4), 
sans  addition  de  constante ,  parce  que  <p  et  «s[/  sont  nuls  en  même  temps. 
S  on  fait  ensuite  F(c%  4)=  tF(c%  (^), on  auraF(c,  <p)»i^F(c°,  <p°), 

ce  qui  est  le  principe  général  de  transformation  donné  par  l'échelle  des 
modules.  D'ailleurs  la  relation  directe  qntre  les  amplitudes  ?  et  $°  se  déduira 

des  deux  équations  sin  <p  =  ^^~,  tang«£$°=tang4  l/(*— cotsm*4)> 

d'où  résulte,  en  éliminant  4>  sin  (2$  —  $•)  ss^sin^0.* 

En  terminant  ces  observations  nous  signalerons  comme  un  fait  digne  de 
remarque,  qu'Euler  n'ait  rien  écrit  à  l'occasion  du  Mémoire  de  Landen, 
imprimé  dans  les  Transactions  philosophiques  de  1775,  d'où  il  faut  con- 
clure que  ce  Mémoire  n'est  pas  parvenu  à  sa  connaissance;  car  dans  l'hy- 
pothèse contraire,  cet  illustre  Géomètre  aurait  sans  doute,  suivant  son 
usage,  publié  ses  propres  réflexions  sur  une  découverte  analytique  qui 
devait  particulièrement  Fintéresser. 
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Méthode  (t  approximation  appliquée,  aux  fonctions  elliptiques 

de  la  première  espèce. . 

69.  JËjtant  proposée  la  fonction  F(e,  9)  dont  on  veut  avoir  une  valeur 
approchée,  on  calculent  les  modules  décroissons  <f,  c*°?  c*°%  etc.  et  les 
amplitudes  croissantes  $%  Q°%  $00%  etc.  par  îes  formules  de  l'art.  63  ;  on 
aura  ainsi  successivement 

T.  I.  12 


2  .r-F^r*), 
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F(c^)«i±^F(^r) 

______ 

:    etc. 

Mais  lorsque  c  est  devenu  très  petit  f  on  a  À==  1  et/  —  =  0.  Soit  donc 

«  la  limite  des  angles  £  0°,  £  0°°,  \  0000,  etc. ,  limite  qu'ils  attendront  tou- 
jours  sensiblement  au  bout  d'un  certain  nombre  de  tonnes,  et  on  aura 
la  fonction  demandée  * 

F(c,  ^>)=:*(i  +  c°)  (1  +  c00)  (1  +  c000),  etc. 

Lorsque  <p  =  7  *,  la  limite  ♦  sera  pareillement  £  tt,  de  aorte  qu'on  aura 
la  fonction  complète 

F1  (c) s» ? (1  +<?)  (1  -+-  o00)  (i  4-  s000),  etc. 

Le  produit  constant  (1  •+•  c°)  (1  -f.  c°°)  (1  ~f-  c"°),  etc.  que  nous  repré- 
senterons par  K,  peut  aussi  s'exprimer  de  cette  manière  : 


K        2|/c°    ay/c"    ay/c000 

jv  s  —£— .  -^—  •     ^    ,  etc.; 

on  a  encore  1  ^-s^^ss  ^j,  donc  K  =  ^  .  ^  . -g-,  etc., 

ou 

v  //b^b^b009^ 

et  cette  forme  est  la  plus  aisée  à  calculer  par  logarithmes.  K  étant  connu, 
on  aura  F(c,  <p)  =  K«,  et  F'<?  —  K.  ^. 

Pour  faciliter  le  calcul  des- modules  décroissans,  on  déterminera  un  angle 
auxiliaire  fz  par  Péquatioq  sin  jjl  se  c  ,  ce  qui  donnera  6  =  cos  /*  et 
c°  =  tang*  £yu.  Faisant  de  même  d*z=  tangâ£/t  =  sin^°,  ce  qui  détermi- 
nera un  nouvel  angle  /t°,  on  aura  c*°  =  tang*£  jt*#,  et  ainsi  de  suite. 

Lorsqu'on  sera  parvenu  à  un  c  fort  petit,  on  pourra,  pour  éviter  les  angles 
trop  petits,  calculer  le  terme  suivant  c°  par  la  formule 

dont  le  premier  ou  tout  au  plus  les  deqx  premiers  termes  suffiront.  Cette 
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formule  se  tire  de  l'expression 


Quant  au  calcul  des  angles  <p%  £•%  etc.,  nous  n'avons  rien  à  ajouter  à 
la  simplicité  de  la  formule  tang  ($*  —  <p)  ==  b  tang  0,  qui  est  très  propre 
au  calcul  trigonométrique.  Nous  rappellerons  seulement,  ce  qui  résulte  de 
Fart.  63,  que  f angle  <p°  —  <p  est  presque  égal  à  <p  lorsque  c  est  très  petit, 
et  qu'en  général  sa  différence  avec  <p  est  moindre  que  l'angle  qui  a  pour 
sinus  c.  U  faut  donc  prendre  pour  l'angle  $°— -^  non  pas  toujours  le 
plus  petit  angle  que  donnent  les  tables  des  sinus,  mais  celui  qui  approche 
beaucoup  de  <p,  et  qui  peut  être  de  plusieurs  circonférences. 


EXEMPLE. 


70.  On  demande  la  valeur  de  la  fonction  F(#,<p),  loi^quec=ï5y  V(*~\~\/3) 

=  sin  75'  et  tang  fa  y^). 

Voici  d'abord  un  tableau  qui  offre  le  calcul  des  modules  et  de  leurs  com-  , 
plémens  : 

Valeurs  des  c  tt  b.  Leurs  logcirUhwiea. 

e     =*r~sin    76*  o'   o"oo. ..........  9-9049458, 

b      =   cos    75;   o.  0,00 9.4129962, 

_         ftang*37.3o.  o.ooi  ^     ~ 

•    *    Hin    36.  4..M7) 9«7699Ô»o, 

-  *•    =a  a»   36.  4.16,47 9.9075648, 

i00  =  cos     6.  5.  g,38. /.:t 9*997545^, 

^      ftang-  6.  a.34,691^;;  45ll6^a) 

(sin       o.  9.42,90!  j  t         /   y 

£•••  =  cos      o.  9.42,90...::......  9.9999982, 

0"—=:  }(c°°o)\-h etc 4.3002761, 

;       l*" ....,..»',.,..    O.OO9OOOO.  .. 

Ces  logarithmes  donneront  aisément  là  valeur  dé  K.,  pour  laquelle  il  suf- 
fit» d'employer  quatre  facteurs.   On  aura  ainsi  logK=  o.346o56o  et 

»3. 


i  .  • 
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K  =  i .  7622037.  De  là  résulte  d'abord  F'  ss  ^K*ra ,  768063 1  ;  on  trouvera 
ensuite  par  le  calcul, des  amplitudes,        _, 

<p     =    47°  3'3o"94~,      :'     '    ' 
ç°    =   62.36,.  3, 10, 
<p°°  ==  149.55.47,67, 
V  ^=240.  0.  0,19, 

-Qw's=s  480.    O.    0,00._. 

Les  autres  valeurs  de  <P  augmeuteraieat  en  raison  double  ;  d'où  il  suit  que 
la  limite  des  angles  $,—  7  V,  etc.  est  3o°  oUgj  donc  on  a  F  (s,  $)=: 
K^  =  0.9236877,  ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  trouvée  art.  a8. 
Remarquons  que  puisque  la  limite  <&  =  3o°  =  5  .  ^,  on  a  F  =:  y  F1  ;  et 

en  effet  cette  égalité  a  lieu  rigoureusement  d'après  la  valeur  que  nous 
avons  prise  pour  tang<p.  Voyez  l'article  24. 

71.  Étant  donnée  la  valeur  de  l'amplitude  <p,  on  voit  qu'il  est  facile  de 
trouver  la  fonction  F  avec  toute  l'exactitude  nécessaire;  réciproquement 
il  peut  être  utile  de  déterminer  l'amplitude  en  supposant  connue  la  valeur 
de  la  fonction  F.  Pour  cet  effet,  il  faudra  calculer  les  termes  de  la  série 
c°,  c00,  etc.  jusqu'à  un  terme  assez  petit  pour  être  négligé.  Soit,  par  exemple, 
ce  terme  c0000^  ou  pour  abréger  c05;  puisqu'on  a  p^ssaç**— ^sina^-f-e*0^ 
on  aura  d'une  manière  suffisamment  exacte  <po5  =  2<p0*,  et  à  plus  forte 
raison  0°e=:20o5,  etc.  Donc  la  limite  des  angles  <p,  £0°,  ^$°°,  etc.  sera 
tçQ04  :  cette  limite  a  été  désignée  par  *,  ainsi  on  aura  ^*c=  16*.   iyail- 

F 
leurs  la  ^valeur  de  F  étant  donnée,  on  connaît  4  par  l'équation  <t  =  g; 

donc  on  connaîtra  aussi  <p°4  =  16$.  Cela  posé,  on  calculera  successivement 
les  valeurs  de  <p°°°9  <p00,  <p°>  Q ,  au  moyen  des  équations 

sin  (*$oS —  (p04)  ss  d°*  sin  <p°* , 

bin  (2?°*—  0oS)  sa  c°'  sin  ?03 , 

sin  (2$°  —  tpot)  =  c°*  sin  $°% 

sin  (ap   —  $°)  =  c°  sin^°, 
et  on  aura  l'amplitude  cherchée  9. 

Cette  méthode  s'applique  particulièrement  h  la  résolution  de  l'équation 
F  (4)  =  n¥  (<p)>  quel  que  doit  n.  Étant  donné  0,  on  connaîtra  F  (<p)  fet 
«F(<p),  cta  F  (4);  ensuite  de  F  (4),  on  déduira  l'amplitude  4>  comme 
on  vient  de  l'expliquer.  Ce  moyen  n'exigera  jamais  qu'un  petit  nombre 
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d'opérations;  au  lieu  que  si  n  était  un  peu  grand  ou  seulement  fraction- 
naire, les  méthodes  algébriques  que  nous  avons  données  pour  déterminer 
Qm  d'après  l'équation  F(p„)  =  rîF  (<p)  deviendraient  très  longues  ou  même 
impraticables. 

.  73.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  en  général  très  expédi- 
tive;  elle  exigera  seulement  qu'on  calcule  quelques  termes  de  plus,  tant 
dans  la  suite  des  modules  que  dans  celle  des  amplitudes,  lorsque  c  sera 
extrêmement  près  de  l'unité;  mais  on  peut  s'assurer  que  ce  nombre  de 
termes  ne  sera  jamais  bien  considérable;  car  dans  l'hypothèse  où  on  devrait 
continuer  la  suite  c,  c°,  c°°,  etc.  jusqu'au  dixième  terme,  pour  que  ce 
terme  fût  d'une  unité  décimale  du  dixième  ordre,  il  faudrait  que  la  valeur 
primitive  de  b  fût  plus  petite  quel  o""*1 ,  et  par  conséquent  que  celle  de  1  —  c 
fût  plus  petite  que  io~~4*. 

L'universalité  de  la  méthode  est  suffisamment  établie  par  cette  observa- 
tion ;  cependant  lorsque  1  —  c  est  eltrêmement  petit,  on  peut  profiter  de 
cette  circonstarrce  pour  simplifier  les  calculs,  et  procéder  d'une  autre 
manière  aux  approximations. 

Dans  le  cas  dont  il  s'agit,  là  quantité  b  est  très  petite,  et  comme 

on  a  F  ^/^(cos^'Xysin^)^  si  l'amplitude  <p  est  telle  que  tang  <p  soit 

beaucoup  plus  petite  que  j ,  on  aura  d'une  manière  suffisamment  appro- 
chée 

F=/s^=  1**^(4*  +  *.*). 

Si  tang  <p  est  comparable  à  7,  il  faudra  transformer  la  formule  pro- 
posée F  (  c,  Q  )  en  une  autre  où  b  soit  beaucoup  plus  petit,  afin  que  dans 
la  transformée  6  tang  <p  devienne  une  quantité  négligeable.  C'est  ce  qu'il  est 
facile  d'obtenir  en  calculant  jusqu'au  terme  convenable  les  modules  crois- 
sans  c',  </',  etc.  et  les  amplitudes  décroissantes  <p',  <p%  etc.,  par  les  formules 
de  l'art.  63. 

Soit  pour  cet  effet  b  =  sin  A,  on  aura  K  =  tang*  £  A;  soit  de  nou- 
veau b1  ss  tang*  7  A  s  sin.  A.',  on  aura.tf'as  tang*  £  A',  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  un  terme  V*  qui  ait  le  degré  de  petitesse  exigé;,  on  calcu- 
lera ensuite  les  amplitudes  $,  9',  0",  9"',  etc.,  jusqu'à  un  terme  <p^  qui 
corresponde  à  la  dernière  valeur  .de  b;  et  ce  terme  étant  nommé  $',  si 
l'on  fait 


v,          a            a            a                    //cVc*....  etc\ 
R'=  t-t-  •  t-t-*  •  répète. -^ ; ), 
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on  aura 

F(c,<p)  =  K'logtang(45«-hi*'). 

Cette  valeur  sera  exacte  si  on  prolonge  à  l'infini  les  facteurs  dont  est  com- 
posé K',  et  la  suite  dont  $'  est  le  dernier  terme  ;  mais  au  bout  d'un  assez 
petit  nombre  de  termes,  on  obtiendra  en  général  tout  le  degré  d'approxima- 
tion qu'on  peut  désirer.  On  aurait  en  même  temps  pour  la  fonction  com- 
plète F1  (c),  soit  la  valeur  donnée  par  la  formule  précédente  en  calculant 
l'angle  $'  par  le  moyen  de  <p  =  90°,  soit  plus  simplement  encore  la  valeur 

F1  (<?)  =  &' .—  log  -£•.  En  effet  de  l'équation  Flc'=(  i+c)F'c,on  tire 
F«*  =-J-FV=  -£-F'o',de  mémeFV=^Fl^Pcf'=~Pc^etc. 

cf  c*  cm 

Donc  F'c  =  —7-  •  —rn  •       .  g .  FV"  ;  continuant  cette  suite  de  produits 
Tyc     2  l/c      2  yc  7  r 

jusqu'au  y}9*9  terme  et  observant  que  lorsque  c**  est  assez  près  de  l'unité  pour 
que  la  différence  1  —  c^soit  négligeable,  on  a  F'c^sss  log  .  7£  (***•  48)>  ** 
valeur  de  Flc  devient  F'<?  =  K' .  —  log .  — . 

2*        &      b* 
EXEMPLE. 

73.  Soit  comme  ci-dessus  c  =  sin  75%  tang  $  £=  4/(^75  )î  ce  cas  est  peu 

favorable  à  l'application  de  la  méthode  précédente,  parce  que  h  n'est  pas 
une  quantité  très  petite* 

On  calculera  d'abord  les  modules  croissans  </,  c",  c,n ,  etc.,  et  leurs  com- 
plémens  V y  b*9  bttt9  etc.,  comme  il  suit  : 

Valeur*  des  h  etc.  Leur*  logarit(m*&~ 

i  =   sin     i5°  o'  o"oo 9.4*39962, 

*   =3   008     t5.  o.  0,00 •  ....  9.9849438, 

^  =ftanS*  7-30.  o,ooj     ^ 8.238858a, 

(fin      0^5^35, 34  J  ' 

d *+.+ * -9-999934*> 

b»  -  {«?*  ••>9-47,fi»] 5.8757^19, 

(sui      o.  o.etc.     j  '    '     *9 

cu •...;....: 0.0000000, 

bm  =  (±b"y i.i493838, 

e"*.  •••.»•«*«••.••* o.ooooeôo. 
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Ensuite  le  calcul  des  amplitudes  ^',  <p",  etc.  donne  les  résultats  suivons  : 

*  =47*3'3o"95,    *P'—  <P  =  4$% 
^  =  46.1.45,475, 
^'  =  46.1.39.41, 
<pw=  46. 1.39.41. 

la  valeur  du  facteur  K/  se  induit  dans  cet  exempte  à  \/-,  ainsi  on 
a  logR7=  0.0074955;  et  comme  on  a  trouvé  &  sa4&>i9aQ"4i,  on  aura 
F  (<p)  =  K'  log  tang  68°o'44"7o5. 

Ce  log  tangente  pris  dans  les  Tables,  et  multiplié  ensuite  par  le  module 
pour  en  frire  un  logarithme  hyperbolique,  donnera 

logFs»9,965o547, 
ou  F  se  0.9216877,  comme  on  l'a  déjà  trouvé  art.  70. 

Si  dans  le  même  exemple  on  veut  avoir  la  valeur  de  la  fonction  com- 
plète, il  faudra  faire  <p  =90°,  et  calculer  successivement  les  valeurs  de  <p', 
9",  etc. ,  ce  qui  donnera 

0'  =  «3°3o'o"oo, 

$"  =  83.38.3,84, 

Donc  la  limite  $'  =  8apa8V,84,  et  ainsi  la  fonction  complète 
F'  c=  R' log  tang  86*  14'  i"43, 

ou  logF1  =  o.442l76ï ?  ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  trouvée  n°  70; 
mais  cette  valeur  se  trouve  beaucoup  plus  facilement  par  la  formule 

Nous  remarquerons  que  dans  cet  exemple  il  a  été  nécessaire  de  recourir 
a  un  riioyen  particulier  pour  déterminer  avec  la  précision  convenable, 
l'amplitude  <p"  qui  se  confond  sensiblement  avec  la  limite  *'.  L'équation 
ain(a$"~  Ç')Gs<f  $m$'>  la  plus  directe  pour  déterminer  Q">  n'est  pas 
propre  à  donner  bien  exactement  les  fractions  de  seconde  contenues  dans 
fr/,  parce  que  ces  fractions  influent  très  peu  sur  le  sinus  d'un  angle  de 
83°,  trop  rapproché  de  l'angle  droit.  Dans  ce  cas,  et  dans  tous  les  sem- 
blables qpii  peuvent  se  rencontrer  ,  on  déterminera  <pf/  beaucoup  plus  exac- 
tement au  moyen  de  l'équation  tang  ($f  —  $")  3=?  V  tang  ç"9  ou  $'  —  p"= 
R6"  tang  $",  R  étant  le  nombre  de  secondes  contenues  dans  le  rayon  :  pour 
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cela ,  il  faudra  mettre  dans  le  second  membre  <pf  au  lieu  de  ç",  ce  qui 
donnera  une  première  valeur  approchée  de  q! —  ç",  et  par  conséquent  une 
de  <p".  Substituant  de  nouveau  cette  valeur  k  la  place  de  <p"  dans  le  second 
membre,  on  aura  une  seconde  valeur  de  $'—  f"  qui  devra  être  approchée 
au  moins  jusqu'aux  centièmes  de  seconde. 

Dans  l'exemple  don  t  il  s'agit,  on  fera  donc  d'abord  $'—  p"=R£"  tang82°3o', 
ce  qui  donnera  <p'—  $"  —  i'5fy68  et  0"=  82°38V,3a.  Substituant  de 
nouveau  cette  valeur  au  lieu  de  $",  on  aura  plus  exactement  $'  — <p"  = 
Rir,Ung8^8V,32=i/57f,;ï67>  d'où  <pr,  =  8^8V,833. 

74*  On  voit  maintenant  qu'il  y  a  deux  méthodes  pour  déterminer  la 
valeur  approchée  d'une  fonction  de  première  espèce  F  (cy  $)  dont  le  module 
et  l'amplitude  sont  connus.  Si  c  est  plus  petit  que  y^  ou  sin  45>°,  il  con- 
viendra de  se  servir  de  la  méthode  du  n*  63,  suivant  laquelle  calculant  les 
modules  décroissans  c°,  c00,  c°°°,  etc.  et  les  amplitudes  croissantes  <p°y  ç°Py 
<p°°°y  etc.,  ou  obtient  la  formule  F  (c9  $)  =  K*. 

Si  le  module  c  est  plus  grand  que  sin  45°,  il  conviendra  de  se  servir  de 
la  méthode  du  n°  62 ,  qui  consiste  à  calculer  les  modules  croissans  d ,  c", 
c'",  etc.,  et  les  amplitudes  décroissantes^',  <p%  $my  etc.,  d'où  l'on  conclut 
F  (*,  f  )  =  R'  log  tang  (45°  +  i  •')• 

Ces  deux  méthodes  s'étendent  à  volonté  l'une  et  l'autre  au-delà  de  la 
limite  que  nous  avons  fixée.  Mais  pour  diminuer  autant  qu'il  est  possible 
le  nombre  des  transformées,  il  est  bon  de  s'en  tenir  à  cette  limite,  et  de 
cette  manière.on  n'aura  jamais  besoin  de  calculer  plus  de  trois  termes  tant 
de  la  série  des  modules  que  de  celle  des  amplitudes,  pour  obtenir  un 
résultat  approché  jusqu'au  septième  rang  de  décimales. 

Il  est  fort  remarquable  que  la  fonction  F  puisse  toujours  s'exprimer  à 
volonté  par  un  arc  de  cercle  ou  par  un  logarithme;  mais  on  voit  qu'elle 
se  rapproche  davantage  des  arcs  de  cercle  si  on  a  c*  <  £,  et  qu'elle  a  plus 
d'affinité  avec  les  logarithmes  si  on  a  c*  >  £. 

^5.  Nous  avons  fait  voir  dans  l'art.  71  Gomment  on  détermine  l'ampli- 
tude  <p  qui  répond  à  une  valeur  donnée  de  la  fonction  F(c,  ç).  La  méthode 
exposée  dans  cet  article ,  a  toute  la  perfection  qu'on  peut  désirer  lorsque 
c*  est  <  -î,  et  elle  peut  s'appliquer  avec  succès  lorsque  c*  s'approche  beau- 
coup plus  de  l'unité:  Cependant'  si  l'on  veut  que  le  nombre  des  trans- 
formées soit  le  plus  petit  possible,  il  fiuidra,  lorsque  é*  sera  >£,  appli- 
ouer  la  méthode  des  modules  croissans. 

Pour  cela  on  commencera  par  calculer  la  suite  c',  cu9  c,n9  etc.  jusqu'à  un 
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terme  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  l'unité.  Cette  limite  est  cm  ou 
même  c"9  lorsqu'on  ne  veut  pas  pousser  l'exactitude  au-delà  de  six  à  sept 

décimales.  De  là  on  tirera  K'=;  t/r  °°  e    j  ;  K/  étant  connu,  on  connaîtra 

log  tang  (45°  +  7  *')  =  jr?.  De  ce  logarithme  hyperbolique  ou  du  logarithme 

vulgaire  qui  lui  correspond ,  on  tirera  la  valeur  de  l'angle  *',  limite  des  an- 
gles <p',  <p",  <p"\  etc.  Si  on  s'est  arrêté  à  <?'"  en  négligeant  la  différence  i  —  <?'", 
alors  <pm  pourra  être  pris,  pour  la  limite  *'.  Connaissant  <pm ,  on  remontera 
successivement  aux  valeurs  de  p",  Q\  Q  par  les  équations 

tang  (<p"-<p'")  =  *'"  tang  <p"', 
tang  (<p'  —  <p")  =  V  tang  <p", 
tang  (<p  — -  0'  )  =  V  tang  p'  ; 

on  connaîtra  donc  l'amplitude  cherchée  <p. 

On  peut  par  ces  méthodes  déterminer  la  fonction  F  en  connaissant  son 
amplitude,  ou  réciproquement  déterminer  l'amplitude  en  connaissant  la 
fonction  ;  de  manière  qu'il  suffira  de  calculer  quatre  à  cinq  termes  au  plus 
de  la  série  des  modules ,  et  un  pareil  nombre  de  termes  de  la  série  des  am- 
plitudes, pour  avoir  dix  décimales  exactes,  si  les  Tables  dont  on  fait  usage 
sont  à  dix  décimales.  Si  elles  en  avaient  vingt,  il  suffirait  de  calculer  un  terme 
de  plus  dans  les  séries  mentionnées  pour  avoir  des  résultats  exacts  jusqu'à 
la  vingtième  décimale,  et  ainsi  de  suite. 

CHAPITRE  XX. 

Considérations  générales  sur  V échelle  des  modules  et  sur  les 
propriétés  des  fonctions  F  rapportées  à  différens  termes  de 
cette  échelle. 

76.  (considérons  d'abord  la  suite  générale  ou  l'échelle  des  modules  et 
celle  de  leurs  complémens,  lesquelles  se  correspondent  terme  à  terme  de  la 
manière  suivante  : 

T.  I,  •  .  i3 
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Dans  la  première  on  distingue  deux  parties,  Tune  &  compter  de  c  vers 
la  droite,  se  compose  des  modules  décroïssans  c,  c°,  c°°9  c°°°  M.M  dout 
la  limite  est  zéro  ;  l'autre,  à  compter  de  c  vers  la  gauche,  offre  la  série  des 
modules  croissans  c,  c/,  *?*,  c*  . . . .  dont  la  limite  est  Punïté.  Ces  deux 
parties  ne  forment  qu'une  suite  ou  échelle  des  modules ,  Kës  entre  eux  par 
une  seule  et  même  loi,  qui  consiste  en  ce  -que  si  x  et  jr  sont  deux  termes 

consécutifs,  on  a  constamment  x  =    jf     ,  et  réciproquement. 

y  =  1~  //'~*  y  ^n  Peut  ^Qtxc >  ea  Partaat  ^'un  terme  quelconque  de 
la  série,  former  successivement  tous  les  autres  termes,  tant  dans  le  sens 
où  la  série  est  croissante ,  que  dans  le  sens  contraire ,  la  limite  étant  zéro 
dans  le  premier  cas  et  i  dans  le  second. 

La  seconde  série,  qui  répond  terme  à  terme  à  la  première,  est  composée 
des  modules  complémentaires,  en  sorte  que  si  c?  et  V*  sont  deux  termes 
correspondans  dans  les  deux  suites,  on  aura  toujours  (O*"^^*)*^  *•  Au 
reste ,  la  série  inférieure  est  formée  suivant  la  même  loi  que  la  série  supé- 
rieure, avec  cette  seule  différence  qu'elle  est  croissante  dans  le  sens  où  l'au- 
tre est  décroissante  et  réciproquement  Nous  avons  adopté  le  «gue  °  pour 
indiquer  la  diminution  des  c ,  et  le  signe  '  pour  indiquer  leur  augmenta- 
tion; ainsi  on  a  c°<c,  c°°<c°,  <?'><?,  cu  >  c',  etc.;  ces  signes  au- 
ront un  effet  contraire  sur  les  complémens;  ainsi  on  a  b°  >  b ,  i00  >  b° , 
V <  £,  V1  <  V ,  etc.;  et,  d'après  cette  observation,  toutes  les  fois  qu'il  y 
aura  lieu  d'échanger  entre  elles  les  lettres  c  et  b ,  on  devra  en  même  temps 
changer  les  signes  °  en  ',  et  réciproquement 

Lorsqu'on  aura  à  désigner  le  terme  fi}^9  de  la  suite  décroissante  c° ,  c°° , 
c°°°,  etc. ,  il  conviendra  de  le  représenter  par  c0,A9  et  sembla  blême»  t  c;/*  dé- 
signera le  pP—  terme  de  la  suite  croissante  c',  d",  é*y  etc.  Si  l'on  tie  craint 
pas  de  ^orfowïre  Hinè  ski  te  «vec  l'attire,  oa  pourra  désigner  afaiftupttnt 
le  terme  dont  il  s'agit  par  c? ,  p  étant  un  indice  et  non  pas  ume*posant. 

77.  Lorsque  b  =  c= sin  45° ,  les  deux  suites  (A)  sont  les  mêmes  dans  un 
ordre  inverse,  la  place  des  termes  égaux  b  et  c  servant  à  toutes  deux  de 
centre  fixe.  Dans  ce  cas ,  ou  aura  en  général  c0f*  =  V*  et  c,f*  =  b0**, 

11  y  a  un  autre  cas  où  la  seconde  des  séries  (A)  n'est  que  la  première 
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renversée  ;  c*est  celui  où  Pon  a  û^=zVy  et  par  suite,  e*2sx^~y  ezs*\/m-~t 

~  tang  g,  et  A*  z=»2G.  Alors  les  deux  suite»  se  correspondent  oompe  on  le 
voit  ieî  : 

I  ••••         C       y    C    y    C   y    C  y    %*       y   C  y    C>^        *    •    •    »        O 

^    ■  •   ••   •     •-        W?y  G*+  C   m    C    *   C     y    &        y    %T  •    •    •    •  I    % 

et  on  a  en  général 

Si  on  voulait  égaler  c  à  un  autre  terme  pris  dans  la  seconde  des  suites 
(A),  on  retomberait  toujours  sur  Ftm  ou  Vautre  des  deux  cas  précédens. 
Par  exemple,  si  Pon  fait  c  =  V ,  il  s'ensuivra  </  =  V  =  |/|,  ce  qui  est  le 
premier  cas;  si  Pon  fait  czzzV" ,  3  s'ensuivra  cfznèP^z  |/a  —  i,  ce  <joi 
revient  au  second  cas ,  et  ainsi  des  autres  suppositions. 

7$.  11  résulte  de  11»  loi  de  no»  deux  suites,  que  ri  x  et  ^  sont  deux  termes 
consécutifs  de  la  premièrg  suite,  p  et  q  les  deux  termes  correspondras  de 
la  seconde,  on  aura  généralement  qx=?\/(py),  ce  qui  donne,  dan*  un 
sens  et  dans  l'autre^  ces  deux  séries  d'équations  r 

cb*  =  îtf{c*b),  <f>b"^2^(ô»b*)y  d»b«"  =  2  l/(c***b*9) y  elc.  \    ^ 
<tk=&**{cV)t  é'V  ^stx/{</btr)y     cf'W&2^(<!'bf'')feto.    $W 

Si  on  multiplie  entre  elles  les  p  premières  équations  de  la  première  ligne,  on 
aura  le  produit 

(M-*-...  b0fA)  {c<?à>*  ...  c0*-1^  y  y/  (»*•• ... b0»-1)  ]/(*à»d~...  c°*)> 

d'où  l'on  tire,  en  supposant  i  —  h*  négligeable , 

^^^ç^^rs)^,       (C) 

on  aura  semblablement,  en  supposant  i  —  ^négligeable, 

(^.^)(«2^ZJ)te£  (C1). 

Multipliant  ces»  deux  équations ,  il  viendra 

Cette  formule suppose  négligeables: i  —  c'  et  f  —  A0^;  ai*si  lé»  deux  pro- 
duits compris  entre  parenthèses ,    sont    prolongés   vers  la  gauche  jus- 

f3.. 
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qu'aux  facteurs  qui  peuvent  être  omis  ,  comme  étant  égaux  à  l'unité  sans 
erreur  sensible. 

79.  La  fonction  complète  F'c  peut  s'exprimer  de  deux  manières,  l'une  au 
moyen  des  modules  décroissans  <?,  c°,  c°°,  etc.;  l'autre,  au  moyen  des  mo- 
dules croissans  c,  c%  c",  etc. 

La  première  expression  est  ¥'c  s  -K,  oùK^=(i+c°)(i-f-c0O)(i+c000),etc.; 

on  peut  aussi  mettre  K  sous  la  forme  K  =  — —  .  *  .  v00  ,  ou  plus 
simplement  encore ,  sous  la  forme 

K  =  i/Q  .  b°b00b000 ,  etc.  ) , 

où  l'on  se  souviendra  que  la  suite  i,  £°,  b007  £°°°,  converge  rapidement 
vers  une  limite  égale  à  l'unité. 

La  seconde  expression,  d'après  la  formule  de  l'art.  73,  est  Fc  =  — ; 
log.^,  oùl'ona  • 

K'=^.^:.^:)elo.=v/(i.^»...);. 

on  suppose  dans  cette  formule ,  V'  assez  petit  pour  que  1  —  cff  soit  né- 
gligeable. 

Égalant  entre  elles  les  deux  valeurs,  de  F'c,  on  en  tirera  cette  formule 
générale 

,^...^...,-.)^,ii  (E) 

où  l'on  voit  que.  le  produit  sous  le  radical  doit  être  prolongé  à  gauche  jus- 
qu'à un  terme  b0/A  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  l'unité,  et  à  droite 
jusqu'au  terme  i"""1,  assez  petit  pour  que  le  suivant  bff  ou  au  moins  son 
quarré ,  soit  de  l'ordre  des  quantités  négligeables. 
Si  on  change  b  en  c,  on  aura  semblablement 

w      //c',..mcVc/cc°cw....c°^-,\        .         4 

7  V\ ^ )  =  l°3-  7»'       W       f 

formule  qui  suppose.  1  —  c'?  négligeable  ainsi  que  1  — -  b***. 

Si  on  multiplie  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre ,  et  qu'on  réduise  le 
premier  membre  par  la  formule  de  l'art,  précédent,  on  aura  ce  résultat  très 
remarquable, 
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■Ç.a^^logl.log-i,  (G) 

équation  qui  suppose  négligeable  le  quarré  de  bn  et  celui  de  c0fl. 

Lorsque  £  =  cy  on  a  généralement  bm  =  c0*.  Ainsi,  en  supposant  le 
quarré  de  c0lA  négligeable,  celui  de  V*  le  sera  aussi,  de  sorte  qu'on  peut 
faire  *=/*,  et  l'équation  précédente  devient 

î.aT^log.^.  (H) 

Ces  équations  ne  soht  qu'approchées,  mais  en  donnant  des  valeurs  con- 
venables aux  nombres  p  et  k,  l'approximation  sera  portée  à  un  degré  quel- 
conque proposé ,  plus  rapidement  qu'on  ne  pourrait  le  faire  par  toute  autre 
méthode.  Nous  en  donnerons  qnelques  exemples. 

80.  Remarquons  d'abord,  i°.  qu'on  peut  parvenir  directement  à  l'équa- 
tion  (G)  au  moyen  des  doubles  valeurs  suivantes , 

F'c  =  -K  =  -log.  i-, 

F'£=-K'=*log-l; 

car  en  multipliant  ces  valeurs,  on  obtient  immédiatement 

a0.  Que  lorsque  csv'ï»  *a  comparaison  de  l'équation  (F)  à  l'équation  (H) 
donne 

c't*. . .  cVcVc°c°° . . .  c°a*-* 


4"= 


c°/* 


où  Ton  suppose  1  —  c'tt  négligeable.  Celle-ci  s'obtiendrait  immédiatement  de 
l'équation  (C)  en  faisan  t  £=  c ,  ce  qui  donne  &*  ^=  c f . 
.  3°.  Que  dans  l'équation  (F)  on  peut  supposer  c  déjà  assez  petit  pour  que 
i  —  b  soit  négligeable,  alors  on  pourra  faire  c°^  =  c,  ce  qui  donnera  cette 
formule  plus  simple 

Cette  formule  au  reste  n'est  autre  chose  que  l'équation  -  K'ssF'Aslog  -. 
--  81 .  On  peut  par  le  moyen  des  formulas  (  F  )  et  (  1  )  trouver  le  logarithme 
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nombre  donné  par  le  ndmbre  7rf  ou  réciproquement  trouver  le  nombre  tt 
par  le  logarithme  d'un  nombre  facile  à  calculer  par  une  suite  d'extractions 
de  racines,  carrées. 

Soit  proposé  d'abord  d«  trouver  le  logarithme  de  a,  on  £ei&-=sy*a, 
^étan*  iMnetalwe  suffisaanament  ^  ûd  et  qui  se  déténaœe  par  Te  degré  «P  ap- 
proximation qu'on  veut  obtenir.  La  supposition  latte  donne  è  =r  aP*; 
et  comme  la  formule  suppose  c*  négligeable >  il  faudra  que  2"***  le  soit;  donc 
si  on  veut  que  l'approximation  s'étende  jusqu'à  10  décimales,  on  fera 
a3*  a=  ia»,  ce  qui  dûB&e  environ  /m  sa  i6.  Donc  en  faisant  e  =.(  7  )l9r  puis 

la  suite  cf  >  c",  <fn7  etc.  devant  être  prolongée  jusqu'à  un  terme  qui  ne  différera 
de  l'unité  que  dans  le  1 16  ordre  de  décimales,  il  suffit  pour  cela  de  calculer 
la  série  jusqu'au  cinquième  terme  C.  On  trouve  en  effet  les  logarithmes 
suivans 

4   •••  7*89278  34o36, 

cr/ . . .  9 ,  &44°4    20082 , 

c"\..  9r65a66  34661, 

*"•••  9-99379  84453, 

c*  •••  9-99998  8g3o6, 

£"».»  (V. 0000 a  ooooar 

d'où  résulte  log  2=0.69314  71806  5;  la  vraie  valeur  est  o  6931471805  6. 
La  différence  qui  est  à  peine  d'une  unité  décimale  db  10e  ordre  est  due  ^l'im- 
perfection des  tables;  d'ailleurs  l'esprit  de  cette  méthode  est  de  ne  pas  se 
servir  de  tables,  et  de  calculer  ^,  «*,  etc.  par  des  extractions  de  racines 

quarrées,  afin  d'en  déduire  log  2  par  l'équation  log  2  =  -^  tf(c/c"c*. . .  1). 

?  i 

Le  degré  de   l'approximation,   dépend  de   la  première  supposition - 

sa  y**  j  on  obtient  10  décimales  en  faisant  /e  s=r  16;  on  en  obtiendrait  à  peu 
près  210  en  faisant  ft  as  3i ,  ef  îa  suite  des  modules  n'exigerait  qu'a*  termede 
plus ,  savoir  c11 ,  mais  il  faudrait  les  calculer  tous  à  20  décimales  au  mains. 
82.  S  est  remarquable  que  la  formule  (1)  peut  servir  à  trouver  directement 
le  logarithme  d'un  nombre  quelconque ,  eh  n'exigeant  guère  plus  de  calcul 
pourrai  que  pour  l'autre,  i  pareil  degré  d'approximation.  Par  exemple,) 

si  fwk  v«i*t  awrir  le  fogarithme  de  401  >  <**  &**  3.=î(4OI/*>  oac^sx  ■  ■  ' 

c  (401/ 
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et  la  formule  donnera  la  valeur  exacte  de  log  40l>  aux  quantités  près  de 
l'ordre  <?•;  prenant  ft  =  3,  c*  appartiendra  au  i5m*  ordre  de  décimales; 

ainsi;  en  prenant  c  =  /*  i-3 ,  on  aura  directement  la  valeur  de  log  4&i  ap- 
prochée jusqu'à  i4  décàpaales  au  moins,  et  le  calcul  se  fera  sa**  aller  plus 
loin  que  cT  ou  cTl.  Aucune  autre  méthode  cornue  ne  peut  faire  trouver 
aussi  promptement  et  aussi  immédiatement  le  logarithme  de  tout  nombre 
donné  :  réelle  -  ci  suppose  que  vr  est  contra  jusqu'au  nombre  tte  décimales 
demandé. 

Aéciproquemeat,  la  valeur  de  sr  peut  fi'expnmer  aussi  eaactomwt  qu'un 
voudra,  par  le  ^ogarithme  d'un  nombre  qui  résulte  de  quelques  extrac- 
tions de  racines  «quarrées  ;  car  on  voit,  par  l'équation  {H),  qu'eu  fimaut 
c  =  1/7 ,  7r  sera  la  limite  vers  laquelle  convergent  rapidement  les  termes 
successifs 

log£.  îlog^.  *iogJL;*tc. 

Pour  savoir  jusqu'à  quel  point  chaque  terme  de  cette  suite  approche  de  la 
vraie  valeur  de  tt 9  je  désigne  par  c*  le  nf*"*  terme  de  la  suite  c°,  $•%  c000,  etc., 
et  j'appelle  x  la  valeur  approchée  de  7r  donnée  par  ce  tetm&,  «n  aorte  qu?w 

aura  s  =  3=5  log  ~.  Je  suppose  ensuite  qu'avec  le  teme  <&+ l  la  quantité 
x  devienne  x  —  ce ,  on  aura  x  —  m  s=  -^  log  -^rr  >  Juais ,  suivant  l'art.  69  f 

on«c'*'«i(^H-^f^,douc^i^(l)'(ï--ÏC^),  et  p.r 
conséquent ,   log  (  -^7  j  =  2  log  J;  —  ac-*  ■ ,    donc    jr  -~  m  .«c  ^r, 

logjj ^  c""^1,  et  par  conséquent,  û>  =  ~5  tf14"1.  Mais  puisqu'on  a  d'une 

manière  Uses  approchée  #•  =  ~  log  -g^>  on  au»  aussi  log  a>  555  —  (u  —  3) 

logs^iog  ~X"r=  •*"  (*-—  3  ) Ipg  a  —  a9  w,£xavu  logarithmes  vulgaires, 

log  »»-—  (/1—  B)teg*  —  sP~s  (10.915). 

Lorsque  n  =  3,  cette  formule  donne  log  a>  =  —  10.915  ;  ainsi  le  troi- 
sième ternie  ^log^fe,  doane  déjà  la  tuteur  de  w  e*aç*e  jusqu'à  b  dixième 
décimale. 

Lorsque  *  =  4  j  on  a  J°g  û*=  —  aa.  i3i  ;aiasile  quatrième  terme  donne 
22  décimales  exactes,  le  cinquième  en  donne  44?  'e  sixième  88  et  le 
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septième  175.  D'où  l'on  voit  que  g?  log  -~  est  une  valeur  de  nt  beaucoup 

plus  approchée  que  celle  qu'a  donnée  Wega  avec  i4<>  décimales.  Quant  à 
la  valeur  de  c07 ,  elle  se  déduit  de  celle  de  c  par  de  simples  extractions  de 
racines  quarrées,  puisque  d'un  module  c  on  passe  au  module  suivant  c0  par 

la  formule  *  =  î  +  ffilffi 

83.  Supposons  maintenant  que  les  deux  fonctions  complètes  Fb,  F'c, 
soient  entre  elles  dans  un  rapport  connu,  en  sorte  qu'on  ait  Fi  =  nY'cy 

comme  on  a  d'ailleurs  F'£=-K  et  F'fr==  —  loc~,  il  en  résultera  —  = 

2  *  2?  c  f*  2 

—  log  -~.  Ainsi —sera  égal  à  la  limite  vers  laquelle  tendent  rapidement 
les  termes  de  la  suite 

ïlog£>  i^g^L  fiog^L  etc. 

Le  cas  de  b  =  c  est  compris  dans  cette  formule  en  faisant  n  r=z  1  ;  mais  il  y 
a  d'autres  cas  où  on  peut  en  foire  l'application. 

Ainsi' boub  avoné  trouvé  qu'en  faisant  c=î=sin  x5°  =  î  \/(2—  V'S),  on  a 
F'£  =  \/3  .  F'c;  donc,  en  calculant  la  suite  c°,  c°%  etc.,  d'après  le  mo- 
dule c  =  sin  1 5° ,  ^-  sera  égal  à  la  limite  de  la  suite  ?  log  ^ ,  £  log  -^ ,  etc. 

L'approximation  est  telle,  que  dès  le  premier  terme  on  a  7rz=z 

775  log  r- — —  =8=3.  i 4*636,  valeur  qui  ne  diffère  de  la  véritable  que  dans 

la  cinquième  décimale. 

Nous  verrons  ci-après,  qu'en  faisant  sinaa  =  tang*  i5°  et  i  =  sina, 
on  a  F'£=  3F/c;  ainsi,'  en  calculant  la  suite  des  modules  c°,  c00,  etc.,  d'a- 
près la  valeur  c==sin«,  on  aura  -^  égal  à  la  limite  de  la  suite  jlog^î 
Jlogjj,  etc.  Par  le  premier  terme)  on  obtient  déjà  ^  =  3.1415926627, 

l'erreur  n'étant  que  d'une  unité  décimale  du  huitième  ordre,  d'où  l'on 
peut  conclure  qu'au  cinquième  terme  l'approximation  équivaudrait  à  1  28 
décimales. 

84.  Supposons  qu'on  veuille  trouver  le  modale  c  tel,  que  le  rapport  des 
deux  fonctions  complémentaires  F'ô,  F'c,  soit  égal  à  un  nombre  donné  n , 

rationnel  ou  irrationnel ,  il  faudra  satisfaire  à  l'équation  —  =  —  log  —,  où 

2         %(*        c  ** 
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l'indicé  a  «dfevra  &re  pris  d'après  le  degré  d'approximation  qu'on  veut  ob- 
tenir, afin  que  lès  quantités  de  l'ordre  i  — b0f*  ou  (c0/*)*,  soient  né- 
gligeables. 

Soit  par  exemple ,  n  =  Va ,  si  l'on  prend  fz  =  3 ,  on  aura  log  -^  = . . . 

*\2»,  ce  qui  donne,  çn  logarithmes  vulgaires,  log  co6o  =  2. 88398  18161 
9082.  Connaissant  c°00,  on  en  déduit  successivement  c00,  c°,  et  enfin  c, 
dont  les  valeurs  logarithmiques  sont, 

c°°  . ...  6.743oa  08705  n35 
c°  ../.  8.67^0  01689  43a5 
c     ....  9.6172a  4^146  6214. 

Par  ce  logarithme,  on  trouve  cs=  y* 2  —  1 ,  et  en  effet,  dans  le  cas  de  ce 
module,  on  a  exactement  F'i=2  i/a  .  Flc. 

85.  Si  l'on  considère  le  rapport,  des  fonctions  complémentaires  dans  deux 

degrés  consécutifs  de  l'échelle  des  modules,  savoir  :  =^-,=7--,  on  trouvera  que 

le  second  rapport  est  double  du  premier.  En  effet  on  a  l'équation  Ffc  = 

(1  ■+■  <f)  Pc°,  d'où  résulte  aussi  F'*°  =  (1  ■+■  b)  F'*  ;  et  puisque  c°  =  J^, 

.0         2        .        F'*       t  Fô°        *,,  uî  F*      ,  F'*00    , 

on  a  i+c  =jq^;  donc  |^==i.^/,semblableinent^==^jq-^, etc., 

de  sorte  qu'en  général 

Pi^ji^     P&0/4 

^       a'1  *  W  ' 

On  aurait  de  même,  en  continuant  l'échelle  dans  l'autre  sens,  =7-  =  2  =^ 

=  4frP'etc-  -- -•■'  ■>: 

Cette  propriété  est  générale,  quelle  que  soit  l'échelle  des  modules.  Dans 
le  cas  particulier  où  b  =  c  =  sin  45°,  on  a  donc  F'b  =  F*c,  F'b"  =  aF'c0, 
F'i°°  =  4F'c«,  etc. ,  W  =  i F'£*,  F'^s $  F'^rtc. 

¥*b  F'c  ■ 

Si  le  module  c=  y'a  —  ï  >  on  aura  ^  =  c  et  c'  ss  b  j  donc  ^r  =3 py 

Ainsi  on  a  dans  ce  cas  F'i=  ^aPc,  et  par  suite,  F,£0=3  2v/2.Flc°, 
Ft6oa=:4V/2'.  Flc^,  eta>  tî'est  aussi  ce  qu'on  obtiendrait  immédiatement 
par  Téquation  F1^  =  (i  «+•  c)  F»c,  où  c'ssi. 

Les  deux  modules  que  ïibus  venons  de  donner  pour  exemples,  sont  les 
seuls  dans  lesquels  l'échelle  des  modules  est  la  même,  à  Tordre  près,  que 
celle  de  leurs  complémens. 

T.  I.  i4 
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86,  Le  modjcde  primitif  c  étant  à  volonté ,  toute  fonction  Ffifç)  peut 

s'exprimer  par  une  fonction  semblable  Î(^,^#M)  OU  FC^if*) ,  dont  1* 
module  est  pris  dans  la  même  échelle;  et  réciproquement,  ces  dernière* 
fonctions,  relatives  à  un  4,erme  quelconque  de  Féchelfo,  peuvent  s'exprimer 
par  la  fonction  F(c,p)  relative  au  module  primitif. 

Dans  les  deux  cas  dé  cr=  j/t  e*  *  =  |/a  —  *>  la  même  propriété 
s'applique  aux  fonctions  F^,  4*),  F(*"S  4'*)>  <lui  toutes  peuvent  être 
réduites  à  la  fonction  F(c,$);  la  raison  en  est  que  les  modules  complémen- 
taires b^yb'1*,  sont  compris  dan*  l'échelle  des  modules  c,  de  sorte  qu'ij 
n'y  a  de  différence  que  dans  la  notation,  les  à-  pouvant  être  changés  en  c 
accentués. 

Pour  nous  borner  à  comparer  les  fonctions  dont  les  modules  sont  con- 
plémens  l'un  de  l'autre,  nous  ajouterons  ici  les  équations  particulières  qui 
résultent  de  nos  formules. 

Dans  le  cas  de  csta£  =  sin  45°,  on  a  des  rapports  très  simples  entre  les 
fonctions  dont  il  s'agit,  savoir  : 

F(c~%  <p°°°)  s*  8  F(£°°«,  fm). 
ete. 

La  réduction  entre  deux  de  ces  formules,  s'opérera  à  volonté  ;  car  on  sait 
comment  on  peut  déduire  <p°  de  cp',  <p°°  tfe  $!',  etc.,  et  réciproquement 
Dans  le  second  cas  où  c  =  \/i  —  i ,  on  a  les  équations 

F(c  ,<p)  =     V^F(*  >*'), 
F(c%<po)  =  av/2F(6",<p''), 

«te. 

par  lesquelles  on  pourra  toujours  faire  la  transformation  entre  deux  fbne- 
tiet*s  dont  les  module*  soat  cocuplêtoens  l'un  de  l'ambre» 

Nous  avons  indiqué  ces  propriétés  avec  quelques  détails,  parce  cju'en 
général  il  y  a  très  peu  de  cas  où  la  fonction  TÇcr<p)  puisse  étrq  transfor- 
mée en  une  autre  F(6,  4)  relative  au  module  complémentaire.  J§t  la  trans- 
formation ne  réussit  dans  les  deux,  cas  précédens  >  que  parqe,  que  FécheUe 
des  h  est  la  m$me,  à  l'ordre  près,  que  celle  des  c. 

87.  On  pourra  donc,  parla  même  raison,  transformer  eqAre  elle*,  dans  les 
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deux  mêmes  cas,  deux  fonctions  E  dont  les  modules  sont  complémens  l'un 
ne inratre*  CFcst  ce qern  suffira  de  faire  Ttnr  dans  le  cas  oto  le  module  pri- 
mitif c=  ^2 —  i. 

On  a  en  général  les  deux  équations 

ce  qui  suppose  entre  let  Jtmj&tudt»  qf  et  p  la  relation  comprise  dans 
l'équation  sin  (^(p'  — <p)  =  c  sin  <p,  ou  dans  son  inverse  tang(<p  — <p')  = 
ytang<p'. 

Faisant  dans  ces  formules  */  =  £,  &'  =  c,  5*  =  2c,  ou  aura  les  équa- 
tions suivantes  : 


W»9-îfe*foffc 


Ainsi  la  fonction  E(£,$0  peut  s'exprimer  par  E(c,^),  et  réciproquement. 
Soit  $  ss  1 7»- ,  on  aura  <p  =  * ,  E(£,  p')  s*  E*£ ,  Efc>?)  =  aE'c,  donc 

E'*  =  i/a  (E*c  —  cPc) ,  FA  s=  v^a  •  Fc. 

Appliquant  à  ce  cas*  l'équation  générale  des  fonctions  complémentaires 

ï  as  F'AE'c  -f-  F'dS** — F'cF'i,  on  en  déduira 

Ainsi  les  fonctions  de  seconde  espèce  E'c,  E'&,  se  déterminent  par  lçs  fonc- 
tions de  première  espèce  F'c,  F1^,  ou  seulement  par  l'cme  dfttte»,  puisque 
leur  rapport  est  connu. 


i4«< 
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CHAPITRE  XXI. 

Méthode  et  approximation  appliquée  aux  fonctions  elliptiques 

de  la  seconde  espèce. 

88.  (considérons  généralement  une  fonction  6  composée  de  la  première  et 
de  la  seconde  espèce,  en  sorte  qu'on  ait 

G=/(A  +  Bsin'<p)^. 
Si  on  y  substitue  lès  . valeurs  sin* ç  =  i(i  +  c'  sin* $°  —  ù?  cos  0°) ,  — 
sss  iiî-  .  -^- ,  on  aura  la  transformée 

V*  -         '     •  •      ï  .... 

où  Ton  suppose  G°  ==/(A°  +  B0Hn*<p<>)  ^,  A°^=A  +  ^B,  B°  =  £Bc°. 
On  trouvera  ensuite  par  de  semblables  transformations, 

Go  _I±£(G°°  _^B°sin(p-), 

G°o  s=  ^t^(Gooo—iB00sin  0°°°)> 
etc. 

Ainsi  la  formule  intégrale  G  se  ramène  successivement  aux  intégrales  sem- 
blables G°,  G°°,  G°°°,  etc.,  et  une  seule  de  ces  intégrales  suffit  pour  déter- 
miner toutes  les  autres. 

Supposons  que  cette  suite  soit  prolongée  jusqu'à  un  terme  G"  assez 
éloigné  pour  que  le  module  correspondant  c*1  soit  de  l'ordre  des  quantités 
qu'on  veut  négliger;  alors  on  aura  ù!*z=z  i,  et  la  valeur  de  G*  se  réduit 
d'abord  à /(A^  +  B^sin*^*)^*;  observons  ensuite  qu'on  a  B°  =  jBc°, 
B°°  =  7 B°c*0  =  £Bc°c",  B00o  =  £ BcV^c000,  etc.;  donc  la  suite  B°,  B", 
B*00,  etc.  décroît  plus  rapidement  que  la  suite  c%  c000,  c*°,  etc.  Donc  on 
peut  faire,  après  un  certain  nombre  de  termes,  B^ss  o,  ce  qui  donnera 
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CœAYsà"/  *,  *  étant  la  limite  des  angles  <p,  ±  p °,  i^00,  etc. 
A  l'égard  de  A'*,  puisqu'on  a  A°  =  A  +  |B,  A,,  =  A°4-fB%  etc., 
l'expression  générale  de  AM  sera 

Maintenant  il  est  aisé  de  voir  que  la  valeur  de  G,  déterminée  par  celle  de 
G/*,  est  composée  de  deux  parties;  Tune  KA^4>,  K  désignant  le  produit 
(i  4-  c°)  (i  -+•  c*°)  (i  +  cP°°)y  etc.,  l'autre  algébrique  ou  périodique,  savoir  : 

/i+c°\B  .    ^      /i4-c°\ /i-f-c°°\  Bc°   .      ^ 

-(,Jr)5i'f"(,T-) (  .  ) T»**  -etc- 

Mais  comme  on  a  i-f-c°=5-£— ,  i+g°°=  -">  etc.,  cette  seconde 
partie  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Donc  la  valeur  totale  de  6  sera 


G  =  KA*fr—  S(i^siny+^^ 

On  peut  encore  donner,  à  la  partie  algébrique  de  cette  formule  une  autre 
forme  qui  sera  plus  facile  à  calculer  dans  certains  cas.  Pour  cela  soit 
$•— -$=«,  <p°* — 0°=à>°,  0°°^—  ç00=û>0#,  etc.,  on  aura  la  suite  d'équations 
tang  »  =  £  tang?,  tang«°  =  4*  tang  0°  =  4°  tang  (? H-  a>) ,  taug  a>°*  = 
i00  tang  ?°°  =s=  £°°  tang  (^  +  »°),  etc.,  par  lesquelles  on  calculera  succes- 
ment  les  angles  a>,  a°y  »°°,  etc.  Or  là  valeur  ?*=*?+û>,  donne  sinp°=  * 

sin  ç  cos  »  •+•  cqs  Q  sin  *  =  (i  +  A)  sin  $  cos  m  =  0  sin  9  cos  a>  = 

-£-r  sin  9  cos  »  ;  on  aura  de,  même  sin  $••  =  -r-rs  sin  0°  cos  o>°  = 

—^  sin  9  cos  «  cos  û>°,  sin  ç0O°  =    w^^?*?1  ?  co&j»  gos\û>°  oos  û>°°,  etc. 

Donc  la  valeur  de  G  peut  être  exprimée  par  cette  formule  dont  la  conver- 
gence est  manifeste  .  "  \    r  -  "  "        ™ 

G=  KA**  — -iB  sin  <p  cos  «  (i+?  P°  <a>s  »°+  :?  W Co*  a0 CQS  »°°4^etc.). 
Dans  le,  cas  où  Q  as,  j  ir,  la  partie  algébrique  disparaît,  et  on  a  la  fonction 
complète  G'  =zVLA!* .  i*.  .-•■•  v  >  ;v 
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Les  juite»  <jui  composent  la  vilemr  de  G  auront  fett  Qfiftftr&tato  â 
on  4  c*  <  |f  et  alors  trois  terme*  suffisent  pour  donner  la  valeur  de  6 
approchée  jusqu'à  sept  décimales  environ.  Les  mêmes  formules  pour- 
ront être  employées  avec  avantage,  quand  même  le  module  c  serait 
beaucoup  pins  près*  de  l'unité;  car  si  on  avait,  pat  exemple,  c  =  0.985, 
il  en  résulterait  à  peu  près  c°  ==  j/  ?  j  cf  où  Ton  voit  qu'il  n'y  aurait  qu'un 
terme  déplus  à  calculer,  c*esfc-  à —dire  quatre  termes  en  lotit,  poOTaroirla 
valeur  de  G  avec  k  même  degré  d'approximation. 

Mats*»*  est beaucoup  peu*  près  de  l'unité,  otft  m  +ym*t  e*  >  i,  am  *e»t 
obtenir  un  même  degré  d'approximation  avec  le  moindre  nombre  possible 
de  transformées,  alors  il  conviendra  de  se  servir  de  la  seconde  méthode 
dont  nous  avons  fait  usage  en  pareil  cas,  pour  les  fonctions  de  la  première 
eepeœ. 

89.  Cette  méthode  consiste  à  prolonger  dans  un  ordre  inverse  la  série  des 
transformées.  Ainsi  l'équation  entre  G  et  G°  qui  donne 

s'applique  semblablement  aux  deux  fonctions  G  et  Gf ,  et  on  en  déduit 

iqmtàm  où  Va*  doit  tnppowr  &  =  /(  A'-t-  W-ém*  *')  2£,  A'  «  A 
—  ±fiV&'s~  — f  On  aura  semblablement  par  des  transformées  ultérieures 

etc. 
Mais  lorsque  la  suite  G7,  G",  etc. ,  sera  prolongée  jusqu'à  un  terme  suffisam- 
ment éloigné  G",  on  pourra  aire  et*  =  1 ,  AM  =  cos  $**,  et  alors  la  fonctioa 

G^  deviendra  /(À*  -f-  V  mff)  ^2C-f  ce  qui  donnera ,  en  intégrant, 

COf^* 

G^=(A^4-»-)logtang(4^^.^^)  —  VàniT, 
et  p»  sera  égal  alors  à  la  limite  $'. 

On  connaîtra  donc  la  valeur  de  G  avec  toute  Pexactitude  qu'on  peut 
désirer,  en  prolongeant  la  suite  des  modules  cfy  <fy  i*,  etc.,  et  celle  de 
leurs  complémens  Vy  b">  b"\  etc. ,  jusqu'à  ce  que  té  dernier  terme  de 
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ci  V*  w^wz  petit  pour  que  «on  qtrerré  soit  négligeable.  Alors  on  pourra 
faine  <P=Liy  et  calculant  tm  pareil  «ambre  de  termes  de  la  série  des  am- 
plitudes <pfy  4",  $n%  etc.  ^  ea*aura  le  (fermer  terme  f  qui  pourra  être  pris 
pour  la  limite  <D'. 

Faisant  dont  lot  substitutions  nécessaires  pour  avoir  la  valeur  de  G  au 

moyen  de  Gf y  et  observant  qu'on  a  --|~sa~,  7^7=^ «c>  on 
trouve**  cette  formule  généitle 

G«K'(A*4-^)k*t«^ 

On  a  feit  comme  ci-dessus  !£'=£=  c**  t/T*"*"* — — y  >  ou  amplement  K'  = 
t/r — — \,  parce  que  <P  peut  être  pris  pour  l'unité.  Quant  &  la  va- 
leur de  A" -{- W*>  %i on Rappelle  IT,  On  aura 


1/ 


_A       __al£ ?_?? 4L  ^""'B 

"■""  cc'cm...d*-1         c        ce'       cc'cf"         ce'c9  ...c*-1* 


Cette  quantité  est  exprimée  par  une  suite  divergente,  ce  qui  importe  peu, 
parce  que  le  nombre  des  ternies  à  calculer  sera  toujours  assez  petit;  cepen- 
dant il  est  facile ,  si  on  le  juge  à  propos?  do  la  mettre  sous  une  autre 
forme.  En  effet,  considérant  îf  comme 'composé  de  L  et  de  la  somme  des 
différences  successives  1/— •  t,  L*— !/,  etc.,  on  trouve  aisément 

ou ,  ce  qui  revient  au  méme^ 

*«**«+?{>«.  v^w^ . . . + v^e^)> 

et  sous  cette  forme  la  convergence  de  la  suite  est  manifeste. 

On  peut  également  rendre  convergente  la  suite  des  quantités  algébri- 
ques comprises  dans  la  valeur  de  Ç.  Pour  cela ,  soit 

oa  dédtt*  do  là 


ua 
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=,-      ^        (>+*  sin  ^'  -  -4;  sin  f). 

Or  lorsque  J*  est  devenu  très  petit,  l'équation  entre  $*  et  <p'rM,  qui  est 
tang  (<p*  —  ^H")  =  V**-  tang  «P**' ,  donne  à  très  peu  près  <p  =  <p^'  + 
i^-1  tang  <f+\  ou  sin  <p*  =  (i  +  V**)  sin  «p^1"'.  Donc  <f+*  sin  (p"*1  — 
—  sin  <P  es  ^  (a  —  A^"1)  sin  <p'"H.  Cette  quantité  est  de  l'ordre  V*1, 

et  par  conséquent  négligeable,  donc  on  aura  pour  exprimer  4;  (f*)>  celte 
suite  convergente  :  • 

4(A*);=cshi*H ^-(c'  sinç'— -psin^) 

+  1^(c"sm<p"-£W) 

+      «(</"  sin  ^"-^  sin  <p'0 
y  ccc  c 


Et  ta  valeur  de  G,  exprimée  tout  entière  en  suites  convergentes ,  sera 

G=  KV  log  tang  (45»  +  *fT)  -  5  4  (/a). 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  cette  approximation  est  fondée  sur  ce  que, 
dans  la  valeur  de  G/* ,  on  a  substitué  cos  $**  au  radical  A*"  dont  la  vraie  va- 
leur est  v^[cos*f'i  +  (^*  m1  ♦*)*]•  Cettç  substitution  est  permise  tant  que 
(^tangÇP)*  est  une  quantité  négligeable;  mais  elle  ne  pourrait  plus  avoir 
lieu  si  <(f  était  assez  près  de  90%  pour  que  V*  tang  <p**  cessât  d'être  très 

petit.  Supposons,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  défavorable,  qu'on  ait  <p*  =  90°; 
alors  il  faudra  prolonger  les  suites  d'un  terme  de  plus,  ou  jusqu'au  (ft  -4-  i)'*"' 

terme,  ce  qui  donnera  tang  çP*1  = — ~j-  ou  y*+î  tang  ^*+î  =  1/(4^"'), 

quantité  dont  le  quarré  £^+I  est  très  négligeable  par  rapport  à  l'unité ,  puis- 
que (£**)*  était  déjà  supposé  négligeable.  La  formule  s'appliquera  donc  sans 
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aucune  difficulté  ;  ainsi  le  moyen  de  prévenir  toute  exception ,  est  de 
prendre  ft  assez  grand  pour  que  <tf*~%  ne  surpasse  pas  qo°,  condition  qui 
sera  toujours  facile  à  remplir. 

Pour  avoir  la  valeur  de  la  fonction  complète  G1 ,  on  pourrait  faire  $=90* 
dans  la  formule  générale  ;  mais  cette  formule  ne  se  simplifierait  pas  sensi- 
blement, «t  elle  contiendrait  toujours  un  nombre  de  termes  indéfini.  Il  sera 
plus  simple,  en  se  conformant  à  l'observation  précédente,  de  faire  9**""1 
=  90%  ce  qui  donne  tang  <p**  =  — — ,  sin  qf  =?  — — ,  et  en  rétrogra- 
dant, <p^-a=?r,  (p^-3  =  ^r  .♦..  ^assa*"**,  f  =*-**,  *=**-** 
— -/"If.  On  aura  donc  G  (^ssa*""1  G1;  mais  dans  l'hypothèse  que 
(&*)*  est  de  l'ordre  des  quantités  négligeables,  on  a  sin  <p*  =  1  — -  £  #*,  et 
log  tang(45M-*^)  =  ilog(^^  on  aura  en  même 

temps  la  quantité  4  V*)  =*  -^gr  sin  ^ — ^ '=  — jt-  ;  donc 

et  enfin 


"?!?"' 


~,      Kl/4,     ,4\        B 


Ces  formule?  pour  déterminer  tant  la  fonction  indéfinie  G  que  la  fonction 
complète  G* ,  permettent  de  pousser  l'approximation  aussi  loin  qu'on  vou- 
dra. Il  faudra  prolonger  le  calcul  des  modules  croissans  c7,  c",  c'",  etc., 
et  celui  de  leurs  complémens  bf9  b"...l/*9  jusqu'à  ce  que  V**1  appartienne 
à  l'ordre  de  décimales  qu'on  veut  négliger,  ou  à  un  ordre  ultérieur.  Il 
faudra  en  même  temps,  s'il  s'agit  de  la  fonction  non  complète  G,  ne  pas 
donner  à  <p  une  valeur  plus  grande  que  2**~V.  On  calculera  alors  jusqu'à  la 
même  limite  les  valeurs  de  K/,  1/  et  4  (a*)» 

90.  Pour  appliquer  ces  formules  aux  arcs  d'ellipse  ou  aux  fonctions 
proprement  dites  de  la  seconde  espèce,  soit  G=E=/A<Jp,  on  aura  A=i, 
B  =  —  c*. 

Par  la  première  méthode,  l'expression  de  l'arc  indéfini  sera 

E(c,»)=KX^+-^%mr+^^8b^+c/cy^^r°4-etc. 
T.  I.  i5 
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Et  celle  da  quart  d'ellipse 

E'(c)  =  KL* 

Dans  ces  formules,  K  représente  le  produit  (i+c#)  (i+c°°)  (i-f-^*),  etc., 
continué  jusqu'à  un  facteur  1  •+■*/*  où  c**  soit  de  l'ordre  des  quantités  négli- 
geables. Cette  même  quantité  peut  se  mettre  sous  la  forme .  • . .  » • . . 

K  ss  1/  Q  •  b°b°*b00*  .  • . .  J  etc. ,  plus  commode  pour  la  calcul  logarith- 
mique. Enfin  la  quantité  L  est  donnée  par  la  suite  convergente 

à  laquelle  on  peut  donner  cette  autre  forme 

T         <*  f         c*V>°       c^c00*000       c°W«V"*         .   \ 

L  =  4^(I ^ 4 § etcV> 

au  moyen  de  la  substitution 

1  "~  a         f13  4c*% 

Ces  formules  offrent  les  suites  les  plus  convergentes  qu'on  puisse  désirer 
pour  la  rectification  de  l'ellipse.  Elles  s*appliquent,  comme  nous  l'avons 
déjà  dit,  non-seulement  à  des  valeurs  de  c  plus  petites  que  }/£,  mais  à  des 
valeurs  beaucoup  plus  grandes  et  très  rapprochées  de  l'unité. 

EXEMPLE. 

91 .  Soit  proposé  de  trouver  Parc  E  (c,  f)  lorsque  <?ss sin  75*  et  tarig  f 

Par  les  valeurs  déjà  calculées  (art.  78),  on  a  logR  =  o.246o56i,  *  = 
3o%  r=*6a°36'3"  10,  <p°°  =  "9°55'47"67,  f-saa^pVig,  ensuite 
on  trouvera 

L     ==      0.3888658, 

î^lsinr     =:      0.3390186, 

-«^ —  sm  0°*    =       o .  05^2873 , 

e^*ÇcOOÙ  *mp~  as  —  o.ooi3888, 

-t — ^  ■        sm  ^""s       o, 00000 10. 
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La  somma  des  partie*  algébriques  est  0.3799180,  ainsi  on  a  E(c,  <p)  =*,. . . 
KL- g  +  0.3799180;  ou  aura  an  même  temps  la  fonction  complète  El(c)x=t 

KL.^,  d'où  résulterait  Efe  P)*k«|  £*(«?)  «+*  0.3799180.  Mais  puisque  l'arç 
E(c,<p)  se  mesure  par  le  tiers  de  El(c),  on  trouvera  par  les  formules  de  la  tri- 
section (art.  60), E(c,ç)=|E,(c)+— ^-îj  le  résultat  précédent  s'accorde 

parfaitement  avec  cette  formule,  car  on  a  en  effet  ~?r-^= 0.37991 79. 

Le  même  calcul  donne  de  plus  logE'(c)  =  0.0319757  et  E'(c)=. .. 
1 .0764049  ;  donc  dans  le  e*s  proposé,  l'aro  E(c,f)*=?o.  7687 196;  et  on  voit 
que  la  partie  déterminée  algébriquement ,  forme  plus  de  la  moitié  de  l'arc. 
Au  resté  la  valeur  trouvée  de  E'(c)  s'accorde  avec  celle  qu'on  déduirait  de 
la  formule  de  l'article  44?  »  y  mettant  pour  F1  (ç)  sa  valeur  trouvée 
article  70. 

92.  Si  le  module  c  est  assez  peu  différent  de  l'unité  pour  qu'on  juge 
nécessaire  d'appliquer  la  seconde  méthode,  il  faudra,  dans  le?  formules  dt 
l'art.  89,  feire  À  ==?  1 ,  B  =  -~ c%  ce  qui  donnera 

ou  plus  simplement,  pajœe  que  b  1/b' s&i-»o, 

Quant  à  la  valeur  de  K'  et  h  celle  de  h  fonction  4(a0>  eUes  ne  dépendent 
point-  des  valeurs  de  A  et  de  B  \  ainsi  elles  restent  les  mêmes  que  dans 
l'article  cité.  On  aura  donc,  d'après  ces  valeurs ,  la  fonction  indéfinie 

E(c,^=R'I/taDg(45«  +  i*,)+c4(f*), 
et  la  fonction  complète 

Ces  formula  pour,  le  ealcul  des  arcs  d*ellipse,  lorsque  k  nodule  diffère 
peu  de  l'unité,  supposent  qu'on  prend  f*  assce  grand  pour  que  (b1')* 
appartienne,  à  l'ordre  de  décimale»  qu'où  ywl  nigUgff  >  «e  V»  permet  èp 
fair«  j/*  s»  r. 
Si  011  veut  avoir  les  valeurs  de  E  (c,  <p)  et  de  E'tf  «pptoebrfes  MufeiW»&  )W#- 

i5.. 
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qu'au  septième  ordre  de  décimales,  il  suffira  défaire  /tsa  dans  les  formule* 

précédentes  j  ce  qui  donnera  K'= \/  - ,  et  parce  qu'on  a  V  y/W  si-c', 

=  \  b%  */(  cc  ,.j,  ou  enfin  I/*s=  —  |/K'.  Réduisant  ensuite  la  partie  algé- 
brique ,  ou  revenant  à  la  forme  primitive  de  c>J>  (/») ,  on  aura  les  formules 

E(c,<p)  =  ii*(K')îlogtang(45»+^")— csin0—  3i/csiu*'+^sin  ?", 

1  I  y 

La  dernière  est  la  même  que  E'c  =  ±  £•  (K')*  F*c  -f-  ^ ,  et  sous  cfctte  forme 

elle  offre. une  relation  assez  simple  entre  les  fonctions  complètes  E'c,  Fac, 
relation  d'autant  plus  approchée  que  b"  sera  plus  petit. 

93.  Appliquons  ces  formules  à  l'exemple  de  l'art.  91 ,  ce  qui  est  un  cas  peu 
favorable  puisque  la  valeur  de  c  est  assez  éloignée  de  l'unité.  On  connaît 
déjà  dans  cet  exemple  les  valeurs  de  c*,  £',  &",  ainsi  que  celles  des  ampli- 
tudes ç,  $',  ?"»  Au  moyen  de  ces  valeurs  le  calcul  de  la  fonction  E  (c>  <p  ) 
se  fera  ainsi  : 

1-parUe     f  *'(K')hog.tang(45M- **''),    ou    **•(*')* *(c,  f), 

l/K'.. .  0.0037477  5 
±b\..  8.5*49624 
¥(c,<p)...  9.9650547 
(I)  8.49376485. 

La  seconde  partie,  toute  algébrique,  est  composée  de  trois  termes  dont 
voici  les  valeurs  : 

^rsin^"  =    a. 8293085,  (I)  =  0.0311720, 

a|/c  sin  <p'. . .  —  1 .4i4654o,  (II)  =  0.7075475, 

c  sîn  0...  —  0.7071070.  E(c,  p)=  0.7387195. 

(11)  0.7075475. 

Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  que  nous  avons  déjà  trouvé,  et  on  voit  que 
la  partie  transcendante  contenue  dans  la  fonction  £  (c,  p)  est  environ  24  fois 
moindre  que  la  partie  algébrique. 
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On    trouverait  également   que  la  fonction  complète  E'c  est  égale  à 
'  1 .0764052,  comme  nous  l'avons  trouvée  par  la  méthode  des  modules  décrois- 
sans. 

94.  Pour  appliquer  les  formules  générales  à  la  rectification  de  l'hyperbole, 

il  ne  s'agit  que  d'évaluer  l'intégrale  G=J  " — £~^  V*  représente  la  quan- 
tité A  tangp  —  T,  différence  entre  l'arc  d'hyperbole  compté  du  sommet 
et  sa  tangente  terminée  à  l'aie  transverse.  Or  en  Élisant  dans  la  formule 
de  l'art.  88 ,  A  es  c*,  B  =—  cm,  on  a  la  fonction  indéfinie 

G(c,<p)  =  *KC*(i-f-^-?^-etc.) 

et  la  fonction  définie 

G»caKtf.^i-- ^ g etc.). 

Celle-ci  est  la  différence  entre  l'asymptote  et  la  combe,  laquelle  s'exprime 
'ainsi  très  simplement  par  une  suite  fort  convergente. 

Lorsque  l'hyperbole  est  équilatèrç,  la  quantité  G'c,  qui  en  général  a  pour 
valeur  E'c  —  b%1S%c  7  se  réduit  à  E'c  —  £  F'c.  Mais  comme  dans  le  cas  par- 
ticulier où  c*  =  I  =  b%y  on  a  -  =  (aE1  —  F*)F*,  la  valeur  de  G1  se  réduira 
ultérieurement  à  ^-,  et  parce  que  F1  =£*!£,  on  aura  encore  plus  sim- 
plement G1  =*^r  et  log  G1  =  9.6269626. 

On  peut  regarder  comme  applicable  à  tous  les  cas,  la  formule  T  =. . . . 
A  tang  <p  —  G(c,  <p);  cependant,  si  c  était  extrêmement  près  de  l'unité,  on 
pourrait  pour  déterminer  G,  faire  usage  des  formules  de  l'art.  89,  après 
avoir  fait  Assc*  et  B  =  —  c\ 
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Méthode  d 'approximation  appliquée  aux  fonctions  elliptiques 

de  la  troisième  espèce. 

o5.  Au  lieu  de  considérer  la  simple  formule  II  =  f7 — : — -~ — r—  oui 
^  *  ■  ,J  \  i  +  n  sin*  ç  )  A  * 

appartient  à  la  troisième  espèce,  nous  considérerons  plus  généralement  la 
formule 

qui  est  composée  d'une  fonction  de  la  troisième  espèce  et  d'une  de  la  pre- 
aûèfiç,  affectée*  de  coefficient  coostans.  Si  on  appliquait  lé  calcul  h  la  , 
simple  fonction  n,  la  première  transformée  contiendrait  une  partie  affrétée 
d*  la  fonction  do  première  espèce  ¥(c%  Q*))  c'est  pourquoi  il  convient, 
pour  l'uniformité  de*  résultats ,  d'admettre  le?  deux  sortes  da  fonctions 
dan*  la  fprmule  primitive,  ainsi  que  nous  l'ayons  déjà  fait  pour  les  fonc- 
tions G  (art.  88). 
-     Cela  |>osé,  si  o»  fait  iin**« £(i  +  c«sin«f  —  A'cos**),  et  *  = 

1         .  ~y  on  aura  pour  première  transformée 

H~-r^LH  ~r+^/i  ÎJiyJ» 

les  valeurs  de  H#  et  de  ses  coefliciens  étant 

h«=  Aa*  i    BO|,înV  Vr 

- »(»4-c») 

(i  +  *)'  (»+»)* 

B«  —  R        ^4- ai»  4-»* 
Ainsi  la  fonction  H(n,  c,  f  )  est  ramenée  i  une  fonction  semblable  H(«%  c%  <p*), 
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dans  laquelle  les  trois  été  mens  n,  cr^  ont  subi  des  changement  propres  à 
faciliter  les  approximations* 

La  même  loi  aura  lieu  dans  les  transformées  ultérieures  j  de  sorte  qu'en 
faisant 


A*°  =  A°  + 
B0O=;Bo. 


on  aura  la  seconde- transformée 

a  —       a      L  i  +  n°J  1  +  n°°  sin'^J" 

On  peut  continuer  indéfiniment  ces  transformations,  d'où  résulteront  une 
suite  infinie  de  fonctions  H(/i,  c,  $),  H(n°,  c°,  $°),  H(n°°,  c°°,  p00),  etc., 
telles ,  qu'une  seule  étant  connue,  on  pourra  déterminer  toutes  les  autres. 
96.  Examinons  d'abord  avec  quelque  détail  la  loi  de  progression  des  para- 
mètres n°,  n°°,  etc.  Si  on  fait  n=.mc>el  semblablement  n°  =  m°c°>  Féqua- 

tîon  qui   détermine  n°  donnera  m°  =  "|v*       s  M**8  ^^  P^t  toujours 

supposer  le  paramètre  n  <  c,  ce  ïpû  donne  m  <  1  ;  on  aura  donc  aussi. .  . 
m°  <  1 ,  et  même  m0  <  m;  car  de  la  valeur  précédente  on  déduit. 

.    m°       (1  +c)  (1+1»)  m°        (1— c)(i — m)  •  i»° 

i  +  —  =  . — ! — S  * —  * ~r ->ce  qui  prouve  que  —  f 

1    m  i+cm         7  m  i+cm         *        *i      r  *       1»  ■ 

positif  ou  négatif,  est  toujours  plus  petit  que  l'unité.  Donc  les  termes  m, 
m°,  m°°,  etc. ,  sont  tous  plus  petits  que  l'unité  et  forment  une  suite  décrois- 
sente;  et  par  conséquent  la  suite  des  paramètres  n,  n°9  n°°,  etc.,  décroit 
plus  rapidement  que  la  suite  des  modules  c,  c°,  c°°,  etc.,  cbaque  ternie 
de  la  première  étant  plus  petit  que  le  terme  correspondant  de*  la  seconde. 

A  l'égard  des  signes  de  ces  paramètres ,  il  y  a  deux  cas  à  considérer. 
i#.  Si  n  est  positif  ou  si  n  est  négatif  et  plus  grand  que  c*,  ensorte  qu'il  soit 
compris  dans  la  forme  —  1  +  b*  sinâ  0,  alors  n°  sera  positif,  et  il  en  sera  de 
même  de  tous  les  paramètres  suivans  it°°,  ji°°°,  etc.  Dan*  ce  premier  cas»  se 
trouve  compris  celui  de  n  —  dbc  qui  donnera  n°  =  c°,  n00  =  c0°,  etc.; 
mais  ce  cas  est  inutile  à  considérer,  parce  que  d'après  l'art.  49 1  J*  fonction 
H  se  réduit  alors  à  la  première  espèce. 

a°.  Si  n  est  négatif  et  plus  petit  que  c*,  ensorte  qu'on  ait  n  sas  — -  d*  sm*9 
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on  pourra  Caire  semblablement  nû  as  — -  c°A  sin*  0°,  et  l'angle  0°  se  détermi-' 
nera  par  l'équation 

tang(fl°  — fl)  =  4tangfl, 

ce  qui  est  la  même  loi  suivant  laquelle  l'amplitude  ç>°  se  déduit  de  <p. 

Calculant  donc  successivement  (1°,  000,  Ô000,  etc.,  d'après  cette  loi,  on 
formera  la  suite  des  paramètres  n°= — c^sin^fl0,  n°°= — c001sin1fl00^  etc., 
qui  décroît,  comme  on  voit,  avec  encore  plus  de  rapidité  que  dans  le  pre- 
mier cas. 

Connaissant  ainsi  la  loi  de  progression  des  paramètres  1»,  venons  â 
celle  des  coefficiens  A  et  B  dans  les  transformées  successives.  Soit,  pour 
abréger, 

jl_     *  +  *n  +  n* (!+»)'  —  y 

et  soit  désignée  par  k?  une  quantité  composée  de  c°,  4°,  n°,  commç  k  Test 
de  c,  b,  ny  et  ainsi  de  suite,  on  aura 

B°=:£AB,  Bû»ss£M°B,  B000»! JU°J^°B9  etc. 

Mais  pirisqu'après  un  certain  nombre  fi  de  termes,  les  cf*  et  rf  pris  dans 
les  suites  c°,  £°°,  etc.,  n°,  nao,  etc.,  sont  assez  petits  pour  être  regardés 
comme  nuls,  il  est  clair  qu'il  en  sera  de  même  du  terme  correspondant  k* 
de  la  suite  A,  k?y  A00,  etc.,  et  qu'ainsi  on  peut  (aire  en  toute  sûreté  B**  =  o. 
Quant  à  la  valeur  de  A**,  elle  sera  donnée  par  la  suite 

qu'il  faudra  prolonger  jusqu'au  terme  qui  contiendrait  #*  exclusivement. 

Appelons  toujours  0  la  limite  des  angles  $,  — ,  -r-,  etc.,  celte  limite 

étant  censée  atteinte  après  le  nombre  de  termes  /*,  on  aura  <(?  =  y<î>  f 
et  parce  que  c**  est  de  l'ordre  des  quantités  négligeables,  on  aura  fi^-ss 
tf  A'**. 

97 •  Il  est  facile  maintenant  d'avoir  le  résultat  des  transformées  succes- 
sives jusqu'à  la  ffel^M  inclusivement.  Soit  toujours 

K^I+c»)(,+o-)...(,+AottK^^.^.^.etc:, 
la  valeur  de  la  fonction  1}  sera  donnée  en  général  par  la  fonqule 
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HssK^A^*  —  !^£l.-iiL     arctang(i/^sin^°) 
c     *  i  +  n  *  tfn° 

V^     y/c°0       j*B      arctangÇi/^sin»00) 

c    *     c°     *  i  +  n°  *  \Zn°° 

^  ]/c°     yc90     X/c000    jkfrB    arc  tang  (  V  n°°°  sin  0OO°) 
c     *     c°     '      c°°    •  i+n°°  *  j/^ 

—  etc. 
Cette  suite  [étant  prolongée  jusqu'au  terme  dont  le  rang  est  \i  inclusive- 
ment, l'erreur  de  la  formule,  mesurée  par  les  termes  suivans,  ne  pourra 
être  que  de  l'ordre  c**+I  j  de  sorte  que  si  on  ne  veut  pousser  la  précision 
que  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  <f ,  on  aura  un  terme  de  moins  à  cal- 
culer ,  tant  dans  la  suite  précédente  que  dans  la  valeur  de  &"  et  dans 
celle  de  À*. 

Au  reste  les  arcs  de  cercle  qui  entrent  dans  la  formule  générale  se  chan- 
geraient en  logarithmes,  si  n  était  de  la  forme  —  c*  sin*  fl;  mais  ce  change- 
ment n'est  sujet  à  aucune  difficulté. 

Lorsque  $  sa  {  tt  ou  =  un  multiple  de  £  7r,  tous  les  arcs  de  cercle  dis- 
paraissent, et  on  a  simplement  H  =  KA^O.  Donc  la  valeur  de  la  fonction 
complète  est 

Remarquez  que  la  valeur  de  H  exprimée  par  les  transformées  successives, 
se  terminerait  d'elle-même,  si  on  avait  l'une  des  égalités  rass— i+£,  n°= 
— 1+£°,  /i°°=— 1+4°°,  etc.  :  alors  la  fonction  H  se  ramènerait  indéfini- 
ment à  la  première  espèce. 

Pour  qu'on  ait  en  général  —  i  -f-  #*  :=  nf*  =:  —  (c**  sin  6^*)*,  il  faut  que 
cotfr*=i/^,  ou  qu'on  ait  F(c**,  0")=7  Vg(cP).  Mais  les  paramètres  successifs 
n=i  — t <*  sin*  fl ,  n°  =  —  c0%  sin*  8° ,  n°°  =  —  c°°*  sin*  8°°,  etc. ,  étant  formés 
d'après  la  même  loi  qui  lie  cintre  elles  les  amplitudes  fl,  6°,  fl°°,  etc.,  on  a 

F(c,  fl)  =ïJhi!F(c0,  fl°),  F(c°,  fl°)  =i:^  F(c00,  fl°°),  etc.  j  et  en  général 
F(c,fl)  =  ^  +  ^(,+^-:(l+^F(^y)  =  ^P(c)-  Les  cas  qui 
donnent  lieu  à  la  réduction  de  la  fonction  H ,  sont  donc  tous  ceux  où  le 
paramètre  n,  de  forme  — c*  sin1  fl,  est  tel  qu'on  a  F(c,  fl)  =  — çjF'(«)> 
f*  étant  un  entier.  La  même  réduction  aurait  encore  lieu  si  on  avait  F(c,  fl)  sa- 
-~j  F'fc),  2f  +  i  étant  un  nombre  impair  quelconque. 

T.  I.  *6 
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Les  formules  d'approximation  que  nous  venons  de  donner  pour  déter- 
miner la  valeur  des  fonctions  H  et  H1,  peuvent  s'appliquer  à  tous  les  cas,  et 
le  plus  souvent  il  ne  faudra  calculer  que  fort  peu  de  termes  pour  obtenir  un 
-grand  degré  de  précision.  Cependant  si  la  différence  i  —  c  était  tellement 
petite  qu'il  fallût  prolonger  assez  loin  la  suite  c°,  e°*,  e*°°,  etc.  pour  parvenir 
à  un  terme  négligeable  c1* ,  il  pourrait  être  préférable  de  suivre  la  seconde 
méthode,  c'est-à-dire,  de  faire  les  transformations  dans  un  ordre  inverse, 
ainsi  que  nous  l'avons  pratiqué  en  pareil  cas  relativement  aux  fonctions  de 
la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

98.  Et  d'abord  si  la  différence  1  —  c  est  déjà  assez  petite  pour 
qu'elle  puisse  être  négligée,  on  pourra  intégrer  immédiatement  la  for* 

mule  H  sss  /  (  A  H 1  sn.*t     )  ^,  en  mettaut  cos  0  au  lieu  de  A,  ce 

qui  donnera 

H-(A+;yh,i-,(4s.+i#)-J:.sî2a^±H 

Cette  intégrale  est  rigoureuse  lorsque  c  =  1  ;  mais  s'il  y  a  une  différence, 
quelque  petite  qu'elle  soit,  entre  1  et  c,  elle  ne  pourra  s'appliquer  sans 
erreur  à  des  valeurs  de  <p  plus  grandes  qu'une  certaine  limite.  En  effet, 
la  quantité  A  qui  en  général  est  f/(cos*  <p  +  ift  sin*  <p  ),  ne  se  réduit 
à  cos  ç  que  lorsque  cot  <p  est  censé  beaucoup  plus  grand  que  b.  Cest 
pourquoi  il  convient  de  chercher  une  formule  qui  donne  la  valeur  de  H 
pour  toute  valeur  de  <p,  dans  l'hypothèse  seulement  qu'on  puisse  négli- 
ger les  termes  affectés  du  facteur  b  élevé  au  quarré  ou  à  une  puissance 
supérieure. 

Pour  cet  effet  nous  supposerons  qu?il  a  été  fait  dans  la  fonction  H  une  pré- 
paration relative  au  paramètre,  de  manière  que  n  soit  positif  et  plus  petit 
que  c,  ou  négatif  et  de  la  forme  —  c*  sin*  ô,  ce  qui  se  fera  par  les  formules 
(/0et(^)dui5hap.  XV. 

Cela  posé,  pour  avoir  la  valeur  de  la  fonction  H,  je  la  mets  sous  la  forme 

h=(a+^)f(<,'«-^p> 

et  il  restera  à  déterminer  P  parla  formule 

p Ç     d*  cos*  f 

J'observe  eqsuite  qu'on  a^5=i-  kiK^I  ax  i  donc  si  on  fait 

fw         P  *dç  008  p  sin*  p 

^^VCi+wsin^ACcosf  +  A)' 
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on  aura 

p  ^  aretang(t/nsin»)  ±  j,q 

V^  • 

Tout  se  cédait  donc  à  trouver  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  Q.  Pour 
cet  effet ,  j'observe  qu'on  a  cos  <p  +  A  <  2A,  et  cos  <p  -}-  A  >  2  cos  (p  ;  donc 
si  on  (ait 

^       J  (i4-i»sinft<p)A» 

V  ~J   (  1  +  n  ain*  ?)  (  l  — c»  sia*<p)' 
on  aura  Q  <  Q'  et  Q  >  Qf/.  Or  en  premier  lieu,  la  combinaison  des  intégrales 

PetQ'donne(i  +  /OQ'+P«/f>  d'où  résulte  Q'  a  **%+"*• 
donc  on  a 

p  >yct»B8yngio»)_ig.F(c>(p)4-ig.p, 


ou 


P>(i  +  ig.>)arctan«yw8iny)-4g-F(<>><i)). 

On  trouve  ensuite  par  l'intégration  directe, 

(o.  +  »)^=£log(!±i£i)_J_arctang(i/»sin^; 

ou  en  rejetant  les  quantités  de  l'ordre  b*  qui  n'en  produiraient  que  de  l'ordre  £* 
dansP, 

(,+»)Q"=i  1^(1^1)-^  arc  tang  (/»  sm^); 

donc  on  a 

La  plus  grande  différence  entre  ces  deux  limites  de  P  a  lieu  lorsque  ^£390°, 
et  comme  on  a  dans  ce  cas  F*(c)  =  log  | ,  log  ('  _  )  =  2  log  | ,  cette  diffé- 
rence =  ~=r— .  j  log  2.  Elle  est,  comme  on  vok^éel'otdvedestfMantités  qu'on 
veut  pégliger.  Ainsi  on  a  avec  une  exactitude  suffisante, 

P  =  ^arctang(v/*sin*)  —  tqp£*(*>  <P)>, 
-ce  qui  donne  la  fonction  cherchée 

et  il  en  résulte  pour  la  fonction  complète, 

16.. 
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H.  =  (A+-MO-H*-)l°gi B      .«rctong(l/»). 

Ces  valeurs  de  H  et  de  H*  sont  celles  gu'il  convient  d'employer  si  les  quantités 
de  l'ordre  £*sdht  négligeables,  et  alors  il  n'y  a  pas  lieu  de  recourir  aux  transfor- 
mations ;  mais  il  convient  d'examiner  particulièrement  le  cas  où  nest  négatif. 

Le  cas  de  n  =  —  i  -f-  b%  sin*  fl,  où  n  +  i  serait  de  l'ordre  b% ,  ne  permet 
pas  qu'on  lui  applique  avec  succès  les  formules  précédentes,  c'est  pourquoi 
nous  l'avons  évité  par  une  transformation  qui  rend  n  positif. 

Le  cas  de  n  =  —  c%  sin1  0  ne  souffre  aucune  difficulté,  si  0  n'est  pas  trop 

près  de  900,  parce  qu'alors     ,      reste  une  quantité  très  petite  ;  seulement 

dans  ce  cas,  il  faut  changer  l'expression  arc  *o%wnsm*)  en  celle-ci- 

— \ — r loe  (  1"*"csin  sin  v\  j^ig  5j  gjj  mème  temps  6  est  très  près  de  qo°. 
ac  sin  ô     °  \i — cynOsin?/  r  r  zr~  7 

le  dénominateur  1  -f-/* équivalant  à  b%  +câ  cos*0,  devient  très  petit;  ce- 
pendant tant  que  cos  0  sera  beaucoup  plus  grand  que  £,  la  fraction  ou 
.  % — ^  demeurera  très  petite,  et  la  méthode  précédente  sera  applica»- 
ble  ;  mais  si  cos  8  est  une  quantité  très  petite  de  l'ordre  b  ou  d'un  ordre 
supérieur ,  la  fraction  cesse  d'être  négligeable.  Pour  obvier  à  cet  in- 
convénient, il  faut  recourir  à  la  formule  du  n°  55 ,  au  moyen  de  laquelle 
toute  fonction  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  n  =  —  c*  sin*  0 ,  peut 
être  transformée  en  une  autre  fonction,  dont  le  paramètre  n1  =  —  c%  sin1  A, 
pourvu  qu'entre  les  angles  fl  et  A  on  ait  la  relation  b  tang  0  tang  À  =  1 . 

Alors  on  a  — ; —  . — ; — ,=  £-*,  donc  des  deux  facteurs   -= — ,  — : — 7,  il  y  en 
1  +n     i+n  *  1  +n7  i+n  7       J 

aura  toujours  un  plus  petit  que  b  ;  d'où  il  suit  qu'à  L'aide  d'une  transfor- 
mation, si  elle  est  nécessaire,,  l'erreur  de  la  formule  n'excédera  pas  les 
quantités  de  l'ordre  b  j  et  parce  que  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  qui  est 
eelui  de  1  -4-/1=  1  +n'  =  £,  la  valeur  de  H1  devient  très  grande  et  se 

rapporte  à  Tordre  èrl9  ou  plus  exactement  à  l'ordre  b~l  logftj  qui  est 

très  peu  différent,  il  s'ensuit  que  l'erreur  absolue  étant  de  l'ordre  4,  l'erreur 
relative  est  en  effet  de  l'ordre  £*,  ainsi  que  dans  les  cas  où  n  est  positif. 

Nous  sommes  entré  dans  ces  détails  pour  prouver  que  lorsque  1  —  e 
est  assez  petit  pour  être  négligeable ,  les  formules,  trouvées  pour  H  et  H1 
peuvent  donner  une  approximation  suffisante,  sans  exiger  de  transforma- 
tions autres  que  celles  qui  ont  été  indiquées  par  les  articles  54  et  55*  Mab 
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la  méthode  que  nous  allons  exposer  a  l'avantage  de  donner  une  approxima- 
tion indéfinie,  qui  s'applique  généralement  à  tous  les  cas. 

99.  L'équation  trouvée  n°  g5  entre  H  et  H°,  s'applique  aux  deux  fonc- 
tions consécutives  H'  et  H,  et  donne  la  transformée 

XT  *      tt/    .      ï  B'        p  d<pco8<p 

~~  i+e        "f"i+rf  Vi+nrin»*? 
on  aura  en  même  temps 

J  \        *    1  +  n  sin* fV  &' * 

et  les  coefficiens  nf,  A',  B'  devront  être  déduits  des  équations 

On  sait  comment  se  calculent  c',b\  (p'>  au  moyen  de  c  et  <p;  Une  s'agit 
donc  que  d'examiner  la  loi  de  formation  des  quantités  n',  A',  B'.  Et  d'abord 
pour  déduire  rî  de  »,  on  a  la  formule 

d'où  l'on  voit  qu'il  faut  faire  abstraction  du  cas  où  l'on  aurait  n=. ..... . 

—  1  +  b%  sin1 8  j  car  si  ce  cas  avait  lieu ,  le  paramètre  nr  deviendrait  ima- 
ginaire, et  on  tomberait  ainsi  dans  une  difficulté  plus  grande  que  celle 
qu'on  veut  résoudre.  Heureusement  il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  faire 
cette  exception,  puisque  par  la  formule  du  n°  54,  toute  fonction  proposée 
de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est  de  la  forme  — •  1  -f-  b%  sin*  6 ,  peot 
être  transformée  en  une  autre  dont  le  paramètre  soit  positif.  Nous  pouvons 
donc  nous  borner  à  considérer  deux  cas  principaux ,  celui  où  n  est  positif 
et  celui  où  n  est  de  la  forme  —  c*  sin*  0.  Dans  ces  deux  cas ,  on  peut  s'assu- 
rer que  la  valeur  de  n!  sera  toujours  de  même  forme  que  celle  de  n,  ainsi 
rien  ne  pourra  arrêter  le  calcul  des  transformées  successives. 

100.  Soit  donc  en  premier  lieu  »== —  c*  sin*  fl,  et  semblablement  ji'=.  . 

—  </*sin*0',  on  aura  par  la  formule  précédente, 

...  sin*0'=£  +  £csin*fl  —  £cos0A(0). 
C'est  la  même  loi  suivant  laquelle  l'amplitude  <p'  se  déduit  de  <p;  elle  peut 
être  représentée  plus  simplement  par  l'équation  sin  (2^  —  8)  =  c  sin  0.  En 
vertu  de  cette  loi,  les  angles  0,  0',  S7,  etc.,  forment  une  suite  décroissante 
qui  s'approche  sans  cesse  d'une  limite  0,  et  qui  l'atteint  sensiblement'après 
un  petit  nombre  de  termes,  La  suite  des  paramètres  *,  /»',  n",  etc. ,  converge 
donc  de  même  vers  la  limite  — sin*@,  puisque  d'ailleurs  la  suite  cy  c',  c",etc.„ 
a  pour  limite  l'unité. 
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En  second  lieu,  si  n  est  positif,  soit  i  +«  =-7-7- ,  A  étant  un  angle  très 
petit  déterminé  par  la  valeur  sin  A=g  /(   ■      .,  de  sorte  que  si  on  faisait 

n  =  cotâ  0 ,  on  aurait  sin  A  =  £  sin  ô.  Cela  posé ,  la  valeur  de  n9  sera  donnée 
par  l'équation 

i4-/i,  =  i/cot^Aj 

A'* 

et  si  l'on  tait  semblablement  1  +  n!  =ss  -r-^ ,  l'angle  A'  se  déduira  de  A 
par  la  formule  très  simple 

sin  A'  =  {/br .  tang  £  A. 
On  déduira  semblablement  Af/  de  A',  A//;  de  A",  etc.,  de  sorte  qu'on  formera 

L'a 

la  suite  des  paramètres  »,  n! ,  n">  etc. ,  d'après  les  équations  i-+-n'=-r-7-7, 

I  -f-ll'sss-r-r-î,  etC.  v 

1  Sin*  A*'  \ 

Remarquons  qu'à  partir  de  Tangle  A  qui  est  très  petit,  les  termes  de  la 
série  A,  A',  A",  etc.,  diminuent  continuellement,  mais  de  manière  que  les 

_^     sin  a    sin*'     sin  A*       _  A  .   .  m     A 

rapports  -r— ,  -jr>  ""?"">  etCt?  convergent  vers  une  quantité  constante 

qui  sera  leur  limite.  En  effet,  des  valeurs  précédentes  on  déduit -Vr-  = 

«in A       1+0                     ..    ,        A       »in  a*        sinAr        i+c'        _     **  , 

— r- .  — 7-2- —  ;  on  aurait  de  même  — «—  =  -rr-  .  — : r>,  etc.  Donc  après 

un  petit  nombre  détenues sera  constant,  et  par  conséquent  aussi.. . . 

1  +nfAy  d'où  l'on  voit  que  la  suite  des  paramètres  #1,  n\  nny  etc.,  con- 
verge, comme  dans  le  premier  cas,  vers  une  limite  qu'elle  atteint  sensible- 
ment au  bout  de  quelques  termes. 

Le  moyen  très  simple   que  nous  venons  d'indiquer  pour  calculer  la 
suite  des  paramètres  n9  *',  nn,  etc.,  lorsque  le  premier  n  est  positif, 

peut  aussi  s'appliquer  sans  difficulté  au  cas  où  n  est  de  la  forme 

— ^  c*  sin*  0  ;  de  sorte  que  nous  pourrons  supposer  qu'il  est  employé  gé- 
néralement dans  tous  les  cas;  et  d'après  cette  supposition,  nous  allons 
continuer  les  calculs  nécessaires  pour  parvenir  à  l'expression  de  la  valeur 
de  H. 

roi.  Il  feut  d'abord  avoir  1* loi  des  coefficiens  IF,  À'*;  pour  cela,  si  Ton 
fait  • 

u  — ('**/)t(»  +  »/)>       v,  _  ('  +  V)%  (i-HQ*    „fl> 
"  —      (!+.»')»  —  6"    >     n {i.+n'Y—*"'      *         ' 

joq  aura  successivement 
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B'  =  a A'B ,    B"  =  aA"B'  =  4&'A"B,    B'"  =  8A W'B,  etc. 

Mais  des  équation»  I  4*  »'  =  *'  «*•  £  *,  i  +  »  ==  J?—%  b*  =  — 4*L_. 
on  tire 

A'  —  i±£    _J_. 

I  +  »      COS  A 

on  aura  semblaHement  fc" =7^  .  ^ ,  A'"  as  i±£  .  -^ ,  etc.;  donc 

y         aBO+nO    Vss        4B(i+"')         Bw_  8B(i+iQ 

(i+iOcosa'  (i4-»)cosàcosa''  (H-j>)  cos  A  ces  ;£cas  a*  >  etc> 

et  en  gênerai  B*  =  v  ^  --i — - 

(t  +n)  coa  a  cos  a'.  . .  cos  ?P~l* 

-  B'  -1  B* 

Enfin  de»  équations  A'  =  A  —  -^—7 ,  A* = A'  —  -V~s  1  «te. ,  on  déduit 

généralement 

A*- À *21  _   *B"  JB* 

ou,  en  faisant  les  substitutions, 

A"— A         B    (  »      t  a  f       *     4 ,     1  *""  \ 

1+7»  \C06  A     '     COS  A  C08  A'  ~  COS  A  COsTcOSA1  ' ' *~  COJACOSA^mCOsV*"""1/ 

B^ 
Ces  valeurs  feront  connaître  celle  du  coefficient  A*-f- qui  entre  dans 

l'expression  de  H**.  Soit  ce  coefficient  ss  1/*,  on  aura 

L*  =  A-H  — ï* __ — 

(  1  +  n)  cos  A  cosa'  .  .  .  COS  A^~"f 

L-f_ï 1       a       1  *        1 **"'  N 

I  +  »\eO«A    '     COSACOSA'    '     COSAÇOSA'cOSA**  *  *  *  OOéACOSA' .  .  .COS  V**"1' 

Mais  comme  la  suite  comprise  dans  cette  formule  est  divergente,  il  con- 
viendra de  lui  donner  une  autre  forme.  Pour  cet  effet  j'observe  que  la  for- 
mule précédente  donne 

U*+l         \J*—  **»('  —  <*><**) 

(1  +»)cosA€oe  a'  . . . cet*/1* 

«in  V* 

Or  on  a  vu  qu'à  mesure  que  /*  augmente,  la  quantité s'approche  de 

plus  en  plus  d'une  certaine  limite  >  et  qu'ainsi  sin  A**  est  en  général  de 
l'ordre  V*  j  donc  i«—  00s  A*  est  de  l'ordre  (&*)%  ou  y1"1;  donc  la  dif- 
férence I/1**  —  If  est  que  quantité  très  petite  de  l'ordre  aftP**,*  inter- 
médiaire entre  V*  et  V**\  mais  plus  proche  de  ce  dernier.  On  aura  donc 
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b% 

En  second  lieu,  si  n  est  positif,  soit  i  +n  =  -î-^-,X  étant  un  angle  très 
petit  déterminé  par  la  valeur  sin  A  =  — — —^-,  de  sorte  que  si  on  faisait 

n  =  cotâ  0 ,  on  aurait  sin  A  =  b  sin  0.  Cela  posé,  la  valeur  de  ni  sera  donnée 

par  l'équation 

î-H/sa^cot'iA; 

b,% 
et  si  Ton  fait  semblablement  i  +,*lj==ï^ry>  l'<wgk  *'  «  déduira  de  A 

par  la  formule  très  simple 

sin  A'  =  \/V .  tang  £  A. 

On  déduira  semblablement  Af/  de  A',  A'"  de  A",  etc.,  de  sorte  qu'on  fermera 

b'% 

la  suite  des  paramètres  »,  n',  n",  etc. ,  d'après  les  équations  i-f»ji'=-r— -,, 

i  -J-/ir,:=:-r-T-i,  etc.  v 

Remarquons  qu'à  partir  de  l'angle  A  qui  est  très  petit,  les  termes  de  la 
série  A,  A',  A",  etc.,  diminuent  continuellement,  mais  de  manière  que  les 

sin  a    sîiia'     sin  A*  A  .   .  ^     A 

rapports  -r-,  -y-»  ""F"""*  elc'>  convergen*  vers  t"10  quantité  constante 

qui  sera  leur  limite-  En  effet,  des  valeurs  précédentes  on  déduit -^r-  = 

linA       i  +  o  .     ,        A       sin  a*        siûAf        i-he'        .     ^ 

— r-  •  — r-2- —  ;  on  aurait  de  même  — vy—  =  -rr-  •  — r :>*  etc.  Donc  après 

b         I-f-OOSA7  6*  0  1-frCOSA'  r 

«m  petit  nombre  de-termes sera  constant,  et  par  conséquent  aussi..  • . 

bf*  • 

i  -f-flP,  d'où  l'on  voit  que  la  suite  des  paramètres  n,  n',  n",  etc.,  con- 
verge, comme  dans  le  premier  cas,  vers  une  limite  qu'elle  atteint  sensible- 
ment au  bout  de  quelques  termes. 

Le  moyen  très  simple   que  nous  venons  d'indiquer  pour  calculer  la 
suite  des  paramètres  /»,  *',  n",  etc. ,  lorsque  le  premier  n  est  positif, 
peut  aussi  s'appliquer  sans  difficulté  au  cas  où  n  est  de  la  forme» ...... 

— -  c*  sin*  0  ;  de  sorte  que  nous  pourrons  supposer  qu'il  est  employé  gé- 
néralement dans  tous  les  cas;  et  d'après  cette  supposition,  nous  allons 
continuer  les  calculs  nécessaires  pour  parvenir  à  l'expression  de  la  valeur 
de  H. 

roi.  H  ftut  d'abord  avoir  \st loi  des  coefficiens  IF,  À**;  pour  cela,  à  Von 
fait 

on  aura  successivement 
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B'  =  a A'B ,    B"  =  2À"B'  =  4h'h"B,    B'"  =  8A  W'B,  etc. 

Mais  des  équations  I  4-  n'  =  * '  oots  s  7...  i  4*  »  =r  -r^-,  £•  = & 

n  *     '     ^  «a»  a'       —  (1+*') 

on  tire 

h'—  1±2-    -i_. 

I  +  71      C08  A 

onaurase^aMeme.t^^^  .  ^,  ^  =  1^  .-L,,  etc.;  donc 
B,         aB(i+»')    Bi|  _        4B  (1+»")         ™r  8B(i+iQ 

(l+lt)C0SA'  (i+7ï)cOSACOSA''  (l+»)  <»SA  COS^COS  A*  >  etC> 

et  en  gênerai  BM  = ^--5- — ^— i — m 

O  +»)  COS  A  COS  A'.  .  .  COS  V*"-1 

-  B'                             -  B* 
Enfin  des  équations  Â/s=s  A —  f+r1*  A* = A' V~s  >  etc.,  on  déduit 

généralement 

A^A 151  i*°    _  _    |B* 

ou,  en  faisant  les  substitutions, 

X+7>  \C06  A  ^^  COS  A  COS  A'     "^  COS  A  COS  a' COS  Ar"*~  COSACOSA/...C0«V**"1/ 

B^ 
Ces  valeurs  feront  connaître  celle  du  coefficient  A*-f- qui  entre  dans 

l'expression  de  H".  Sent  ce  coefficient  =  1/*,  on  aura 
I/=A  + ** 

(i  4- »)  cos A oosa' .  •  .  COSA^""1 

L-fl! I  a  i  4  , a*-1  \ 

i  -f-^vx** '   cosacosa'  ■   cosaçosa'cosa**  *  *  *       cosacosa'... c©sV*""" v" 

Mais  comme  la  suite  comprise  dans  cette  formule  est  divergente,  il  con- 
viendra de  lui  donner  une  autre  forme.  Pour  cet  effet  j'observe  que  la  for- 
mule précédente  donne 

L*+i      jy*—         a*ft(r--cosy) 

(l+»)c0SACO6A'...cefA^' 

jrin  V* 

Or  on  a  vu  qu'à  mesure  que  /*  augmente ,  la  quantité s'approche  de 

plus  en  plus  d'une  certaine  limite  >  et  qu'ainsi  sin  X*4  est  en  gépéral  de 
l'ordre  V  j  donc  i — cosA*  est  de  l'ordre  (#*)%  ou  #*"hî;  donc  la  dif- 
férence 1/*+*  —  If  est  que  quantité  très  petite  de  l'ordre  y***"1"1,*  inter- 
médiaire entre  hu  et  V**\  mais  plus  proche  de  ce  dernier.  On  aura  donc 
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de  H,  jusqu'au  fà4**  terme  '«~     .     ,  etc.  inclusivement.  Dans  té   cas  où 

qf  sera  éloigné  de  la  limite  dont  il  s'agit,  ce  qui  arrivera  lorsque  0  n'ex- 
cède pas  90%  comme  on  peut  toujours  le  supposer,  on  pourra  ne  calculer 
la  série  que  jusqu'au  terme  (ffr— l)*"*  îtrduaîvênient,  et  le  résultat  sera 
toujours  exact  aux  quantités  près   de  l'ordre  b^. 

Pour  déduire  de  la  formule  générale  la  valeur  de  la  fonction  complète 
H1,  on  pourrait  foire  f  s=  90%  et  prolonger  la  série ,  comme  il  vieat  d'être 
dit,  jusqu'au  (jte —  î)*"*  terme  inetasîvement*  Mais  il  est  plus  simple  de 

f*ke  ^  =  2^"^  ==^-"a^7  ce  qui  donnera  successivement  <ff  »  y""V , 
$"  ss  a'*""^. . .  .ç'*""1  =  î  ^j  cot  0**  b=s  j/ 4*.  On  parvient  ainsi  à  la  limite 
des  valeurs  de  $**,  et  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  £*,  on  aura 
sin<p^=ty  k^taag(4504-i<p^)^^l^^V  et  par  la  substitution  de 
toutes  ces  valeurs,  on  trouve 

Mais  les  quantités  1  — *cos  X^*""1,  /i*"—  /t^1  sont  de  Tordre  £*,  et  par  don* 
séquent  négligeables;  011  a  donc  plus  simplement 

H1  =  Y  T-loei- —  —  —         — ! arctangj/i/'-'-T 

formule  où  il  faudra  substituer  la  valeur  connue  de  L/*  et  celle  de  F== 

Telles  sont  les  formules  les  plus  simples  par  lesquelles  on  pourra 
calculer  le»  valeurs  des  fonctions  H  et  H1,  lorsque  le  module  c  est  ex- 
trêmement près  de  l'unité  ;  elles  donneront  tel  degré  d'approximation  qu'on 
voudra  obtenir,  en  prolongeant  suffisamment  les  séries  qui  les  composent. 

j  o4-  Si  on  compare  maintenant  cette  seconde  méthode  avec  la  pre- 
mière ,  on  ne  manquera  pas  de  remarquer  que  celle-ci  n'est  sujette  à  au- 
cune exception,  et  qu'elle  n'exige  ni  considérations  de  limites,  ni  trans- 
formations ;  il  est  donc  préférable  d'employer  la  première  méthode,  meute 
dan*  le  cas  où  c  serait  fort  ptès  de  l'unité,  putequ'alors  cette  méthode  n'a 
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d'autre  inconvénient  que  celai  d'employer  <pielqtte*  terftes  de  plu*,  et 
le  nombre  de  ce*  terme»  se  peut  jamais  être  bien  grand* 

Nous  remarquerons  encore  qu'on  peut  simplifier  à  quelques  égards  les 
formules  de  la  première  méthode,  en  employant  des  angles  subsidiaires 
A0,  A°°,  X000,  etc.  pour  calculer  tant  la  série  des  paramètres  n9p  i»*°,  etc. , 
que  celle  des  quantités  k7  A°,  k°°y  etc.  à  l'exemple  de  ce  que  nous  avons 
pratiqué  dans  la  seconde  méthode.  Pour  cet  effet  on  aura  les  formules 
successives 

i+»     =b     cot^À»  tangiA»     =^(^1-), 

,+*•    ^-cofiA-    =  £f ta^iA"    =^\ 

i+»»-  =  A-cofiA^  =  ^5 tangixo-oo^î^, 

elc.  etc. 

d'où  l'on  déduit 

A    = — ~ CO»A* ■      ,     0 -n— cosA*. 

7.  I  4-  »°°  %a.  M°  1 

*^7*-r«»x" iTF^  =  r^C08^Ç08^ 

t  -4-7*°°°  hk*k*°  i 

^°==yxjj55r£o$Aop°.......  ï+jj&o  »*  7T7;  cos  A*  cos  y  cos  A*°% 

etc.  etc. 

Enfin  si  l'an  bit 

A"  =2  A  -f-  j±~  (  1  +  i  cos  A#  +  £  cos  A0  cos  A" .  • 

■+•  —  cos  A*  cosA°*.  •  .cos  A*), 

et  qu'on  prenne  toujours  K*=s  (1  -f- tf°)  (1  -f-e**).  • .  .(t  -f-  ^) ,  la  valeur 
de  H  aéra 

ti K^À^A        V^c0        B        arct»ng(|/p0am90) 

—  etc. 

17.. 
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La  limite  de  nf*  étant  zéro  dans  tous  les  cas,  celle  de  sinX*  sera  £**,  et  par  con- 
séquent celle  de  cosX**  sera  cf*.  D'où  l'on  voit  combien  cette  suite  est  con- 
;  vergente. 

CHAPITRE  XXIII. 

Réductions  générales,  des  fonctions  elliptiques  de  la  troisième 
espèce  ;  on  en  conclut  que  les  fonctions  complètes  de  la  troi- 
sième espèce  peuvent  toujours  s'exprimer  par  des  fonctions 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

io5.  Oi  l'on  différencie  par   rapport  à  n  chaque  membre  de  l'équation 

n=  f,    ,      .t^A>  on  aura 

dn_  r       dp 

n  dn  ""  J  (i  +  n  sin^A 
or  par  la  formule  du  n°  9  on  trouve,  en  faisant  a  s  (1  +  n)  (1 +  -Y  . . . 
2m  r  dç  A  sra  <p  e»s  $         cm  r,      .  .      .         .  dp 

^\  »       ~  WJ(i+nsm»^)A' 

Combinant  ces  deux  équations  entre  elles,  et  observant  qu'on  a 

c*/(  1  -f- 1»  sin*  <p)  ^  =  (c*  -f  «J  F — »E, 

on  parviendra  à  l'équation  suivante,  où  l'on  ne  doit  regarder  que  n  comme 
variable  dans,  n  et  dans  «>  .•.,._ 

in^+^=-icT^-i(F-E)^+iAsiD^cos^TT^. 

Multipliant  de  part  et  d'autre  par  cTJ  et  intégrant,  on  aura 

U  feu t  maintenant,  pour  effectuer. les  intégrations,  considérer  successive- 
ment les  trois  cas  de  l'art  53. 
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Premier  cas,  n  =  col*fl. 

106.  Alors  on  a  <fo  =—  ^g^0,    |/*  =  ^y~g,  et  l'équation  géné- 
rale devient 


sin  0  008  #  *  V  oos*»  A  (6,  6)  "T"  ^  "~~  ^J^J,  6) 

—  A  sin  <p  cos  <py  (>.p^ + >in,y ^  A  (M). 

L'intégrale  /  ■  -,  ^  est  représentée  à  l'ordinaire  par  F(£,  fl);  et  suivant  les 
réductions  connues,  on  a 

enfin  si  Ton  fait  pour  abréger  cot'<p  =  71^  l'intégrale 

A  sin  cp  cos  cp^.^  +  f  ^^  A  (t  j  0  pourra  se  décomposer  ainsi  : 

coBfJ  A  (6,  #)  "*"  sin  <p  cos  9J  (i  +  n'sin'fl)  A  (0,  #)  > 
et  sous  cette  forme  elle  peut  être  représentée  par 

Substituant  toutes  ces  valeurs,  et  désignant,  pour  plus  de  clarté,  par. . . . 
Il(n,  c,  <p) ,  A(c,  p),  F(c,  <p),  E(c,  <p) ,  les  fonctions  II,  A,  F,  Ej  on  aura, 
pour  le  premier  cas ,  la  formule  générale  qui  suit  : 

WJL  n(»,  c,  <p)  +  -%**-  n^,  a,  9)  ) 

sin  8  cos  I     v    *    >  tv    1   5m^oo6^     v    '  ,       y  I 

1  +  F(c^)F(5,fl)-F(c,(p)E(3,e)-E(c^)F(i,Ô).  ) 

La  constante  G,  ajoutée  à  cette  formule,  pourrait  être  fonction  de  <p9  puis- 
qu'elle résulte  d'une  intégration  où  <p  a  été  regardée  comme  constante; 
mais  comme  la  forme  de  l'intégrale  est  telle  qu'on  peut  permuter  entre 
elles  les  quantités  $  et  fl,  pourvu  qu'on  fasse  de  même  la  permutation  entre 
c  et  by  il  s'ensuit  que  G  ne  contient  ni  fl  ni  (f),  et  qu'ainsi  G  est  une  con- 
stante absolue.  • 
Pour  en  déterminer  la  valeur,  prenons  un  cas  particulier,  et  supposons 
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a  la  fois  <p  et  0  infiniment  petits.  Cette  supposition  donne ,  en  rejetant 
les  infiniment  petits  du  second  ordre  F(£,  p)  =  E(c,  p)  =  ç,  F  (£,  fl) 

=E(M)  =  6,  A(»,f)=:A(*,0—i,ntiil«,t)=/rç4s?. 

=  arcta°g^^+^  =  fl  arc  tang  ^  et  semblablement  n  (/»',*,  Ô) ^. 

=  0  arc  tang  -.  Substituant  toutes  oes  valeurs ,  il  viendra 
P 

C  =s  arc  tang  |  -f-  arc  tang  -  =  j  ne. 

107.  Si  l'on  veut  appliquer  la  formule  {j!)  au  cas  où  $=:£# ,  il  fiait, 
pour  éviter  les  quantités  infinies  qui  se  rencontrent  dans  les  deux  mem- 
bres, faire  <p  =  ^7r  —  a,  et  supposer  a  infiniment  petit.  On  aura  ainsi 
n'  =cot'<p  =  tang*a>  =  »•  ;  et  puisque  ri  est  infiniment  petit,  la  fonction 
n(n',  i,  fl)  s'exprimera  de  cette  manière 

n  (n',  4,  fl)^^-^^^—  =/x^  -  "'71^8) : 
on  aura  donc 

d'où  l'on  voit  que  le  premier  membre  se  réduit  à  zéro,  lorsqu'on  fera  a  =  <j>, 
et  qu'ainsi  la  supposition  de  <p  =  7  ?r  donne  cette  formule 

— F(*)E(M)  —  E*(c)F(M)j 
Toutes  les  fois  donc  que  le  paramètre  n  est  positif,  la  fonction  complète  de 
troisième  espèce  II1  (n,  c),  pourra  toujours  se  déterminer  par  des  fonctions 
de  première  et  de  seconde  espèce,  savoir,  par  les  fonctions  complètes 
Ff  (c)f  E'  (c),  qui  se  rapportent  au  module  c,  et  par  les  fonctions  non 
complètes  F (£,  fl)  E(£,  I),  qui  se  rapportent  au  module  complémen- 
taire £,  et  dont  l'amplitude  4  «e  dédiât  du  paramètre  *  par  l'équation. .  • . 
cot  0  =  i/is. 

Ce  ibéorème  est  très  important  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques , 
et  son  usage  sera  d'autant  plus  étendu,  que  dans  beaucoup.de  problèmes 
de  géométrie  ou  de  mécanique,  qui  dépendent  des  fonctions  elliptiques  ^  on 
n'a  souvent  besoin  que  des  intégrales  définies  ou  complètes.  Nous  en  donne* 
rons  ci-après  diverses  applications.  « 

108.  Si dans  l'équation  {V)  on  met  —  à  la  place  de  n,  et  qu'on  fa«  — 
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sx  cot'X  f  afin  de  mettre  en  îaême  temps  X  au  lieu  de  ô,  on  «ors 

—  P(c)E(*,A)  —  E'(c)F(5,A). 

Mais,  en  vertu  de  Péqtration  <?•:=/*  cot'A  ou  <?  tang  &  tang  A  =r  i  ,  qui  se 
rapporte  au  module  5,  on  a  (n#  18  )F(£,  0)  +  F(£,  A)  srF1  (ft), 
E  (b}  ê)  +  E  (*,  A)  =^E*  (b)  +  b*  sin  A  sin  0  j  on  a  en  même  temps 

™A~ïcC3'    ^A  =  aT*7^'    *tM)^2^7)>    ÏST^t' 

âîn  •  cas  *        y 

Ajoutant  donc  l'équation  précédente  avec  l'équation  (*y),  et  obser- 
vant que  d'aprè»  la  formule  du  n*  5o  ,  on  a  II1  {n>  «  )*f-n>  f -,  c\ 
=  F1  (c)  +  —7- ,  on  trouve  que  les  angles  0  et  A  disparaissent  entièrement 

du  calcul ,  et  qu'il  reste  entre  les  fonctions  complètes,  pour  les  modules  c  et 
b9  cette  relation  : 

SbsP  (c) E* (»)+ F» (*)  E*  (c)  —  F'  (é)V>  C*) > 

ce  qui  est  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Fart  fô. 

109.  Puisqu'on  peut  exprimer  la  fonction  complète  11'  (/i,  c)  par  des  fonc- 
tions de  la  première  et  de  la  seconde  espèce,  on  pourra  exprimer  de  la 
même  manière  toute  fonction  non  complète  II  (/»,  c\  <p),  dont  l'amplitude 
<p  est  telle  qu'on  ait  F  (c,  <fi)  =;  k F1  (c),  k  étant  un  nombre  rationnel.  En 
effet,  si  cette  relation  a  lieu,  il  suit  des  formules  démontrées  ci -dessus, 
qu'on  a  Iî(«,  c,  DsAfl'fj»,  o)+W,  W  étant  une  quantité  détermi- 
nable  par  arcs  de  cercle.  Donc  il  y  a  «te  infinité  de  cas  où  k  fonction  n, 
dont  le  paramètre  est  à  volonté,  pourvu  qu'il  soit  positif,  pourra  se  réduire 
aux  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  ;  et  ces  cas  sont  déter- 
minés par  un  symptôme  général. 

Étant  donné  l'amplitude  <p,  on  peut  trouver  par  un  calcul  assez  simple, 
si  la  condition  dont  on  vient  de  parler  peut  être  remplie,  c'est-à-dire ,  si 
la  fonction  F($)  est  dans  un  rapport  rationnel  avec  la  fonction  complète  F1. 
11  faut  pour  cela  calculer  la  valeur  approchée  de  la  fonction  F  (<p)  par  la 
méthode  de  l'article  69.  Lorsqu'on  aura  déterminé  l'angle  4,  limite  des 

angles  <P>  ^->  V  >  etc'>  ^  faudra  exammer  si  cette  limite  *  est  avec  l'angle 
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droit  dans  un  rapport  à  la  fois  simple  £t  très  rapproché.  Si  le  rapport  était  un 
peu  composé,  il  n'y  aurait  lieu  à  aucune  réduction,  attendu  que  la  réduction 
exige  que  le  rapport  soit  exact,  et  que,  pour  peu  qu'il  fût  composé,  l'équa- 
tion qui  détermine  sin  <p  serait  d'un  degré  très  élevé ,  ce  qui  rendrait  peu 
probable  que  la  valeur  donnée  de  <p  satisfit  à  cette  équation.  Mais  si  le 
rapport  dont  il  s'agit  est  exprimé  en  nombres  simples  et  qu'il  paraisse  au 
moins  fort  approché,  il  y  aura  lieu  de  croire  qu'il  est  exact.  Alors  on  s'as- 
surera par  les  formules  rigoureuses,  si  la  valeur  donnée  de  sin  <p  répond  au 
rapport  k  trouvé  entre  F(c,  ci)  et  F1  (c),  ou  entre  *  et  7  tt.  Lorsque  cela 
a  lieu,  on  trouvera  également  par  les  formules  rigoureuses,  la  valeur  de 
W  qui  donne  n  (/ï,  cy  $)=zklll  (/*,  <?)  +  W;  ainsi  on  pourra  déterminer 
n  (rc,  c,  <p)  par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

La  méthode  qu'on  vient  d'indiquer  n'est  autre  chose  que  la  méthode 
d'approximation  par  laquelle  on  évalue  la  fonction  de  première  espèce.  •  «  • 
F(c,  $).  Mais  on  peut  pour  le  même  objet  employer  une  autre  méthode 
qui  paraît  conduire  plus  directement  au  but,  sans,  qu'il  soit  besoin  de  for- 
mer l'échelle  dès  modules. 

Étant  donné  l'amplitude  <p,  on  calculera  successivement  les  amplitudes 
t.,  *s>  <P4>  etc>  «F*  donnent  F(<p.)=52F(<p),  F(*,)=3F(<p),  F(?4)=4F(p),ëtc.j 
c'est  cq  qu'on  fera  par  les  formules 

tangi<pâ  =Atang<p 

tang  (S  <p,  +  £  <p  )  =  A  tang  <p% 

tang  (£<p4-J-£  <p.)=  A  tang<p3 

tang  (i<Ps  +  i  <p3)  =  A  tang  <p4 

etc.    . 

Il  est  évident  que  si  l'angle  <p  est  tel  qu'on  ait  F  (c,  p)  =  AF1  (c),-k  étant  un 
nombre  rationnel- ,  il  y  aura  nécessairement  dans  la  suite  ?„  <p3,  fy,  etc., 
un  terme  0f  tel  que  Q9  =  fe .  -,  c'est-à-dire  qu'on  devra  rencontrer  dans 
cette  suite  un  terme  <p?  qui  soit  multiple  de  l'angle  droit.  Et  comme  d'ailleurs, 
par  les  raisons  que  nous  avons  exposées,  le  rapport  £  devra  être  exprimé  " 

en  nombres  assez  simples ,  on  n'aura  jamais  qu'un  petit  nombre  de  ternies 
à  calculer  dans  la  suite  ?»,  $3,  $4 ,  etc.,  pour  reconnaître  si  les  fonctions 
J?  (<p)  et  F1  sont  commensurables  entre  elles,  et  par  suite  si  II  (n,  c,  (fi)  peut 
se  mesurer  par  n1  (/*,  c). 

110.  Pour  revenir  "à  l'équation  (r*),  nous  observerons  que  cette  équation 
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servira  en  général  à  déterminer  l'une  des  fonctions  U(n,  c,  <p),  n(»',  b,  0), 
par  le  moyen  de  l'autre  supposée  connue.  Ces  deux  fonctions  ont  des 
modples  complémens  l'un  de  l'autre,  et  leurs  amplitudes  se  déduisent  réci- 
proquement de  leurs  paramètres  par  les  équations  n  =  col*  0 ,  /*'=  cot'f. 

Supposons  que  Pangle  0 ,  déduit  du  paramètre  n>  soit  tel  qu'on  ait  F(£,  0) 
=  JtF1  (b) ,  k  étant  un  nombre  rationnel  ;  on  aura  par  les  propriétés  con- 
nues, E(£,  0)=s*E»(A)H-V,  et  I7(//,  b,  fl)  =  AiT(/i',  b)  +W, les  quan- 
tités Y  et  W  étant  défcrminables,  la  première  algébriquement,  la  seconde 
par  arcs  de  cercle. 

Si  maintenant  on  substitue  ces  valeurs  daps  l'équation  (i'),  et  qu'ensuite 
on  mette  pour  II1  (»',  b)  sa  valeur  déduite  de  la  formule  (#),  on  aura ,  après 
les  réductions,  ce  résultat  très  simple 

D'où  l'on  voit  que  la  fonction  U  peut  alors  se  réduire  indéfinipsènt  aux 
fonctions  de  la  première  espèce,  et  la  seule  condition  nécessaire  pour  cette 
réduction,  est  que  le  paramètre  »,  représenté  par  cot'  0,  soit  tel  que  le 
rapport  de  F  (6,  0)  à  F1  (£),  soit  rationnel.  Ainsi  nous  avons  encore  pour 
ces  réductions  un  symptôme  général  qui  comprend  une  infinité  de  cas  par- 
ticuliers, i:  "~ 

Le  cas  de  »  =  c  qu'on  a  résolu  n*  49  >  es*  compris  dans  le  symptôme 
général,  puisqu'en  faisant  col*  0  =  c,  la  valeur  de  0  qui  en  résulte,  est 
celle  qui,  appliquée  au  module  b>  donne  F  (£,  0)  ==  £  F1  (b).  Aussi  en  faisant 
A  =  £  et  substituant  les  valeurs  de  V  et  W  qui  son(  V  =»r(i  —  *),  W 

sin*co0<p         _  Aoosf  smç  coèQ'/w  .  (i  +c)toùàl\ 

= -nr arc ta^- c7+ïpb  =  -TrÂT^^feT-"0^-,: .  1  Tjh 

on  retrouve  la  formule  :*. •<,    *:  .  ... 

sccoiu)  cas,  «sr^i-f  i'  sin*  0. 
iii.Onauradan.c^cas^:=s^ 
tion  générale  du  n*  io5  deviendra 

T.  L  18 
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Or  par  les  formules  connues  on  a  f-r7j-7\  —  ^  (*  j  •)  rt  /  » 

—  i.  £(5,  •)  —  £ .  ,î*(fl^)0  j  de  plu» en  faisant  *•  taag'  f  =xn',  on  a 

&sïn<>coapf   ,  fl(fr£...«-»-^nfrW)--^^r(M)> 

donc  en  faisant  toutes  ces  substitution»  on  aura  pour  le  second  cas,  la  for-  ' 
mule  générale 

^sînlcosfl.   ,         .      -,,     .,       (^^^rtnC^ft,!)— cos>F(*,#)}  J~. 

On  n'a  point  ajouté  de  constante,  parce  qu'en  faisant  0  =o,  les  deux  mem- 
bres s'évanouissent. 

na.  Si  on  veut  savoir  ce  que  donne  cette  équation  lorsque  <p  =  ^^r, 

il  faudra  trouver  la  valeur  de^$-^-  Tl(ri,b>  0)  k  celte   limite;   et 

fin  ç  cos  ç       *     *     *     *  •  w 

pour  cela,  il  faut  d'abord  supposer  0 =£  ^— - «,  a»  étant  infiniment  petit. 

A* 

Or  puisque  /*'=:&•  tang*0  =  £•  cota* ,  il  en  résulte  -7  =  tang*»,  et  la  for- 
mule du  n°  49  donne 

nW^i)+n(um6'<.,^«)=F(i,.)+^^1«u»g,^£l^|3. 

Mais  0  étant  infiniment  petit,  on  a 

n  (tang1»,  b9  fl)s=F(3,  «)  —  Mtang**, 
M  étant  une  quantité  finie  j  donc 

^£1^- ïî (»',  M)  =*  *ï£M£i£)  M  +  arc  tang -,  -.A(c,f)^,;v 
jia<p,cos<p,      x    '    *    '  wrf  '    .  °     pin?  cos  f  A  (6,  I) 

Le  second  membre  se  réduit  à  i^r  lorsqu'on  fait  ^  =  £stj  donc  on  aura' 
pour  déterminer  IT1  (n,  c),  l'équation 

^^[n.(»,c)-P(c)j=ï+p<.)J(*,  •)  | 

-E'(c)F(M)--P(C)E(M)  5 
d'où  l'on  voit  que  la  fonction  complète  de  troisième  espèce  IT(n,c), 
s'exprime  généralement  par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde 
espèce. 

Nous  observerons  que  les  formules  (t)  et  (m1)  auraient  pu  se  déduire  de 
celles  qui  ont  été  données  art.  54  >  106  et  107;  mais  il  n'était  pas  inutile 
de  taire  voir  comment  on  pouvait  y  parvenir  directement. 
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La  fonction  mtm  complète  II  (n,  c,  <p)  s'exprimera  de  même  par  des 
fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce*,  si  l'amplitude  <p  est  telle 
qu'on  ait  F  (c ,  $)  =  kFi  (c) ,  À  étant  un  nombre  rationnel.  Car  alors  on  a 
JT(»,  c,  f)s=*IIa  (*,  c)*+-W,  W  étant  une  quantité  déterminable  par 
arcs  de  cercle. 

1 13.  Supposons  que  l'angle  0,  déterminé  par  le  paramètre.. 

n  as—;  i  +.A*  sina  0,  soit  tel  que  pour  le  module  b  on  ait,  F  (b}  0)  =  W  (£), 
A  étant  rationnel;  alors  on  aura  par  les  propriétés  connues  II  (  #*',  b9  0  ) 
szkTll(nf7  b  )-}-W,  W  étant  une  quantité  déterminable  par  des  arcs 
de  cercle.  On  aura  en^  même  temps  E  (b ,  0)  =  AE1  (b)  +  V,  V  étant  une 
quantité  déterminable  algébriquement.  11  suffira  donc  d'avoir  la  valeur  de 
IT(*',£)  oùl'oaa  n'  =  £*tangâp. 

Pour  cet  effet,  j'observe  que  la  formule  du  n#  So  donne 

■•n'(^^  +  IP(ôoi^,i)  =  F»(»):+^f^; 
ensuite  par  la  formule  de  l'art.  1 07  >  on  a 

IP(cbr!f,*)**Wiï^âîû^f)?(*)Tt-P(*)F(f,f)J 
Faisant  toutes-ces  substitutions  dans  l'^qijation  (f)  et  réduisant ,  pn  aura 

D'où  Ton  voit  que  la  fonctions  de.  troisième  espèce  II  (n,  c,  <p  )  se  réduira 
indéfiniment  à  la  fonction  de  première  espèce  F(c,  cp);  et  la  seule  condi- 
tion nécessaire  pour  cette  "réduction,  est  que  l'angle  0  déduit  du* para- 
mètre '»'= —  1  +  £*«in*  0,  soit  tel  qu'on  ait  F  (£,  0)  =  k¥l  (£),  k  étant  un 
nombre  rationnel. 

Ainsi  dans  le  cas  de  »c=  —  c9  où  l'on  asin'0=:— — ,  cette  valeur  dé 

0  est  celle  qui  donne  F(4tô)  =  xF,(i);  la  réduction  est  donc  possible.  On 
trouve  ensuite  par  les  formules  du  n°  60.,  V==  {  (1  — c),  W= 

fm*^8Ç arc tang  ~  a**^* i  &  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 
de  l'article  précèdent,  on  en  tires 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  âarP  49* 

11 4*  Si  dans  l'équation  (t)  on  fait  n  =  — c*  ou  I  sssfjr,  on  trouvera 

18.. 
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encore  la  même  équation  qu'au  n°  5i.  Mais  ai  on  fait  Usa—-  i+^j» 
étant  suppôt  infiniment  petit,  on  aura  siti  •  =  r,  ou  I  =  r,  et  la  substi- 
tution faite  en  négligeant  les  puissances  supérieures  de.  s»  donnera 

/dm 
fcos«d)4-T»  '  *•)  A  »  ^orwP:i'on 

suppose  ùù  infiniment  petit  et  ^  =  jir. 

Pour  vérifier  ce  résultat  par  l'intégration  directe,  j'observe  que  b  étant 
la  valeur  de  A  lorsque  fs^T,  on  peut  faire 

n— ç     **        1 1  r     *      (l     x\ 

La  première  partie  a  pour  intégrale  r-  arc  tang  (a>  tang  <p),  et  en  Jai- 
sant  cp  =  j  7T,  elle  devient  ^-.  La  seconde  partie  se  décompose  en  ces  deux 


autres 


Jcos^\Â       £/>      f  ,   J  conçût** + #ft  sin*?)  \6        a/* 
Or  en  intégrant  par  parties  on  a  Tas  tang?  ^L^j\^c%Tdf^fp$ 

expression  dont  le  premier  terme  tangff-^-  —  g)  cg*  "~    '    n8-£ * 

c=s  —  aaTZ-Ta^  '  8'évuiouit  lorsque  0  =  £  w }  donc  on  a  simplement .  • .  • 
T  =  _y  ^a  .y-A^i  ^  =  p  (#)  _  i  E.  (<!). 

Nous  avons  déjà  Tes  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  Ul(n7  c); 
un  troisième  terme  serait  donné  par  l'intégrale  Y  qu'on  peut  mettre  sous 
la  forme 

v— ••  r       *****   .    . 

et  enprocédant  de  la  même  manière,  on  trouve  que  le  premier  terme  de  Y, 
développé  suivant  les  puissances  ascendantes  de  *,  est  en  même  temps  le 

premier  terme  de  l'intégrale  plus  simple  »*/ay  (offi+Xin'fl  >  16*mI  a 
pour  expression  -tj  •  -.  Réunissant  toutes  ces  parties,  on  aura 

n,(»,c)=^+F'(<?)-iE«(c)4-g;»  +  etc. 
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TROISIÈME  CAS,  »  =  —  C*  8inâô. 

il 5.  La  substitution  de  cetle  valeur  de  n  dans  l'équation  générale  du 
n*  io5,  donne 

^lt  à  (c,  «)  n  *=  (F-  E)  f^r  -F  f^r£—n 

8in  #      \    *    /  *  v  Aie,!)   '      J  un* #  A ( c,  #  ) 

+  A  SlIÎ  ^  COS  (p  /  , .  .  rr. 

1  T         x,/  (i— c*ftm*#sin*f)  A  (c,  S) 

Dans  cette  formule  et  dans  toutes  celles  qui  en  seront  déduites,  les  fonc- 
tions A,  F,  E,  étant  toujours  relatives  au  module  c,  nous  n'y  joindrons 
que  la  désignation  de  l'amplitude,  c'est-à  dire  qu'au  lieu  de  A(c,  0),  F(c,  0), 
Ê(c ,  0),  nous  écrirons  simplement  A(0),  F(0),  E(0).  Cela  posé,  on  a  par  les 
formules  connues , 

et  si  l'on  fait  n's=s— •  c*sina  f ,  on  aura 

Donc  la  formule  générale  pour  le  troisième  cas,  est 

cotflA(fl)[II(n,?)— F(<p)]  =  cotpA(?)  [n(»',8)—  F(fl)] 

■    +E(l)F(f)-P(l)B.(f) M- 

On  n'a  pas  ajouté  dé  constante ,  parce  que  la  forme  de  l'équation  fait  voir 
que  si  on  change  ?  en  J  et  réciproquement,  la  constante  devrait  changer 
de  signe,  ce  qui  prouve  qu'elle  est  nulle, 

1 16.  Si  dans  la  formule  précédente  on  fait  $  =  \  ir ,  on  aura  immédia- 
tement 

n'(«)=P  +  ^|T'E(<>)-E'F(fl)] (pf). 

Ainsi  dans  le  troisième  cas ,  comme  dans  les  deux  premiers ,  la  fonction 
complète  de  troisième  espèce  n1  (n),  s'exprimera  toujours  par  des  fonctions 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

Il  en  est  de  même  de  la  fonction  non  complète  II (n,  c,  <p)  oull(n^), 
si  l'amplitude  p  est  telle  qu'on  ait  F  (?)  =  M?1,  k  étant  un  nombre  ration- 
nel; car  alors  on  aurait  II  (*,  <p)  =  AIT  (n  )  4-  W,  W  étant  une  quantité 
déterminable  par  logarithmes. 

H  est  remarquable  que  les  formules  (n')  et  (//)  qu'on  rient  de  trouver 
pour  le  troisième  cas,  sont  plus  simples  que  les  formules  analogues  pour 
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le  premier  et  le  second  cas,  puisqu'elles  ne  contiennent  point  les  fonction* 
F  et  E  relatives  au  module  complémentaire  b. 

Remarquons  encore  que  la  valeur  de  II1  (n)  serait  indéterminée  si  on 
avait  fl=isT  ou  ««-c1,  Mais  alors  on  a  généralement  pour  toute  Valeur 

n<-*.,>)-iBW-.33^,- 

et  par  conséquent  lorsque  Q  ==  j  tt,  on  a 

n'(-C)=;iE'. 

117.  Revenons  à  la  formule  générale  (/i*),  et  supposons  que  l'angle  é, 
déduit  du  paramètre  n  =  —  c?  sina0,  soit  tel  qu'on  ait  F  (8)  =  AP,  k  étant 
rationnel;  on  aura  alors  E(é)  =  AEl-4-V,  et  II (1/,  fl)  =  *IP  (*0  +  W, 
Y  étant  une  quantité  détenninable  algébriquement ,  et  W  étant  détermt* 
nable  par  logarithmes.  Ces  valeurs  et  celle  de  la  fonction  II1  (n!)  tirée  de  la 
formule  (pr)  étant  substituées  dans  l'équation  (/»'),  il  en  résultera 

D'où  il  suit  que  la  fonction  II  (  »,  <p  )  pourra  être  ramenée  indéfiniment 
aux  fonctions  de  la  première  espèce,  si  le  paramètre  satisfait  a  la  condition 
mentionnée.  Nous  avons  déjà  donné  (  n*  97  )  un  symptôme  semblable  de 
réduction,  mais  celui  qu'on  vient  d'indiquer  est  beaucoup  plus  général. 

Soit,  par  exemple,  n  =  —  1  4-  £:=  —  c*  sin*  6,  on  aura  sin*  •  sss  — — j  y 
ce  qui  donne  F  (fl)  =  £  F1.  On  a  alors  par  les  formules  du  n*  60, 

E(i)=s*E'+*(i—*), 

...     n  w  )=vn-  w+^^(^giga;;j). 

d'où  résulte 

nO..»)-^>W+^ht(^!Zg£j5S). 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  du  n*  55. 

Nous  terminerons  ces  recherches  par  une  observation  générale  ;  c'est 
que  toutes  les  fois  que  la  fonction  de  troisième  espèce  II  est  réductible  indé- 
finiment aux  espèces  inférieures,  elle  est  toujours  réductible  à  la  première 
espèce,  c'est-à-dire  qu'elle  s'exprime  par  la  seule  fonction  F  (c,  9).  Il  n'y  a 

d'exception  à  cette  règle  générale  que  lorsque  /*  =  — c%  et  lorsque 

»  =5— - 1 ,  seuls  cas  où  la  fonction  de  seconde  espèce  E  (?)  entre  dans  l'ex- 
pression de  II,  ainsi  qu'on  le  voit  par  les  formules  du  n*  5i. 
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CHAPITRE  XXIV. 

Réduction  générale  des  fonctions  elliptiques  dont  le  paramètre 

est  imagffiaire. 

118.  Soit  p  ~  c^+L™*)  a>  £  ^taDt  nn  c0^0*6111  constant,  on  aura 
en  différenciant  et  introduisant  un  second  coefficient  constant  k,  l'équation 

générale 

dp       dp    i  —  (a  +  $  »in'<E+  0  -f  aQ  c*  sin«»  —  Ç  ç*  sîn6? 

7+  *p*  —  A  *  (i  +  i sin^)* (i  —  c*  sin^)  +  i sia»?  (i  —  sinV)' 

Pour  opérer  le  développement  du  second  membre,  on  supposera  que  son 
dénominateur  soit  le  produit  des  trois  facteurs  (i  -f- 1*  sin*$)  (i  -f-*'sia*<p) 
(i  -f-  m  sin*$) ,  ce  qui  donnera  les  trois  équations  de  condition 

(i+*)(i+.iO («+"•)«    *0+0%  [      (0 

Cela  posé,  connaissant  les  deux  paramètres  n  et  ri,  on  pourra  par  ces 
équations  déterminer  le  troisième  paramètre  m  et  les  deux  coefficiens  £  et  k. 
Et  d'abord  on  aura  pour  déterminer  £,  l'équation 

d'où  Ton  déduit 

Ensuite  on  aura  m  et  A  par  les  équations 

jnss  — **** 

*:=-(*•+»)(*  +  »').  ^=. 
Ces  'quantités  étant  connues,  on  aura  par  le  développement  de  l'équation 
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supposée,  la  formule 

*    —  *n  i-     A      i      y      i      *    1- 

t  +kpû —  A  L?         i+»»in*?  ^  i+nTrin^^^  i+msin'tJ  > 
où  il  faudra  substituer  les  valeurs  suivantes  des  coefficiens  A,  A',  Bj 

n{n  —  »  )  (»  —  m)  *  I 

A;_n'M-(a  +  an'»  +  (i  +  aOc*;/+fr*.    (  ,,. 

A  ~  n\n'—n){n'—m)  >  [  W 

m(m— n)  (m — n')  *   J 

Oq  peut  d'ailleurs  remarquer  qu'ayant  l'équation  identique 

A  .  A'  _  i  _         B  ,  — (a+flâiP»?  +  ete.     . 

i  +  nsin»?  "■"  i  +  i»'iin*f  ?        i+iiMin*?^i  +  (i»+»'+jïOiina*+eUx* 

il  en  résulte  les  deux  équations  suivantes  pour  déterminer  les  deux  coeffi- 
ciens  A  et  A'  par  le  moyen  de  B, 

A  +A'  =1—  ^— B, 

A»'4-A'»  =  ro(B—  ï)_  („  +  ,*')  (fi-f-^)  —  a-*-£. 

On  aura  enfin  par  l'intégration,  cette  formule  générale 

Ana  +  AW+Bnm+jFss/'^jSL,  (4) 

qui  servira  à  déterminer  Fune  des  trois  fonctions  II»,  Tin',  IT/ti,  par  le 
moyen  des  deux  autres. 

1 19.  Celte  formule  contient  comme  cas  particuliers  les  formules  du  cha- 
pitre XV,  savoir,  la  formule  (/*)  en  faisant  mc=  —  1 ,  et  la  formule  (g*)  en 
fusant  ;7i  =  o.  Mais  elle  est  susceptible  d'une  infinité  d'autres  applications 
qui  peuvent  répandre  un  nouveau  jour  sur  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques de  la  troisième  espèce.  Si  on  prend  les  paramètres  n  et  n'  tous  deux  de 
la  forme  —  1  +  b*  sin'ft,  le  troisième  m  sera  de  la  même  forme  ;  si  on  les 
prend  tous  deux  de  la  forme  —  c*  sin*  A,  le  troisième  m  sera  de  cette  même 
forme.  Mais  si  on  supposait  n  et  n!  l'un  de  la  forme  —  1  +  £*sin*ft,  l'autre 
de  la  forme  — -  c%  sin'A ,  on  trouverait  pour  l'expression  du  troisième  m  une 
quantité  imaginaire  ;  et  ce  résultat  était  facile  k  prévoir;  car  si  l'expressiou 
de  ni  se  rapportait  à  la  forme  —  1  +  b?  sin*  a,  il  s'ensuivrait  /jue  la* fonc- 
tion donl  le  paramètre  est  ~  c*  sin*  X  pourrait  s'exprimer  par  les  deux 
fonctions  dont  les  paramètres  sont  —  1  +  i*  sin*  /*  et  —  1  +  **  à*1'*  >  <* 


CHAPITRE  XXIV.  i45 

qui  est  .contraire  à  la  nature  de  ces  fonctions.  De  même ,  si  m  se  rapportait 

à  la  forme  <—  c*  sins a  ,  alors  la  fonction  dont  le  paramètre,  est 

—  i  ■+•  b*  sin* /te  pourrait  s'exprimer  par  les  deux  fonctions  dont  les  para- 
mètres sont  —  c*  sin*  X  et  —  c*  sin*  « ,  ce  qui  est  également  contraire  à  la 
nature  de  ces  fonctions. 

Puis  donc  que  dans  l'hypothèse  précédente  la  valeur  de  m  doit  toujours 
être  imaginaire ,  il  parait  s'ensuivre  que  toute  fonction  dont  le  paramètre 
est  imaginaire,  pourra  s'exprimer  par  deux  autres  fonctions  dont  les  pa- 
ramètres sont  réels,  l'un  étant  de  la  forme  — •  i  +  4*  sin*/*,  l'autre  de 
la  forme  —  c%  sin1  A.  C'est  ce  que  nous  allons  démontrer  d'une  manière 
directe  et  avec  tous  les  développemens  qu'exige  cette  proposition  l'une  des 
plus  importantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

1 20.  Soit  le  paramètre  imaginaire  donné  n=  y(cos  fl-f-  j/ —  1  sin  0),  v  étant 
positif  et  cos  9  pouvant  être  positif  ou  négatif  à  volonté  ;  ce  paramètre  sera 
toujours  accompagné,  dans  l'intégrale  réelle  dont  on  cherche  l'expression, 
d'un  autre  paramètre  ri  ss  *(cos  fl  —  |/  — -  1  sin  fl).  D'après  ces  deux  don- 
nées il  faut  trouver  la  valeur  des  fonctions  Il  (7*,  c,  ^),  n  (ri,  c,  0),  ou  sim- 
plement Un  y  Tln'j  exprimées  par  deux  autres  fonctions  dont  les  paramètres 
sont  réels. 

Pour  cela  il  ne  s'agit  que  de  substituer  les  valeurs  de  n  et  ri  dans  les 
formules  trouvées  < pour  la  résolution  des  équations  (1).  Soit  pour  abréger 

h  sss  ■  —  ,  on  trouvera 

F*+  2C*  9  COS  #  +  C*  7 

f  =  —  rA=fcv|/(i-f-aÀcosfl  +  A»), 

771  =  —  ^f  ^5  — C*[2A*  +  2^C0S6-|-  I  =P3A|/(1+2AC0SÔ+Aâ)]  > 

A  =  —  (c*  +  2C*œs0+**)£^i 

d'où  l'on  voit  que  les  trois  quantités  £,  m,  k,  sont  toujours  réelles;  il 
en  est  de  même  du  coefficient  fi  dont  la  valeur  est 

m{  m* — ai»»  cos  8 ■+- *') 
Quant  aux  coefficiens  À  et  A'  qui  contiennent  chacun  une  partie  imagi- 
naire ,  ils  se  tireront  facilement  des  équations 

•  A   +À'  =1— j  — B, 

Ak'-HA'/i»  771(8— i)-^3>cosô(B  +  ^)  — a— -^ 
T.  I.  '9 
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11  y  a  deux  valeurs  de  £  et  par  conséquent  deux  de  m9  et  deux  des 
autres  coefficient  Les  valeurs  de  tn  méritent  une  attention  particulière , 
parce  qu'elles  sont  les  paramètres  réels  des  fonctions  par  lesquelles  nou? 
voulons  exprimer  les  fonctions  lia,  Un\  dont  les  paramètres  sont  imagi- 
naires. 

Soient  m  et  m'  les  deux  valeurs  de  iti,  on  pourra  supposer  : 

m  +  c*  sss  —  nhc*  [A4-coaê  — «  V{1  +  2*  cosô +•*•)] , 
m'+  c*  =5  —  ïhc% [A -J-cosfl  4-  \/(t  +  *h cosfl-h  *•)]  ; 

de  là  résulte 

(/w+  c*)  (ro'-fr  c*)  =—  4^A»  sin*  fl ; 

il  faut  donc  que  des  deux  facteurs  #8  +  c*,  m'+à*,  l'un  soit  positif  et 
l'autre  négatif;  cftnUrars  comme  m  et  mr  sont  tous  deux  négatifs,  et  que 
i»f~jn  est  positif,  ainsi  que  1  +  w',  d'après  la  seconde  des  équations  (i), 
on  satisfera  à  toutes  ces  conditions  eu  prenant  (,) 

m  es  —  ô*  sin* A ,      m'  ^s  —  i  +*\$ïamp , 

et  on  déterminera  immédiatement  les  angles  X  et  fi  par  les  formules 

sin  A  ss  \  =  —  h  +  v^ (  i  +  a  A  c os  0  «+•  A1)  , 

cos>  =  ^  [A  H-cosfl  +  •(*  +  **  cosfl+fr)]. 
La  première  donne 

cos*  A  =  ah  [—  A  —  cosfl  -f-  v/(i  ■+•  2h  cosfl  +  A»)]  y 

donc  cosftXcos*/4«B  ^Mftin  .  Ainsi  l'angle  A  étant  déterminé  par  la  pre- 
mière formule,  on  en  déduira  p  par  la  formule  très  simple  : 

afc'sm  6 


cos/uj 


AOOIA  ' 


iai.  Cela  posé,  i°.  en  partant  de  la  valeur  mss —  &  sinaA,  et  des  va- 
leurs correspondantes  des  coeflrcieus  £,  k,  B^  À,  A';  faisant  de  plus 

/=A  +A'  =,-|-B, 

g-  =  An'-f-  A'*ea«(B—  i)— *t  cosG(b+ç)— a  —  £, 

(l Ml  y  a  de*  cas  où  Ton  doit  prendre  m  et  ni  dans  l'ordre  inverse,  savoir. . . .  ♦ 
w*  =  —  ï-f-^sin**  et  m'es:  —  c*smt A. 
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on  déduira  de  l'équation  (4) 

Soit  c*  +  acV cos8  +  »•  =  t',  on  aura  As=—  r*y*,  donc 


f _J?_ «  _JL- log  (g+^îV 

J  I  +  */>*  2rC03A    ^  \jô — prCOSX/ 

a0.  En  partant  de  la  valeur  ni  «=  -7- 1  -+•£*  siu*/t,  et  désignant  de  même 
avec  vin  accent  les  coefficiens  correspondais  : 

m3— awiScosô-J-mV  * 

g!  =  m'  (B/—  1)  —  2v  cosfl  (B'  +  £)  —  a  —  ?  ; 
on  aura  cette  seconde  équation 

Ç         f+g' am«» <fr_  r   <¥  i.17      n'nv         «;\ 

oùlHa«éSrd./^  =  ^,rcUng(£^  = 


c  rcospsinpcosp 

Au  moyen  de  ces  deux  équations,  toute  formule  intégrale  proposée 

J  1  +  2>cosÔsina<p  +  >8sin^(p  *  A  '  V7> 

dans  laquelle  le  dénominateur  1 -j-2rco&Q  &in*p -t-vism+Q  est  le  pro- 
duit des  deux  facteurs  imaginaires  1  -+-  p  sin*$  (  cos 8  +  1/  —  1  sin  fi  )  , 
1  +  *  sin\0  (cos  0  —  \/  —  1  sin  A) ,  pourra  toujours  s'exprimer  par  lès  deux 
fonctions  ïlmy  T\m\  dont  les  paramètres  sont  réels,  l'un  étant  de  la  forme 
—  c*  sin* A,  l'autre  de  la  forme  —  1  +  b%  sin*ft.  Car  connaissant  les  coef- 
ficient f9  g  y  f\  g*9  *,  C,  il  sera  ailé  de  satisfaire  à  l'équation  identique 

a-fffsin*(p  =  M(/+^sin^)  +  M/(/,+^^^))     (*> 
où  M  et  M;  sont  des  coefficiens  constans,  par  lesquels  on  multipliera  les 
équations  (5)  et  (6),  afin  qu'en  ajoutant  les  produits,  le  premier  membre 
soit  égal  à  l'intégrale  proposée. 

1 2a.  Il  est  bon  de  prévenir  une  difficulté  que  pourrait  offrir  l'équation  (5) , 

19, . 
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relativement  au  terme  /     .  p.  a  =  — - —  log  .7 — ^**;.  Puisqu'on  a  /?  = 

J   1  «+•£/>*     .     2TC08A    .  °     6—  prCOSX  *  r 

^?»  ?**     ,  on  voit  que  p  est  zéro  lorsque  ?  =  o  et  lorsque  f  ==90°; 

entre  ces  deux  valeurs  il  devra  y  avoir  un  maximum ,  mais  on  pourrait 
craindre  que  ce  maximum  ne  fût  infiui ,  et  c'est,  ce  qui  arriverait  si  Ç  était 
négatif  et  plus  grand  que  l'unité.  Or  cette  supposition ,   qui    rendrait  p 

infini ,  ne  peut  jamais  avoir  lieu,  et  même  on  ne  saurait  avoir  p  =  — — , 

ce  qui  rendrait  infini  le  logarithme  précédent;  en  effet  nous  avons  établi 
ci-dessus  les  équations  (1)   en  supposant  identique  l'équation 

(  1  -+-£sin  *<p)*(  1  — c*sin*(p)-|-fcint(pcost^=(  1  +nsixxM(p)(  1  -{-7i'sin*p)(  1  -j-wsin-^). 

Le  second  membre  est  toujours  positif,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  sin  p, 
depuis  (p  =0  jusqu'à  (p  =  900  ;  donc  le  premier  membre  est  toujours  po- 
sitif, et  par  conséquent  1  -\-kp%  est  toujours  positif;  mettant  au  lieu  de& 

sa    valeur  —  —^— ,  on  en  conclura  que  bû — p*r*  cos*\  est   positif,  et 

par  conséquent  aussi  b — pr  cos  \j  donc  on  a  toujours  p  < -,   et   il 

n'est  pas  à  craindre  que  la  quantité  logarithmique  comprise  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (5)  devienne  infinie. 

Soit  maintenant  $'/7»,  la  valeur  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion, lorsque  la  fonction  est  complète  ou  lorsqu'on  a  £=90°,  il  faudra  faire 
p  =  o,  et  on  aura  simplement 

fl'/its:  —  7F1  —  BtT/it, 

ou  en  substituant  la  valeur  de  IT/w,  suivant  la  formule  (p*)  de  Fart.  1 16 
^  =  _Q+B)F'C-^^[F'CE(c,A)~E'cF(c,X)J.- 
Si  npus  passons  maintenant  à  l'examen  de  la  formule  (6),  nous  verrons 
que  la  quantité  pf  =  f,!!^  fawa  *  ^  est  nu^e  l01"8^6  P  =  o  et  lorsque 
0  =  90°,  deviendra  infinie  entre  ces  deux  limites,  si  le  coefficient  £'  qui 
est  négatif  [puisqu'on  a  £'  =  — -y/* —  vy/{  1  +  2  A  cos  *  +  h%)  J,  est  en 
même  temps  plus  grand  que  l'unité.  Lorsqu'on  aura  donc  1  +  Ç  sinâ  <p=  o, 

ou  sinâp  =:  —  i ,  l'arc  dont  la  tangente  =  pr™8fê  sera  i  *r,  et  l'amplitude  <p 

continuant  à  croître  depuis  sin*  ç  =  —  4  jusqu'à  (p  =  \<K  *  cet  arc  croîtra 
depuis  \  w  jusqu'à  7t. 
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Appelons  *W  l'intégrale  donnée  par  le  premier  membre  de  l'équation  (6), 
lorsque  <p  =  -J  nt ,  nous  aurons  en  général  la  formule 

où  le  terme  ±£tt  devra  être  pris  avec  le  signe  supérieur  si  (— •  £')  est 
>  i ,  et  avec  le  signe  inférieur  si  (  —  £')  est  <  i.  A  l'égard  de  II1  (c,i»') , 
on  en  trouve  la  valeur  par  la  formule  (ni)  de  l'art.  112,  qui  donne 

n'(e,m')  =  Pc4-^^[7  +  PcF(4,f*)-E'cF(i,f*)-FcE(ô,/u)]. 

De  tout  cela  il  résulte  que  la  valeur  de  l'intégrale  proposée  (7),  devenue 
complète  lorsque  <p  =  90%  sera  Wb%m  -+•  M,*,/ti',  M  et  M'  étant  des  coeffi- 
ciens  constans  déterminés  par  l'équation  (8). 

Ainsi  les  fonctions  complètes  de  troisième  espèce,  même  dans  le  cas  des 
paramètres  imaginaires,  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  elliptiques  de 
la  première  et  de  la  seconde  espèce. 

ia3.  Les  formules  générales  que  nous  venons  de  développer  ne  sont  su- 
jettes à  aucune  exception ,  mais  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  faire  l'appli- 
cation à  quelques  cas  qui  présentent  des  réductions  remarquables. 

Soit  d'abord  v  =  c,  0  étant  à  volonté,  en  sorte  que  les  paramètres  imagi- 
naires proposés  soient  /i  =  c(cos0  +  lA—  1  sinô),  »'=c(cosô— 1/—  1  sinô). 
Dans  ce  cas,  puisque  7i/*'=c%  et  /*+*'=  2ccos0,  l'équation  qui  détermine  £ 

devient  i=2M — ?— - — i4— ^î  elle  donne  immédiatement  2==  — 1  et  2= 

^      '    I+2CCOSf  +  C*7  s      *  *» 

c*  +  ccos8       ,    ^  ,  ..     .,  .,  ...  , 

-j-jT g* ,  c  est  ce  qu  on  trouverait  d  une  manière  moins  simple  par  les 

formules  générales  où  il  faudrait  faire  h  =  — : — - — a; 

D  2C  +  2CfC0S8 

La  solution  £  =  —  1  est  celle  que  nous  avons  désignée  par  £';  ainsi  Éli- 
sant £':=—  1,  on  en  déduira  ni  ==—  1,  /*=o,  B,=  o,yy=a,  g* *=- 

2ccos9,p'=i  -^,  rs=c  1/(1  +2Ccosô-f-c*),  et  l'équation  (6)  donne 

pour  le  cas  dont  il  s'agit  le  résultat  suivant  , 

/>       a  +  zccoaisitfp  d<p ^ F   .   <?  (r    tang*\ 

i+2ccos«sin^  +  c»sm4^  •  T~ r  ^;arC  WD8  •  \i  •  ~ ZT/ 

Cette  intégrale,  au  reste,  se  déduit  directement  de  la  formule  du  n°  /f9>  en 
faisant  n=  c(cos  6+1/ —  1  sin0),  ra'±=tf(cosfl —  l/  —  1  sin0),  car  ces; 
deux  paramètres  satisfont  à  la  condition  nri  =  c*. 
Les  données  pour  former  l'autre  intégrale  sont 
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C— .  C*+COOê* 

""""  l+CCOB*9 

m  =    —  c*  sin*  A , 

,__  _c«néy/(i+accofH-c») 

*  —     —  «">  «  —  i  +  ccotô  > 

/=o,    ^  =  — a(i+^oosfl), 

__  sin  y  cos  y  f    dp  -  Ji        i  +  t/> 

^"~  (i+Jsin'rtAVi+^^ai1^  i— ,/ 

11  ne  resterait  plus  qu'à  substituer  les  valeurs  connues  de  £,B,  e,f,  g,  dans 
l'équation  (  5  )  qui  devient 

et  en  appelant  fl'/w  la  valeur  du  premier  membre  lorsque  $  =  £  tv»,  on 
aura 

On  aurait  de  même  pour  l'autre  intégrale, 

124*  Par  ces  formules  on  résout  complètement  le  cas  assez  général  où  l'on 
a  n  =  c  (cosô  -f-  V  ■—  1  sinfl)  ;  mais  il  y  aurait  un  changement  à  faire  à  la 
seconde  formule  si  on  avait  cos  8  =  — ■  c,  ou  si  le  paramètre  était  n  = 
—  c*  +  bc  j/  —  i.  Alors  on  aurait  £  =  o,  m  =  —  £*,  s  =  c  j  mais 
avant  de  faire  la  substitution  des  valeurs  de  £  et  m,  il  faut  pour  éviter 

les  quantités  infinies  mettre  la  fonction  iF+  BlI/n  sous  la  forme 

i/r C1  + ,  JtÀ*)1**/* (Illwps  p^8  feisant  £=°>  «^ 

intégrale  se  réduit  à  F,  de  sorte  que  la  seconde  équation  sera  dans  ce  cas 
particulier , 

/[ a6ft  sin*  ç  dç P_  Ll  À+osm^cos? 

i  —  ac'sin'f-f- c*sin4$  *  A  ~ '  ac     &  *   A — csinpcosp* 

L'autre  équation  sera  pour  le  même  cas, 


r-, 


•  4^  •  T  =  F  +  ï  arc  tanc .  — ~" 

sin4©      A  'A  o         a 


i— ac-.hfrf  +  cWf'  Â  —  r  -»"îarc  ""S*      A 
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Ces  deux  équatums  pewent  se  vérifier  aisément  par  la  diflerentiation.  11 
en  résulte  que  l'intégrale  l^%^l^^$ia,p  •  *  M  détermînera  toujours 
aisément  par  la  fonction  de  première  espèce  F,  en  y  joignant  un  arc  de  cercle 
et  un  logarithme,  ou  l'un  des  deux  seulement.  Il  y  a  en  oulre  un  cas  où  la 
fonction  F  disparaît  de  l'intégrale  qui  reste  ainsi  exprimée  par  un  arc  de 
cercle  et  un  logarithme;  car  en  prenant  la  différence  des  deux  formules  pré- 
cédentes ,  on  obtient 

f  «*'*  *  —  *  octane  (***1\   t    *  log  *+««#«*» 

i*5.  Si  l'on  fait  cos<p=x,  les  intégrales  que  nous  venons  de  considérer  se- 
ront comprises  dans  la  formule 

Z-ÇÎ+SÙ   _ J*L 

t 

pour  réduire  celle-ci,  soit  t/(a  +  *6**  ~  7***)  = jw ,  on  aura  la  trans- 
formée 

Ainsi  l'intégrale  ne  dépendra  en  général  que  des  fonctions' F,  et  dans  le 
cas  de  f=  o,  elle  se  réduira  entièrement  aux  arcs  de  cercle  et  aux  loga- 
rithmes. 
Une  semblable  réduction  s'applique  à  la  formule  plus  générale 

car  si  on  fait  i/(a  -+•  2ex*  +  7«*)=:pa: ,  on  aura  la  transformée 
j^    f  Ç     àp         f  r  dp  /fb      \f  dp 

dans  laquelle  le  dernier  terme,  contenant  une  fonction  de  troisième  espèce, 
disparaîtrait  si  on  avait  fG—g*  =  o.  Ainsi  l'intégrale 


'se  réduit  à  -iy^  +  fc-fl,-^/l7K^-ty-4^^  *  M  dépend  ^ 
des  fonctions  de  la  première  espèce. 

irô.  Pour  appliquer  nos  formules  générales  à  un  second  exemple,  soit 
us- 1  ^-£  (cosA-f-  t/  —  i  tinX)  ;  en  comparant  cette  valeur  k  k&raule 
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/*=  >>(cosd-f°  ^—  i  sin6) ,  on  aura  v  cosfl  a  —  i  -+•  £  cosA,  ?  sin8  =3  sinA , 
d'où  résultent  les  valeurs 

>aa=  i  —  2ÔcosA-t-£% 

&»  =  i  +2v  cos  fl+y*, 

2  COS*  I—  6  COS  A* 

On  a  donc  £  =  —  vhdbvh,  c'est-  à  -  dire  que  les  deux  valeurs  de  £  sont 
£=o,£'=  — 2,A. 

La  valeur  £  =  o  donne  171=0,  ce  qui  fait  la  même  difficulté  que  nous 
avons  déjà  rencontrée  (art.  124);  on  la  résoudra  de  la  même  manière,  et 

I  c* 

parce  qu'on  a  dans  ce  cas  B  -f-  j  s=s  7»  >  on  trouvera  que  les  deux  termes 
i  F  ■+-  8II/71  se  réduisent  à  -^  F.  D'ailleurs  les  substitutions  donnent  immé- 

diatement/=i-.$  =  3(/+C-^),^=-a(.  +  C-^-8),  *;=-,•; 
on  aura  donc  pour  la  première  intégrale 

/f+cos* — (» +c*  cos  0)^11*9    f?2  — .  *  1       A4->sin^cosy        c^  -,  # 
i  +  2»cos^sîn%f-f-»*sia*^  *  A  ~ '  *  ^  A  — psinpcosp         2f      f 

et  on  peut  remarquer  que  cette  équation  se  déduirait  immédiatement  de  la 
formule  du  n°  54,  en  faisant  /i  =  —  1  +  £  cos  A  +  ^  sin  Ai/  —  x .  Qgj.  ajor9 

l'équation  de  condition  (1  +  **)  (1  —  m)  =  £• ,  donnerait  1  —  m  a 

£  (cos  A  —  1/  —  i  .sin  A),  et  par  conséquent  — ■  771  as  nf. 

Pour  avoir  l'autre  intégrale  il  faut  continuer  de  faire  les  substitutions  dans 
les  valeurs  des  coeûiciens  (art  121  )  ;  elles  donnent  les  résultats  suivans  : 

*>  — '"""*  1  —  £cosa""~  """"cosô* 

m=~(,-*cosAy  =-c^5=-I+J  8m>> 

cosA  —  &  c  sinA  c  .         a 

#':=     ^>*cos'fts=»,tang*8,  '    . 


au  moyen  desquels  la  seconde  intégrale  est 
i+arcostoin'r-KsiDV  A"" ï*'**i^a711'11  '  asra8arC  ""S'VCootl+fsm»*/ 
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* 

On  observera  dans  l'application  de  cette  formule  que  cos  9  est  négatif;  car 
on  a  o  =:<?•  -|-  2P  cos  0  •+•  *%  et  p  doit  toujours  être  pris  positivement,  comme 
module  de  là  racine  imaginaire  y(cos  8*j-  \/ —  i  sin  0). 

Dans  l'expression  du  second  membre1  le  dénominateur  cos  8  -f-  p  sin*  <p 
pourrait  être  zéro,  si  cos  8  qui  est  négatif  est  plus  petit  que  *;  et  comme 

§    cos8  £(&  — COSA)  .i"l\      i    .    "  v  • 

on  a  i  -f- = r — %  ,  .. ,  il  est  clair  que  ce  cas  aura  neu  si  on  a 

cos  X  <  4.  Alors  l'arc  qui  répond  à  la  valeur  de  <p  pour  laquelle 

p  sin*  0  -f-  cos  8  =  o ,  sera  -  et  lorsqu'on  fera  ^  =  - ,  l'arc  correspondant  sera  7r. 

Au  contraire ,  si  on  a  cos  A  >  b ,  l'arc  compris  dans  la  formule  deviendra 
un  maximum  pour  une  valeur  de  <p  comprise  entre  o  et  \  tt,  et  il  sera  nul 
lorsque  Qz=z%7T.    , 

Cela  posé,  si  on  appelle  comme  ci-dessus  QPm  et  Wmï  les  valeurs  com- 
plètes des  deux  intégrales  trouvées,  valeurs  qu'on  obtient  en  faisant  ^=7  ir, 
on  aura  en  général 


C" 


a>B 


*         '     20084  ■    2 sin 0  \a         2/  ' 

le  signe  -f-  ayant  lieu  dans  ±  -j  9T,.si  *cosA  <  £  et  le  signe  —,  si 
cos  A  >  b. 

Si  on  avait  cos  A  =  4,  il  faudrait  prendre  -  à  la  place  de;  -=fc  -  ;  d'ailleurs 

les  formules  trouvées  dans  ce  cas  s'accorderaient  avec  celles  qu'on  a  don- 
nées art.  124,  pour  le  cas  de  cos8  =  —  c,  puisque  dans  les  deux  cas  on 
aurait  n  =  — •c*+ôc^—  1. 

127. 11  est  très  remarquable  que  dans  le  cas  d'un  paramètre  imaginaire  de 
la  forme  ra=  —  1  +  b  (cos  A  +  1/  —  1  sin  A) ,  la  transformation  dont  on  a 
fait  usage  pour  les  approximations  (art*  95) ,  conduit  immédiatement  à  la 
réduction  des  fonctions  Il/i,  IW. 

En  effet,  d'après  cette  valeur  de  /*,  les  formules  de  l'art  cité  donnent 

et  puisque  le  nouveau  paramètre  n°  est'  réel ,  la  solution  est  donnée  im- 
médiatement par  la  première  transformée 

T.  I.  30 
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où  l'on  a 

^-^[AiX  +  CiwA  — *)!/— i]? 

7+?£=i   [*•— oosAH-'rinX.y— i]- 

La  valeur  de  II»  est  donc  exprimée  en  fonction  de  »°,  c°,  0°,  comme  il 
suit  : 

n/i  =  ^=~  (oosA  —  J—  i/—  i  sin  A) F(c%  p°) 

+  (T^[skkA+(co6X~*V-i]n(^,C%r) 

d'oà  Ton  voit  que  la  fonction  Tin  dont  le  paramètre  est  imaginaire ,  ne 
dépend  que  d'un  logarithme  et  de  la  fonction  n  (n°,  c°,  qf)  dont  le  para- 
mètre est  réel  et  de  la  forme  —  i  +  ftot  cosf  \  A. 

Connaissant  la  valeur  de  Fin,  on  aura  en  même  temps  celle  de  II/»',  en 
changeant  dans  la  formule  pnécédente  le  sig*e  de  y'—  i.  Et  par  deux 

facteurs  convenables  on  pourra  former  une  intégrale  réelle 

(M  -f-  N  |/—  r)  Un  -f-  (M — N  i/—  r)  Ylrt  qui  ne  contienne  point  la  fonc- 
tion 11°,  et  une  autre  qui  ne  contienne  point  de  logarithme.  Ces  deux  in- 
tégrales sont 

Ji  +  aFeo*d*in»f  +  F»si»V  À  ""ai  **  '  V-+.&—  >  ainfV       \   •*   J^r '*  J> 

J  1  +  2f  cos  8  sin'*  +  f  •  «n»  f  '  A  — 'i  +  J11^»0^/» 

les  intégrales  comprises  dans  les  premiers  membres  étant  les  mêmes  qui 
ont  été  semblahlement  dénommées  art»  12Ù. 

128.  En  comparant  la  première  formule,  à  celle  que  nous  avons  déjà  trou- 
vée >  on  prouve  asseï  facilement  iïd*ntité  des  deux  expressions  ;  car  on  a 

F(',<P)=~.  K+#>*7&tÇ*,.ry>  éuk  £  F(*,<p)  =  ^F(c»,  f); 

de  même  puisqu'on  a  sin^a  =  O4"*"  >?^t^CQ>^>  l'identité  des  deux  quan- 
tités logarithmiques  est  manifeste. 

Il  n'est  pas  aussi  facile  de  démontrer,  relativement  à  la  seconde  inté- 
grale, l'identité  de  ses  deux  expressions.  Celle  que  nous  venons  de  trou- 
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ver  ~-Z—n(n°,  c\f*)  réduite  ainsi  i  un  seul  terme^  est  beaucoup  plus 

simple  que  l'autre  expression  qui  comprend  à  la  fois  les  deux  fonctions 
F ,  IT/w',  et  un  arc  de  cercle  dont  la  tangente  est  fort  composée.  Cepen- 
dant on  ne  saurait  douter  <jue  cette  seconde  expressiœ  se  soit  identique 
à  la  première ,  et  nous  allons  faire  voir  comment  on  peut  s'en  assurer 
par  le  calcul  effectif. 

L'équation  qui  reste  À  vérifier  pourra  être  mise  sous  cette  forme  : 

(.  4-on(»%  c,<r)  =  F(c,  <P)+i^^n(TO,c,(P)  +  ^-*, 

où  Fon  a 

n°  =  —  (i   ,  b)%  =  —  i  +  4°*cos*^ A ,     m  se  —  i  ■+■  b* 6inftt, 
csinA  A        ,T-  rôsmAsmpcosG 

**«=  i  —  aieosA-f-A*es(i-f  A)*(i—  4#icosa£A>, 

Il  faut  observer  que  l'arc  ^r  croîtra  continuellement  avec  <p ,  si  l'on  a 
i  —  JcosA  <  t%  ou  cosA  <£,  de  aorte  qu'en  faisant  <p  —  ty ,  on  aura 
*=flr.  Au  contraire  si  on  a  cosA>&,  Parc  *t  sera  zéro  aux  deux  li- 
mites ^  =  o  et  p  =  £'7r.  v 

Pour  mettre  plus  d'uniformité  dans  les  dénominations,  soit  A=7r  — a£, 

on  aura  je°=:— i+&0>  sin  *£,  oos^s=     ?  *        ^  ic=(i-|-i)j/(i—- i^sin1^) 

»(»  +  »)*(*%  g),  tang^=~^^8i^f)A,  et  l'équation  kyé- 
rifier  sera 

équation  qui,  outre  les  quantités  ordinaires  b,  c?  <p,  et  celles  qui  en  dé- 
rivent, comme  b%  i%  <f%  ne   contient  d'arbitraire  qife  l^ag)e£,  puisque 

cet  angle  serti  d^termroçr  jju  et  $  par  les  équations  cos^^=    u[?? a  ^, 

>  =  (i4-J)A(40,  £),  et  ensuite  les  paramètres  /*•  et  m  dont  les  valeur» 
sont  n  ss  —  i  +  £otsin*£ ,   m  = —  i  +  £'sinâ/t*. 

Cela  posé,  onv  pourrait  réduire  la  fonction  U{n99  à*y  0#)  à  la  fonction 
n(n,  c,^);  mais  on  reviendrait  «u  paramètre  imaginaire  /*,  d'où  l'on 
est  parti;  ainsi  la  seule  otarcfoe  à  «aftte  est  de  réduire  la  fonction  U(myc,  <p) 
à  une  nouvelle  foB£tiôn  n(m°,  <*,  ^)  au  moyen  des  forttirfes  de  l'art.  95. 
Elles  donnent  xmt  vàlëHrTXfetttite  dé  >aP,  savoir , 

20.  • 


/ 
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0 n?(m+c>)      coeV(t  —  »8inV).         . 

(i+*)'(i -+■»)""       (i +*)»«*>      » 
faisant  donc  m°  =  cot*7,  on  aura 

,    cosft]/(i  —  &asin»        c°  sîn  fl£|/(i  — 6°*  sin'Q 

COt^_=fc         (I+^)sinilc  Œ     i— 2smâC+ôMsin^    * 

Soit,  pour  le  module  £°,  F(A%  £t)  es  iF(£°,  6),  on  aura  par  les  formules 
de  la  duplication  (art.  21) 

p  sioagy/Q  — &oa8inag) 

taD8  *•  ~  1  —  asinaÉ  +  &"  sin*C  > 

donc  cot  ^  se  c°  tang €»,  ou  1  =  c°  tang  £â  tang  ^,  ce  qui  correspond 
à  l'équation  transcendante  F(£°,  £t)  +  F(&%  y)  s=F'£%  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  à  l'équation 

2F(b%  C)+F(4%>)=P4°. 

Cette  ♦équation  qui,  pour  le  module  ï%  établit  une  relation  entre  les 
paramètres  n°  =  —  1  -}-&••  sin*<>  çt  m°=sc0ta7,  est  comprise  dans  un 
symptôme  général  que  nous  ferons  connaître  dans  le  chapitre  suivant  ;  il 
en  résulte  que  la  fonction  n(/*°,  c%  $°)  .  peut  se  réduire  à  la  fonction 
n(m%  c%  $•),  et  par  conséquent  a  la  fonction  II(m,  c,  ^).  Or  la  possi- 
bilité de  la  réduction  étant  démontrée ,  il  devient  inutile  de  développer 
ici  les  calculs  plus  longs  que  difficiles  par  lesquels  on  parviendrait  à  l'équa- 
tion générale  que  nous  voulions  vérifier.  Nous  nous  bornerons  seulement 
à  faire  voir  l'exactitude  de  cette  équation  dans  le  cas  des  fonctions  com- 
plètes. 

129.  Soit  donc  <p  =  -  tf ,  et  par  suite  ^°ss4r;  si  on  suppose  cos A  <  b,  ou 
£-f-cosa£ >o,  ce  qui  donne  *"  =tt,  l'équation  à  vérifier  sera 

,(',  +c)n.(„%  c)=F»c-  (^±|)n«(,*,  0  +  j^.» , 

et  on  aura     '     ^ 

7i°s=— iH-*0*sïha£,     **  =  i+2£cosae+4*  =  (i  +  6)»(i—  A°*sin'É), 
fc  +  cosaS  csinaf  A/»       *  c» 

sm^.+feco,ag>     COS^  =  H-6co,ag>    ^^"i+tcouf 

Maintenant,  par  la  formule  de  Part,  ua,  on  a 

n»  (m,  c  )  =  F'c  +-4&/3L.  (ï-M  S ;,' 
-  v     '       '  ■   6asin^cos^\a  /' 

\     >       '  '    6oasinCco»C  \a  /  ' 

M  ss  F'c  E(* ,  ft)  +  E*c  F(i ,  a*)  —  F'c  F(b ,  p) 
M«.  =  F'c*  E(b%  €)  -f;  E'C  F(*%  €)  —  F'c'F(A%  S). 
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Substituant  ces  valeurs  dans  notre  équation,  et  observant  que  (  i  +c°)F  ,c°=F  '  <?, 
le  premier  membre  deviendra  aF'c-f-  gT""""?  0* — a^°) ,  et  le  second  membre 
— r-= m  F'c  •+•  ,   /    r  |  -  +  M  J.  Ainsi  tout  se  réduit  à  vérifier  l'équation 

i+6oosab  •  • 

11  faut  pour  cela  substituer  le  module  &  au  module  £°,  dans  l'expression 
de  M0;  or  on  a  d'abord  les  valeurs  des  fonctions  complètes,  savoir, 

a  '  i  -f-£  '    i  +£ 

ensuite  on    exprimera  F(£°,  €)  par  F(£,  cT),    en    établissant  l'équation 

sin  (26 —  €r)  =  AsincT,  de  même  qu'on  exprime  Ffc*,  <p')  par  F(c,p),  au 

moyen  de  F  équation  sin  (a<p'—^)  =  c  sin  <p.  Ainsi  en  prenant  l'amplitude  <P 

«11  i\  sinaÉ  .     *         8Û12C 

telle  que  tang  d^  =  r-^ g ,  ou  sih  d^  sss ,  on  aura 

F(*-,<0  =  ^F(6,<f), 

substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  M%    on  aura 

2M°=PcE(£,  eO-KE'c  —  F"c)F(i,  J^  +  isin^F'c; 
l'équation  à  vérifier  se  réduit  donc  k  celle-ci  : 

-H  (E'c  -  F'c)  [F(* ,  /u)  +  F(*,  /)]. 

Mais  d'après  la  valeur  trouvée  de  tang cT  et  celle  de  tang/*,  on  a. ... . 
1  =  c  tang/*  tang  cP ,  ce  qui  répond  à  l'équation  F(4,  /a)-f-F(£,  eP^F'i  ; 
on  a  en  même  temps  E(£,  ft)  -+•  E(£ ,  S)  =  E*ô+  £*sin  ft  sin  «P.  Substi- 
tuant ces  valeurs  et  effaçant  la  partie  qui  se  détruit  par  la  propriété  des 
fonctions  complémentaires ,  il  ne  restera  plus  que  l'équation 

laquelle  devient  identique,  en  substituant  les  valeurs  connues  de  sîn  £ 
et  sin/*.  -  - 

i3o.  L'équation  générale  (4)  que  nous  avons  établie  entre  trois  fonctions 
dont  les  paramètres  sont  n*  n\  ri»,  peut  servir  à  donner  une  seconde  solu- 
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tion  du  problème  qui  a  pour  but  d'exprimer  une  fonction  dont  le  para* 
mètre  est  imaginaire ,  par  deux  autres  fonctions  dont  les  paramètres  soient 
réels. 

Représentons  par  m  le  paramètre  imaginaire  donné  /w= 

v  (cos  ô  +  1/  —  1  sin  0),  et  par  n  et  nf  les  deux  autres  paramètres  qui  doi- 
vent être  réels.  11  faudra  d'abord  satisfirire  à  l'équation  nn'm  ss  —  c*£* ,  ou 

tz/i^(cos 8  «+■  v/ —  1  sinfl)  =s  —  c*£â.  Soit  ponr  cet  effet  r*  =  -jr  *  on  aura 
£*  =  r»[cos(?r--ô) —  k^—  isin(*-  — -fi)],  et  par  conséquent 

Cela  posé ,  la  seconde *des  équations  (1),  détiendra,  en  faisant. 

(i+*)(i+h')=MS, 

N(i4-^coe8+fsm«.t/  — i)  =  (f  +  ^j 
elle  se  divise  en  deux  antres,  savoir  : 

N  (14-  v  cos  0)=  i-f-2rsin£0—-  r*cos8, 
N  p  sin  0  =  arcos  j  0  —  r»  sin  0  ; 
d'où  l'on  déduit 

"""  sin  i  *  ' 

la  dernière  donne 

__  i  +  »±y/(i  +  a»co8fl+0 i  +  >±    . 

r  Ttonfi  ~    asiajé 

en  faisant  pour  abréger  <r=t  v'C1  +  »  cos  6  •+•**)  >  *  °*  remarquera  que 
cette  valeur  qui  détermine  entièrement  £  est  indépendante  du  module  c. 
On  aura  ensuite ,  en  prenant  le  signe  inférieur  de  <r , 

0,1  ~  T  —  -4TÂ?rr-> 

j'observe  qu'on  a(i+r— f)(i+»  +  9')=4' sin* £ fl  j  donc 

>+'  +  »    ' 
et  par  suite 

-  .   ->_       fr*  +  >)(i-W  — r)  a(c»  +  ,) 

(#  +  »)(*+»/)»-  -pfôfjsa*      ? 
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or  la  quantité  i  —  *  -f-  9  est toojoars  positive;  cela  est  évident  si  r  se  i 
ou  <  i  ;  si  *  est  >  i ,  la  quantité  c  égale  à  1/(1  -H  2  p  cos  ft  4-  y*) ,  est 
toujours  comprise  entre  r  -(-  r  et  r  —  r  ;  on  peut  donc  faire  cr  =  f+ooô  et, 
et  on  aura  1  «— f+rscri  -J-oositss:  a cosi*  j- et ,  quantité  toujours  positive. 
EH*  m  aérait  aéro  qoe  dam  leoasoufon  aurait  cos  ô  =  ~  1,  mais  alors  le 
paramètre  proposé  ut  serait  réel. 

La  valeur  de  nu!  étant  positive,  il  faut  que  n  et  nf  soient  tous  deux  de 
même  signe;  celle  de  n-\-n'  étant  négative,  il  s'ensuit  qu'ils  sont  tous 
deux  négatifs.  Enfin ,  puisque  ie  produit  (e*«+-  n)  ((?  -f-  n)  est  négatif,  il 
faut  que Fun  des  fadeur*^ -f-#*  c*  +  n',  soit  positif,  et  l'autre  négatif. 
Donc  l'un  des  paramètres  /i,  n*}  est  plus  petit  que  c*,  et  l'autre  plus  grand 
que«\ 

Soit  n  le  plus  petit  paramètre  et  ri  le  plus  graad,  on  aura  par  la  réso- 
lution des  équations  précédantes,  et  en  faisant  r=  ^(^-J-ac* v  cosô-f-  **), 

Nous  savons  déjà  qu'on  peut  supposer  ra  =  — câsinâA,  ainsi  l'angle  A  sera 
donné  par  la  formule 

•   %\  €»+»—  r  i  4. ,  — .» 

sin  A  —  « ,    .      â    x  sss  — . 

Quant  à  l'autre  paramètre  n\  il  doit  être  négatif  et  plus  grand  que  £*;  mais 
il  faut  encore  que  1  +//  soit  positif;  car  puisqu'on  a  (1  -f-  ri)  (1  -f- nf)  ss 

■ITT  a — "  >  2  est  ck*r  T16  I  +^  aura  Ie  même  signe  que  c — p  —  cosfl. 

Soit  1»  j>H~oû»4  positifs  A,  on  aura  0* — r  —  cosfl^rer  — A  = ». 

~v  =  ^«t  ,  quantité  positive  ;  soit  3°  r  +  cos  fl  négatifs  —  j&,  on  aura 

a  —  p  —  coa  0  =  0"  -+-  A: ,  quantité  encore  positive.  Donc  dans  tous  les  cas 
1  +  ri  est  pasifîf ;  et  puisque  c*  +  ri  est  négatif,  il  s'ensuit  qu'on  pourra 
toujours  faire  ri  =  —  1  «+•  £*  sin^*,  et  l'angle  ^ct  sera  déterminé  directement 
parla  formule 

.  t    y+y^y  mmmm       2(1  +  »  cos*+»9 

sin  ^  _  j^1+f+r)  —  (I  +  f+r)  (6.  -pr+7)- 

Les  valeurs  de  n  et  de  n'  étatot  ainsi  trouvées,  on  aura  celles  des  coeffi- 
ciens  £  et  h  comme  il  suit: 
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Il  ne  reste  donc  pins  pour  achever  la  solution  que  de  déterminer  les  coeffi- 
ciens  À,  À',  B,  ce  qu'on  fera  par  les  formules  du  n°  1 18. 

1 3 1 .  Cette  solution  a  l'avantage  de  faire  connaître  immédiatement  par  des 
formules  assez  simples  les  paramètres  réels  n  et  ri  des  fonctions  par  lesquelles 
peut  être  exprimée  toute  fonction  Ilm  dont  le  paramètre  est  imaginaire; 
on  trouve  ainsi  par  une  seule  formule  l'expression  de  la  fonction  Ilm  ;  mais 
le  calcul  des  coefficiens  est  plus  Compliqué  que  dans  la  première  méthode , 
et  il  paraît  que  celle-ci  mérite  la  préférence. 

Si  on  applique  cette  nouvelle  solution  au  second  exemple,. on  aura... . . 

(7  =  6,  t  =  £v,  ce  qui  donnera  n=         ,  7"  =r—  1  +  b  y  et  #'= 

—  (~zrr~jrr)  ==  —  *  +  ** »nV*»  ^n/a =  "'^V,-  La  fonction  Tin  dont 
le  paramètre  n  =  —  1  -f-  £,  s'exprime  par  la  fonction  de  première  espèce 
F,  jointe  à  une  quantité  logarithmique  (art.  55);  ainsi  la  fonction  Ilm  dont 
le  paramètre  est  imaginaire  s'exprime  par  ces  deux  quantités  et  par  la  fonc- 
tion ïln'  dont  le  paramètre  est  réel  et  de  la  forme  —  1  -f-  b*  siifft,  laquelle 
sera  accompagnée  de  l'intégrale  I   J£,  »,  où  A:  est  imaginaire.  On  voit  que 

le  tout  formera  une  expression  plus  composée  que  celle  qui  résulte  de  la 
première  méthode ,  c'est  pourquoi  nous  n'entrerons  point  dans  le  détail  de 
son  développement. 

i32.  Nous  observerons  enfin  que  la  formule  qui  a  fourni  deux  solutions 
du  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  dans  ce  chapitre,  n'est  pas 
la  seule  qui  puisse  être  employée  a  cet  usage,  et  qu'il  en  est  plusieurs  au- 
tres qui  conduiraient  au  même  but  ;  mais  il  nous  suffira  de  faire  mention  de  la 
méthode  suivante  dont  l'application  pourrait  dans  certains  cas  présenter 
quelques  avantages. 

Ayant  pris  deux  coefficiens  constans  £  et  k,  soit  p  =  —  "°f  .c^s*  ,  on 

aura ,  en  faisant  pour  abréger  D  =  1  -f-  £  sin*<p,  l'équation 

dp      dp    D  [1  —  a  (1  +  c*)  sinap  +  Ç  c*  sinfy]  —  ag  Aa  sinft»  cos8? 

i  +  ^""~à#  Da+*Àasina?cosa? 


Supposons  le  dénominateur  Dâ  -f-  k  A*  sin*$  cos*0  ss  (  1  -f-  n  sin*0  ) 

(i-f-7*'sinâp)(i  -f- m  sin1^) ,  on  aura  les  trois  équations  de  condition, 

kc?=xim'm9 
(i  +  0t  =  (i  +  »)V+'O(i  +  «),         \        M 

>    0+Ô-0+5)0+S)0+.Î0. 
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au  moyen  desquelles,  étant  donnés  les  deux  paramètres  n  et  n',  on  pourra 
déterminer  le  troisième  m  et  les  deux  constantes  £  et  k,  tels  qu'on  ait  entre 
les  fonctions  ïln7  lit',  Um9  l'équation 


A 


I-f£—  =|F  +  An*  +  A'n/*'4-Bn/w.  (b) 


Appliquons  cette  formule ,  comme  ci-dessus,  fti  cas  de  deux  paramètres 
imaginaires  »s=s*(cos04-  V —  ï  sinfl),  /*'  ss  >(cos8  —  j/ —  i  sin  6) ,  où 
nous  pourrons  supposer  p  <  c;  car  si  on  avait  *  >  c,  le  paramètre  n  pour- 
rait, en  vertu  du  théorème  de  l'art.  49  >  être  remplacé  par  le  paramètre 

—  s=s  —  (cosfl—  ]/ —  1  sin 8) ,  où  l'on  aurait  — *  < c. 

Dans  cette  hypothèse,  si  l'on  fait  (i+»)(i4V)==i+3>cos84->*— £*, 

(1  +  £)(*  +7)  =  *  +  ~^~  +  ^î  sss  >%  on  awra    Pour   déterminer 
Ç  et  m  les  deux  équations 

Soit  1/(1  +m)  =  a?,  ou  m  =  **—  i ,  on  aura  l'équation  (&c  —  £•)'= 
>•(*•  — **),  d'où  résulte 

On  voit  d'abord  que   les  deux  valeurs  de  a:  comprises  dans  Cette  for- 
mule sont  positives;  car  on  a  par  supposition  v  <  c9  et  £*  — -  v*y*  =... 

(^"^"^vv1  —*  ?)'  ®*  on  °">serve  de  plus  que  l'équation  qui  détermine 
directement  m  ou  x*  —  1 ,  est 

('—  ^)wt  +  4»(i—  £)(i+*cos8)  —  4**sin*8  =  o, 
—  4ro£4 

on  en  conclura  que  son  dernier  terme  étant  négatif,  les  deux  valeurs 
de  m  sont  Tune  positive,  l'autre  négative,  c'est-à-dire  que  des  deux  va- 
leurs positives  de  x,  l'une  est  plus  grande  que  l'unité ,  l'autre  plus  petite. 
La  valeur  positive  de  m  pourra  être  représentée  par  col4/*;  quant  à 
la  valeur  négative,  elle  devra  être  de  la  forme  —  c*sin*A;  car  en  vertu 

de  l'équation  (*^)  =  >*  (*  +  p)r  *1  e**  visible  que  1  -f-  ^  doit  être 
T.  I.  21 
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positif,  et  comme  dans  le  cas  de  m  négaJtjf,  cette  même,  quantité  devra, 
êlre  plus  petite  que  l'unité,; on  pourra  la représenter,  pa*  cas* X,, ce. qui 
donnera  m  = —  ^sin'A,  et  l'angle  X  sera  détcffiRmé  pas  lféquatioa. . .. 

^cosXt=db(-^-^\,  où  Ton  devra  mettre  pour  x  la  plus  petite  Va- 
leur a?  =  -=^,  ce  qui  donnera  ^«^==±(^^^=±^^^2)  ,  le 

signe  ±  devant  être  déterminé  de  manière  qj*a  co*A  suit,  positif  jTX  étant 
connu,  on  aura  fi  par  l'équation 

.     .       ^  2»sin6 

smAcotiu=:1^?c:?5? 

On  voit  maintenant  te  posnbUHéi  d'exprimer  toute  fottetnpt  de  troisième 
espèce ,  dont  le  paramètre  n  est  imaginaire,  par,  le  moyci  de  detm  fpnc-< 
tions  de  même  espèce ,  dont  les  paramètres  sont  réels,  l'une  ayant  le  para- 
mètre positif  m  =  cot*  fc,  l'autre  ayant  le  paramètre  négatif  ni  =; — c*sdn*A. 

11  n'y  a  de  différence  entre. cette  solution  et  la  précédente,  que  dans 
la  valeur  du  paramètre  d'espèce  circulaire,  qjii  est  maintenant  positif  et 
représenté  par  cotftp,  tandis  que  dfcns  l'autre  solution  il  était  négatif  et  de 
la  forme  —  1  -f-  £*  aux? /à  -7  mai9  on.  sait  qne=  eea  deux  fend**  *oot  i£dfft&~ 
tibles  l'une  et  l'autre,  et  qu'ainsi  il  n'y  a  aucune  différence  «ssentieH» 
dans  les  deux  solutions. 

Quan)  au  développement  des  formules  pour  déterminer  les  coefficiens 
Â,  A',  B,  et  achever  la  solution,  il  ne  saurait  maintenant  offrir  aucune 
difficulté, *et  nous  ne  croyons* pas  devoir  nous  y  arréteiw 

\33.  Conclusion.  Puisque  toute  fonction:  elliptique  de  troisième  espèce, 
dont  le  paramètre  est  imaginaire,  peut  se  réduire  st  deux  fondrons  de  îfet 
même  espèce,  dont  les  paramètres  sont  réel*,  il  s!en*ujt,: 

i°.  Que  toute  fonction  complète  de  troisième  espèce,  dont  le  paramètre 
est  imaginaire ,- peut  toujours- se  [réduire  aux  fbncUroà*  elliptiques  de  la 
première  et  de  la  seconde  espèce. 

20.  Que  toute  fonction  de  cette  sorte,  non  complète,  mais,  dont  l'auf- 
plitude  $  est  telle  qu'on  ait  F(c,  $}  =.  kVlcr  h  étant  un  nombre  ration- 
nel, pourra  également  s'exprimer  par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la 
seconde  espèce. 

3à.  Qu'une  fonction  n» ,  dont  le  paramètre  est  imaginaire ,  pourca  se 
réduire  indéfiniment  à  la  première  espèce,  si  l'on  peut  satisfaire  en  même 
temps  aux  de«x  conditions  nécessaires  pour  que  lea  fonction  Wm^jïlm% 
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dont  élit  dépend,  soient  susceptibles  A  ■une  'semblable  réduction.  On  a 
déjà  vu  un  exemple  de  ces  réductions  (art.  a&4)>  et  ^  sei»it  iaoilc  d'eu 
produira  plusieurs  autres. 
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D'un  symptôme  général  pour  reconnaître  si  deux  fonctions 
données  dé  troisième  espèce j  qui  ne  diffèrent  que  par  les 
paramètres,  peuvent  se  réduire  Xune  à  Vautre. 

i34-  ÎN  ous  avons  admis  trois  formes  dans  les  paramètres,  savoir,  n=oot*  8, 
n  =  —  i  ■+-  h%  sîn*  fl ,  /i.=  —  c%  sin*  fl j  et  nous  avons  fait  voir  que  toute 
fonction  qui  se  rapporte  à  la  première  forme,,  peut  être  convertie  en  une 
fonction  qui  se  rapporte  à  la  seconde  Tonne  ,  et  réciproquement.  Cette 
conversion  se  fait  par  la  formule  du  n°  5%,  et  sans  rien  changer  aux 
fleux  autres  élémens  de  chaque  fonction,  qui  sont  le  module  c  £t  l'am- 
plitude (p.  Mais  une  fonction  dout  le  paramètre  appartient  à  la  troisième 
forme,  ne  peut  jamais  être  réduite  qu'à  une  fonction  dont  le  paramètre 
est  de  la  même  forme.  C'est  pourquoi  nous  nous 'bornerons  à  comparer  suc- 
cessivement, pour  les  trois  formes  -du  paramètre ,  deux  fonctions  qui  se 
rapportent  à  une  même  forme. 

Soit  i°.  ns=5  vot  %  ;  la  formule  {!)  du  n°  106  prouve  que  la  fonction 
n(cc**ô,  c,  p)  peufr  se  réduire  à  la  fonction  n  (cot*  0,  è9  6)  qui  diffère 
delà  première  par  *er  trois  élemens.  SemblaMement  la  fonction  FI  (cotâ  A, 
c,<p)  pourra  se  réduire  à  la  fonction  n  (cot*  p,  A,  A);  mais  les  fonctions 
lî  (oot*  f ,  i,  Ô), II (  cof<p,  ft,  A)  qui  ne  différent  que  par  l'amplitude ,  peu- 
vent se  comparer  entre  dles  et  avec  la  fonction  complète  n1  (cot*  ^ ,  b) , 
d*ttne  irffinité  de  manières  par  les  -formules  des  n08  56  et  59.  Supposons  en 
général  qu'on  nit  l'équation 

iF  (A,  A)  db  AF  (A,  S)  =  /F1  (b), 

i,  k,  l  étant  des  nombres  entiers;  alors  il  s'ensuivra  par  les  principes  connus, 

21.. 
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XI  (cot*  <p,  A,  A)  ±  *n  (cot*  <p,  A,  8)  sa  IW  (cot*  <p,  *)  + W, 

W  étant  une  quantité  déterminable  par  arcs  de  cercle.  Mais  la  fonction  com- 
plète de  troisième  espèce  II1  (cot*  Ç,  b)  est  réductible  aux  fonctions  de 
la  première  et~de  la  seconde  espèce  j  donc  l'équation  précédente  donne  le 
moyen  de  réduire  l'une  à  l'autre  les  deux  fonctions  II  (  cot*  0,  by  A), 
n  (col*  0,  b,  A).  Donc  en  général  les  deux  fonctions  II  (cot*  0,  c,  <p)9 
n  (col*  A,  c,  ç)  pourront  se  réduire  l'une  à  l'autre ,  si  les  angles  0  et  A  des 
paramètres  sont  tels  qu'on  ait  iF  (*,  A)  sfc:  KF  (b}  fl)  =a  /F1  (6),  i,  kf  l  étant 
des  nombres  entiers  à  volonté. 

Soit  2°.  n  ==  —  i  +  b*  sin*  fl,  la  fonction  II  (/i,  c,  ç)  pourra  se  réduire 
à  la  fonction  II  (£*  tang*  <p,  £,  8)  par  la  formule  du  n°  1 1 1.  De  même  si  l'on 
a  n9  =  —  i  +  £*  sin*  A,  la  fondtion  II  (/*',  c,  tp)  pourra  se  jréduire  à  la  fonc- 
tion II  (6*  tang*  $,  A,  A).  Mais  on  verra,  comme  dans  le  cas  précédent,  que 
les  deux  fonctions  II  (£*  tang*  p,  A,  fl),  II  (£*  tang*  0,  i,  A),  peuvent  se  ré- 
duire l'une  à  l'autre,  si  les  angles  fl  et  A,  déduits  des  paramètres  n  et  n'f 
sont  tels  xpi'on  ait  *F  (£,  A)  =fc  *F  (*,  fl)  =  /F'  (*),  A,  * ,  Z  étant  des  entiers. 
Donc  cette  condition  ayant  lieu,  il  sera  toujours  possible  de  réduire  l'une  à 
l'autre  les  deux  fonctions  n  (/i,  c,.^),  II  (*',  c}  ^). 

Soit  3°.  n  s=s  —  c*  sin*  9,  la  fonction  II  (—  c*  sin*  8,  c,  $)  pourra  se  ré- 
duire à  la  fonction  II  ( —  c*  sin*  $,  <?,  0)  par  la  formule  du  n*  1 15  j  sembla- 
blement  la  fonction  II  (  —  c*  sin*  A,  c,  tp)  pourra  se  réduire  à  la  fonction 
II  ( —  c*  sin*  tp ,  c,  A).  Supposons  qu'eu tre  les  angles  fl  et  A,  déduits  des  pa- 
ramètres, on  ait  la  relation  iF  (c,  A)  ±  kf  (c,  8)  =  /F1  (c),  i,  A,  l  étant 
des  entiers;  alors  on  aura  par  les  principes  connus, 
in  (—  c*  sin*?,  <?,  A)±ÀH  (—  c*sin*  tp,  c,  fl)=  ftl"  (— c*  sin1  ?,  c)+W, 
W  étant  une  quantité  déterminable  par  logarithmes.  Donc  la  fonction  II 
( — c*  sin*  0,  cy  A)  pourra  être  exprimée  par  la  fonction  II  (— c*  sin*  p,  c,  fl), 
et  réciproquement.  Donc  en  général ,  si  la  condition  mentionnée  a  Jieu ,  les 
deux  fonctions  II  ( —  c*  sin*  fl,  c,  0),  II  ( —  c*  sin*  A,  c,  q>)  seront  réductibles 
Tune  à  l'autre. 

On  voit  directement  un  exemple  de  cgtte  réduction  dans  la  formule  du 
n°  55.  Maïs  le  symptôme  général  que  nous  venons  d'indiquer,  donne  les 
moyens  de  multiplier  à  l'infini  ces  sortes  de  comparaisons,  et  prouve  que 
toute  fonction  donnée  de  troisième  espèce  peut  être  transformée  en  une  in- 
finité d'autres  qui  n'en  différeront  que  par  le  paramètre. 

La  formule  du  n*  49»  <pû  est  1*  pi"8  simple  et  la  plus  remarquable  des 
formules  de  comparaison,  est  comprise  dans  le  symptôme  général  donné  pour 
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les  deux  premières  formes,  puisqu'en  faisant  n  =  cotâ  fl  et  —  a  col*  A ,  on  a 

entre  les  angles  0  et  A  la  relation  c  tang  8  tang  A  s  i ,  d'où  résulte  F  (£,  6) 
+  F(£,A)  =  P*. 

La  même  formule  servirait  à  comparer  les  deux  fonctions  ri/*  et  n  -  dans 

le  cas  où  on  aurait  n  =  —  i  ■+•  4*  sin*  fl ,  —  =  —  i  +  £•  sin*  A,  car  il 
en  résulte  encore  i  =  c  tang  0  tang  A. 
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De  l'intégrale  Z  «=   f S- : 

J  (»+/**)  i/(i  +  f*«) 

1 35.  LiBTTE  intégrale  se  ramène  aisément  aux  fonctionselliptiques  en  faisant 
i  +  qz%  ss/'j  mais  le  calcul  mérite  'd'être  développé  dans  quelques  cas  par- 
ticuliers, à  cause  des  réductions  qu'ils  présentent  et  qui  peuvent  jeter  un 
nouveau  jour  sur  l'usage  des  fonctions  elliptiques. 
Supposons  d'abord  q  positif,  p  étant  à  volonté  positif  ou  négatif,  si  on 

fait  \/  (i  +  qz%)  zsjr ,  et  «*  =  J  —  i ,  on  aura  pour  première  transformée 
Cette  intégrale  peut  se  décomposer  en  deux  autres  ;  soit  pour  cet  effet, 


p=  f 2ÈL 


et  on  aura 


J*fr 


•L'intégrale  Q  se  trouve  immédiatement;  car  si  on  mer  au  Heu  de  y  sa  va- 
leur en  fonction  de' s,  on.  aura 
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Ainsi  la  -quantité  Q  est  tlonnée  par  un  turc  de  cercle  si^  est  poréîtif,  et  par 
un  logarithme  si  p  est  négatif.  Tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  Se 
l'autre  intégrale  P. 

Pour  cela,  soit^  s=  i  -+•  x*,  on  aura 

p_    T 2(1 +*«)<& 

Cette  intégrale  dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  dont  le  para- 
*»èfcie  *eat  imègHwri»e,  -et  «owavera  «deané  pour  -cet  «objet  lee-fuiniulce  rté- 
cessaires.  Mais  dans  le  cas  de  «  =  2 ,  l'intégrale  P  ne  dépend  que  d'une 
fonction  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est  réel,  et  c'est  ce  cas  dont 
nous  allons  développer  He  cjflaaL 

i36.  Ayant  donc  fait  a  =  2,  ou  q  =  gp,  il  s'agira  de  trouver  l'intégrale 


'A 


2  (i+x*)  dx 


Pour  cela,  soit  r  =  y  3  et  a?=r  tang  £  0;  soit  de  plus c  =  £  J^  (2  — 1/3) 
=  sin  x5°,  on  aura  la  transformée  - 

p  ■"/■ZTVTT  +  r/  7=ï3Ff)  ' 
d'où  l'on  tire 

Pour  avoir  cette  dernière  intégrale,  soit  ^  (1 — c*  sinâ  ^)  s  ^in  0,  la  dif- 
férentielle      ^^*     .deviendra  —   *.J?i  >>  et  son  intégrale  sera 

On  n'ajoute  point  de  constante,  parœ  <jue  cette  intégrale  s'évanouit  lorsque 
(p  =  o,  valeur  qui  répond  à  celle  de  z  s=  o. 

La  valeur  de  P  dépend  donc  de  la  fonction  elliptique  de  troisième  espèce 
n  (—  -5  ) ,  et  il  faut  examiner  si,  à  raison  êrt  paramètre  —  7,  cette  fonction 
ne  panerait  pas  se  réduire  ,  indéfiniment  à  J*  ^première , espèce.  ^   . 

Ayant  le  module  c=£  v'C2**-  Vfyi et  *°n  complément  ha&\  V^(a+  \f$U 
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ob  voit  immédiatement  qoe  k  paramètre  j*»~£  œ  rapporte**  la.  fanne 

/iscs—  *•+-£»  «a**,  enfeistmtfs&^te^^ 

Or  cette  valeur  de  sin  Q  est  celle  qui,  suivant  l'article  ^4>. satisfait. à. l'équa- 
tion F  (b7  8)  =  |F!  (b).  Donc,  la  réduction  de  la  fonction  n  (, —  i^e&t  pos- 
sible, et  elfe  s'effectuera  par  la  formule  du  n°  1 13  qui  donne 

11  s'agit  donc  de  faire  les  substitutions  dans  cette  formule;  or  la  valeur 
connue  de  fl  donne  rt  .    lj[**  p»  -i uop<a  ensuite  par  les  formules  du  n°  6o 
V  =  £ 4â  sin  6  sin  ô,  (i  +  sin  ô),,  cos-fiL^ «  —  «m ^=  *~—  ^  îvsitt  fl*. 
=  r  sin  0  ;  donc  V  ==  — >  On- a  en  stc&nd ._£euipar  les  formules  du  même 
article , 

W  s=  7-7-7  arc  tang  — - — -r— , — =  -f-  ^rîr;  arc  tang      .    ; } — r-r — *—  ; 

3|/V  °  *+»  3^  &  r+i» — »cosâôcos0â 

Substituant  les  valeurs  de  ^  fel  I. ,  firi&nt  de  plus  n'  =  £•  tang*  <p  et 
i/V  ss  -: ,  on  aunr 

w  SUif  cos^7 

Donc  la  fonction  II  (— £)  se  réduit  à  la  première  espèce  par  la  formule 

n  l_f)=.(,_i^  +  £«.**==?* '+'£  J.ti«  =f» 

Substituant  eeHe*vdétrirdan^ceHe'deFint^raleP"9  bai  aura  enfin 

D'où  l'on,  voit  91e  l'iat%al*  P  devkatfinaltmM^indapewlMtâidttifhriK- 
tions  elliptiques»  etqpe  son  0xpre*ëk>»  r**  renfermer  ^uedwr aces  dfecerdb . 
et  des,  logarithmes*  U  eiMW«iwi*cai*éqaaatt.deB^^ 

sée^Z  dfew  fe  cws  où  Pbn  ar  eers=  3f  ,otr  *  ==  a 

Sron  veut  avoir  la  valeur  de  Z  loxçqpe  z  ;=  00  h  il*  faudca- faire  ç,ps  nt^  ce 

qui  donne  P  =  —  ;  d'ailleurs  dans  le  même  cas  on  a  Qlcn»*»'; 

7 îl 
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et  qu'ensuite  pour  faire  disparaître  les  puissances  impaires  de  la  variable 
sous  le  radical,  on  suppose  xs£X£Z,  ou  aura  pour  déterminer  p  et  y, 
les  équations 

*P9  +  *(/»  +  f  )  +  2f«=  o, 
*P9  —  HP  +  9)  +  a»  =  o, 
lesquelles  donneront  toujours  pour  p  et  q  des  valeurs  réelles,  en  prenant 
convenablement  A,  f*,  r  (art.  5). 
Gela  posé,  si  l'on  fait  pour  abréger 

Ms=:;>'  —  V4-'    t*  0»  — ï*)0>  — 7), 

P  =  ^  +  ^  +  /»  =  (^ .  +  |x)  (^  -  y), 
on  aura 

■'-  +  »»  +  '-fë$. 

et  la  transformée  en  y  sera 

soit  pour  abréger  Y  =  V' [«(P  +  Qt*)  (M  +  fy^L  on  aura  par  le  déve- 
loppement de  la  quantité  précédente 

mais  par  la  différentiation ,  on  a 

ou  en  substituant  les  valeurs  de  M,  N,  P,  Q, 

donc 

Or  les  intégrales  [%>  /y  >  **  raTn^nent  Par  k*  transformations  con- 
nues, aux  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce , 
donc  l'intégrale  Y  ne  dépend  généralement  que  de  ces  deux  fonctions. 
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pourvu  qu'on  prenne  l'httégrale  depuis  9  s  t  =  t^— —  jusqu'à  .... 

t  t/0  +  **)  - 

w  —  11  SB  -1 — 1~— -.  L'intégration  étant  donc  effectuée  entre  ces  limites 
toutes  deux  variaMes,  on  aura  généralement 

*=  ♦  ««•C-É££5>+J?««-«a#i 

3 

Si  on  veut  avoir  l'intégrale  lorsque  a  ss  00 ,  il  faudra  supposer  4/(1+0^)=», 

s  s 

»  étant  infiniment  petit  ;  on  fera  donc  I  =  —  — ,  et  u  ss  — ,  ce  qui 

donnera  Z  sa  Hr-J  résultat  conforme  à  celui  que  nous  avons  trouvé  par 

l'autre  méthode,  puisqu'on  a  dans  ce  cas p  =  f • 

i38.  Revenons  maintenant  à  la  formule  générale,  et  supposons  que 
ç  est  négatif ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  considérons  directement  la 
formule 

d% 

s_  . — :• 


dan^  laquelle  nous  supposons  <j  positif,  p  étant  a  volon  té  positif  ou  négatif. 
Si  on  fait  y  (i  —  ^z*)  ss/-  et  «'  as  £  —  i ,  on  aura  la  transformée 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  Z  =  -"  (P  —  Q),  en  faisant 

P==r        -.1+ 

On  trouve  immédiatement  la  valeur  de  la  seconde  intégrale 

V       3^7 1  -**•  ""  5^5 10g  \i  -  «  V/>/  ' 
pour  avoir  celle  de  la  première,  soit  y  ss  i  —  a?,  on  aura  la  nouvelle 
transformée 

p  _  fm a(i— »*)<fr 

r  """/(*♦—  (a^«)*«  +  ^— •+«)  •(**  —  3*»+3)# 
T.  I.  aa 
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Cette  intégrale  dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  dont  le  para- 
mètre est  imagiaaire,  et  elle  peut  être  ramenée  à  celles  dont  le  paramètre  est 
réel.  Mais  dans  le  cas  de  a  =  2 ,  la  solution  se  simplifie  beaucoup  et  de- 
vient tout  à  fait  indépendante  des  fonctions  elliptiques;  c'est  ce  qu'on  vé- 
rifiera aisément  en  traitant  la  formule 

afg — x*)'èxx 


lfw=f 


.3)  v*(**_5.ïf+3)> 
comme  celle  de  l'exemple  précédent  •     ~ 

139.  On  peut  aussi,  danft le  même £as^ 
de  l'intégration  sans  le  secours  des  fopctions  elliptiques.  Et  d'abord  comme 
la  valeur  de  q  peut  être  prise  à  volonté ,  supposons  y  =  3 ,  ce  qui  don- 
nera p  =  jy  et  la  formule  proposée  deviendra 

3A 


-/; 


(3-^(1 -3*0 


3 


Z 


Soit  y  (i  —  3**)  »i ,  on  aura  la  transformée 


xé 


La  première  partie  eal  ratioMiffilltj  la  aecaode  «wble  devoir  ae  àémm& 
poser  en  deux  fonctions  elliptiques  de  la  troisième  espèce ^  à  cause  des  deux 
facteurs  du  dénominateur  Sx4  +  &#•  — -  1.  Mais  si  on  examine  les  choses 
avec  plus  d'attention ,  on  trouvera  qu'en  faisant  \/  (3^f*  +  6x*  — •  1)  =  px , 

la  seconde  partie  devient  —  -^-  /">_/»  desorte  que  la  valeur  totale  de 
Z  est 

Ainsi  cette  intégrale  se  détermine  entièrement  p»  les  arcs  de  cercle  et  les 
logarithmes. 

L'intégrale/ que  nous  venons  de  déterminer  dans  ses 

J(3rfca-)y<i^^) 
deux  différens  ca£,  se  trouve  mentionnée  page  116,  dans  la  liste  que  Fuss 
a  donnée  de»  ouvrage»  d'Euler  ;  meis  le  mémoire  qui  la  con<#rwe  a'a  pa* 
encore  été  publié.  Nous*  avons  voulu  faire  voir  par  un  exempte  austt  im* 
marquable ,  que  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  conduit  d'une  manière 
sûre  aux  expjeaaioos  les.  plus  simples  d#s  intégrale*  qui  *'y  rapportent. 
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140.  Indépendamment  des  deux  cas  dont  nous  venons  de  parler,  il  y  en 
a  an  troisième  où  l'intégrale  Z  ne  dépend  que  des  arcs  dé  cercle  et  des 
logantbmei*  C'eat  oém  où  l'on  aurait 

a* 


-/•= 


*>\/it+*)' 


intégrale  qui  se  rapporte  &  la  formule  générale  du  n*  1 35,  en  faisant  q^=  1 , 
^oi  -*«  ~  et  cf  ss -~4*  Om  ne  saurait  alors  éviter  de  rencontrer  dana  Pin- 
tégrale  P  des  fonctions  elliptiques  dont  le  paramètre  est  imaginaire  ;  mais 
la  réduction  de  ces  intégrales  conduira  à  un  résultat  entièrement  indépen- 
dant des  fonctions  elliptiques.  Nous  n'entrerons  point  dans  le  détail  de  ces 
réductions ,  et  nous  nous  borneront  à  prouver  par  une  autre  foie,  que  l'in- 
tégrale Z  peut  être  déterminée  par  les  arcs  de  cercle  et  lea  logarithmes. 
Pour  cet  effet ,  soit  1  -+-  z*  ss  4j*  9  on  aura  k  transformée 

7  =  _â-  C       y*y 

Jfc       émit  3 

Mais  si  on  considère  l'intégrale  T  =  f- 1 ,  et  qu'on  fasse  y  (t* —  1) 

=  —  i,  on  aura  *=  775 — 7777-3 — \i  g  as  —  ~ a*l 

donc 

Ainsi  on  connaîtra  l'intégralç  Z  si  T  est  connu;  or  il  suffit  de  faire 
fi  —  — L_  5  et  on  aura  T  93  l"^**?  donc  Z  se  déterminera  par  ^équation 

et  par  eénaé^neot  Z  peut  s'exprimer  pur-  lesf  arct  4*  cercle  et  les  loga-  s 

rithmes. 

i4i.  Revenons  maintenant  à  la  valeur  générale  de  P  (art.  i35),  afin 
d'en  faire  le  développement  pour  toute  valeur  de  a  j  j'observe  d'abord 
quron  a  identiquement 

Soit  j»  »  1  4-  a%  oa  peurra  ftire  le  praper  mewfcie  *=  3Q,  Q  étant 
donné  par  un  arc  de  cercle  ou  un  logarithme ,  et  on  aura 

22.. 


/ 
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Ainsi  l'intégrale X  formant  le  premier  membre  de  cette  équation,  s'expri- 
mera par  la  quantité  connue Q  et  l'intégrale T «*=/, «V1,  i^ i/l&+ z&+$\ 
qui  ne  dépend  que  d'une  fonction  de  la  troisième  espeoe  dont  fe  paramètre 
est  réel.  Cherchons  l'expression  de  cette  intégrale. 
Soit  comme  ci-dessus  r4  =  3,  c*  c=^-,  x  ss  r  tang  £  p,  on  aura 

T  =  £/?  •  «+H>Wtt :  or  P"  le  ^veî^PPemcnt  du  denier  fac- 
teur on  obtient 

Soit  donc  n  =  /^«TÇ?  >  on  aura  l'intégrale  cherchée 

On  voit  donc  que  l'intégrale  T  s'exprime  au  moyen  de  la  fonction  de  troi- 
sième espèce  II  (m)  dont  le  paramètre  est  téeL 

Cette  intégrale  s'exprimerait  encore  pins  amplement  si  on  avait.*., 
a  =  r*  —  1  =  j/3  —  1 ,  car  de  cette  valeur  on  déduit  : 

Le  cas  de  a  as=  —  1  donnerait  également  un  résultat  très  simple;  mais  ce 
cas  ne  saurait  avoir  lieu,  puisqu'il  supposerait  7=  o. 

Le  cas  de  a  ss  o  donne  T=s£QetP:?=Q,ce  qui  laisserait  Z  in- 
déterminé ,  mais  alors  on  a  directement  Z  =  —7-  Irrrrr^i *  ;  or 

/p^~T5=  J  l/Cr3  —  O  —  *  J|/ù^ii)  »  *  """  dertlière  "^ 
grale  ne  dépend  que  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  se- 
conde espèce. 

La  valeur  de  T  étant  connue  on  aura  l'intégrale  X  =  \  Q  — -T, laquelle 
tiendra  lieu  de  la  seconde  équation  que  donnerait  la  méthode  générale 
d'intégration  (121)  ;  mais  elle  ne  fournit  aucune  lumière  pour  la  première 
intégrale  qui,  soit  seule,  soit  combinée  avec  celle-ci,  donnera  l'inté- 
grale proposée  P.  Cest  pourquoi  il  but  faire  tout  au  long  les  calculs  qui 
conduisent  è  cette  seconde  intégrale. 
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i4a-  La «nbstitatiottxde  xj=:r  tang  ^  4>  dan»  la  valeur  de  P,  donnera , 
en l  të^  &£****&*%*  "*""■.'      ** 

•  ^tf^a^[(^>^yA3^f4.aco»f(C^.Ty 

Il  &ut  multiplier  les_deûx  termes  de  cette  fraction  par  la-  quantité  qui 
résulte  du  déncromatèur/en*  changeant  le  signe  de  cos  $>j  alors  le  déno- 
nùnatenrdukpr<)da«fcjf^t:  la  >       r  ,    . -~~—  ■- 

48C*+[4^(a— J«) (C'+3) — 48ff*]  sin'^+[C*+3—  r*(a— *)•]  sm«?. 

Soit  ce  dénomin^tn^l|^  (^  «Ha*  ctos  G  sin»  <p  4-  '*  "in4  ^  )  >  on  aura  ' 

On  voit  par  cette  vàletîr'dfe  9  sm  ô,  «fdë^ie  paramètre  ne  sera  point  imagi- 
naire dans  trois  cas,  saropy  loœqaei^tskoj,  **a  —  r ,  %  =3  3. 

Soit  le  nouveau  dénomia«teu*?P^*iWT»$  ôsm*<p-f-râ  sin4<p  =  D,  la 
forme  connue  du  nutnéitftimf:^9ifiM^ 

ce  qui  donnera  en  substituant  et  intégrant 

La  dernière  intégrale  dépend  des  fractions  rationnelles  j  ainsi  tout  se  ré- 
duit à  obtenir  l'intégrale  ■-     -;*-2.  -        .,  ■-'•'•     _ 

D'après  les  valeurs  connues  de  r  et  § ,  ït  faut  chercKer  l'expression  de» 
paramétres  m  et  m' j  on  aura  pour  cet  effet 

Hï= — ^4.a*+,4) — *» 


icosy 
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Cette  dernière  valeur  suppose  «+i  positif;  si  et  -f-  i  était  négatif,  la 
valeur  de  m  serait  plus  grande  que  c*  et  alors .  m  serait  de  la  forme 
—  x  +  b%  sinâ  p>  tandis  que  m1  serait  au  contraire  de  la  forme  —  c*  sin*  A. 
On  aura  ençniW  à&&k  l'hypothèse  de  <t-f- 1  positif, 

ra'=s-c-(î±j±r),=- ,+«--.M, 

sinjuss^-ï-^ f  c?os/t  =  ^      c  >  C=—Psmp. 

U  n'est  pas  nécessaire  de  former  l'intégrale  en  £',  m',  etc.,  parce  que  cette 
intégrale,  qui  contient  de»  are»  de  cercle,  doit  sfceeerder  «mc  celle  que 
nousavops  déjà  trouvée,  et  c'est  ce  dont  on, peut  s'assurer,  sans  faire  tous 
les  développemças ,  en  comparant  le  paramètre  négatif  m'ss—  j  -f-£*sin*  fi, 

swftç  Je  paramètre  positif  *^  /^"Z  ,)  *  Celui-ci  &aat  désigné  par  cotâ>, 

on  aura  cot  7  ;=  ^  j/^^y  d*oi  taDg  ^  =  y^£7) >  or  on  trouv^ra  feu- 
lement d'après  ces  valeurs  qu'on  aF(^>)  +F(4,  /^sF'd,  et  qu'ainsi 
les  deux  paramètres  m'  et  n  dont  les  angles  sont  /ut  et  y  %  peuvent  être  ré- 
duits l'un  à  Paofere. 

U  reste  donc  à  former  la  seconde  intégrale  ;  pour  cela  connaissant  r  et  A, 
on  aura  ^  =  vsinA,  /7j=—  c*sin*A,  ce  qui  servira  à  calculer  les  coeffi- 
ciens  ,  '         ** 

j.         c*8JnA(cos*A  —  &»  sin**)  —  *(&*-f"C»cos*A) 

/  =  >-?-*> 

et  on  aura;  l'intégrale 

J  x  +  afcosesin^+^sin^*  A  **  ai  "H*  VH^  J  ~  {  *  ~  Dlim* 

Cette  intégrale  et  celle  qtie  nous  awma  déjà  trouvée  serviront  à  déterminer 
l'intégrale  P,  mais  nous  noua  contentons  d'indiquer  le  calcul  dans  lequel 
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4m  ne  peut  guère  éviter  la  praKuté?  qoand  on  ne  donne  taearte  vajfeor 
particulière  à  et. 

Nous  remarquerons  que  dans  les  deux  cas  où  l'on  aurait  a  ss  r*  —  i  ou 
*  =  —  r*—  i ,  le  dénominateur,  i  -f-ar  cos  fl.sin'ç  4"  *â  s*û40  >  se  rédui- 
rait à  i  —  ac*  sin*  ^  +  c"  sîn*p  j  ainsi  les  intégrales  cherchées  P  et  Z ,  se- 
raient indépendantes  des  Fonctions  elliptiques  et  pourraient  être  assignées 
par  te&aits  de  cercle  et  les  logarithmes.  (  V*ofez  Fart.  124.) 

Enfin ,  le  cas  de  et*  =  —  4  dont  nous  avons  déjà  parlé,  étant  traité  par 
les  formules  générales ,  on  trouverait  que  ï  -+•  et  étant  négatif,  il  fcut  faire 

/»= —  1  +^sift'f*et  jrfi»—  «*sœ*  A;  *e  qu*  douerait  £=1  +1/2, 

3 

sin  /u  =  y'S'— 1 ,  sin  Asa    <t"H^i  I"~*\  Or,  tes  valeurs  sont  précisément 

celles  qui  donnent  JF(  *,  A)  =*  7  SV  «t  F^-ju)  »$  Ftf  j  tm  peut  donc  ré- 
duire dans  ce  cas  les  fonctions  qui  ont  des  paramètres  imaginaires  au* 
simples  fonctions  de  la  première  espèce  F(c,  <p)^  F  (5,  f);  on  trouvera 
ensuite  que  ces  dernières  disparaissent  entièrement  du  calcul,  ce  qui  est 
conforme  au  résultat  déjà  trouvé  («t.  ifr).  -       ~~     : 
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De  quelques  autres  intégrales  qui  conduisent  à  des  résultats 

remarquables. 

-  -  '  i> 

i43.  Oette  intégrale,  où  les  deux  polynômes  du  numérateur  et  du  déno- 
minateur manquent,  de  second  ternie)  est  généralement  .rédrir.tihle  **x 
fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèée. 

En  effet,  siïon  décompose  le  pûtynpms  sous  fe  radical  en  facteurs  réeb 
du  second  degré,  de  cette  manière 
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et  qu'ensuite  pour  faire  disparaître  les  puissances  impaires  de  la  variable 
sons  le  radical,  on  suppose  x  ss£X4£,  on  aura  pour  déterminer  p  et  y, 
les  équations  .        . 

m  +  HP  +  9)  +  *!*=*  °> 
aW  —  HP  +  f).'+  ar  =  o, 
lesquelles  donneront  toujours  pour  p  et  q  des  valeurs  réelles,  en  prenant 
convenablement  X,  p,  r  (art.  5). 
Gela  posé,  si  l'on  fait  pour  abréger 

M=s/>*  —  *p  +  '  <r*(P  —  **)'(j  —  ?)> 
N  as  7*  —  ty  +  p  —  (7  —  **)  (7  —  p), 
P  =  ^  +  V  +  t*  =  (*  +  **)  (*>  -  7), 

QB^  +  ^+^B^+iA)^-  p), 

on  aura 

•       -  +  ^  +  M  =  ^, 


«*  —  **  +  »     B»/._^^%.» 


et  la  transformée  en  j*  sera 

y  —  /„  .  -%  /*  <fr  0>+gr)'-r"»(i-Hrr 

V— 17        P)JlJ+?r'  VT«(P+Q/)(M+Ny*)p 

soit  pour  abréger  Y  sa  |/  [«(P  ■+-  Qj*)  (M  -J-  Ny*)] ,  on  aura  par  le  déve- 
loppement de  la  quantité  précédente 

mais  par  la  différentiation ,  on  a 

ou  en  substituant  les  valeurs  de  M,  N ,  P,  Q, 

donc 

Or  les  intégrales  /S»  /y  '  **  ram^neDt  Par  Ie*  transformations  con- 
nues, aux  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce, 
donc  l'intégrale  Y  ne  dépend  généralement  que  de  ces  deux  fonctions. 
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-  ttfô.T  €oiwiééroti9  mékitfewiit  k  diKrefcttklJë  ^-,  dao*  laqneïki  X*=<« 

+  €x>+'yx*-\-fafi~\~êX*f  et  soppœobs  que-par  1^  subsiikHiqp  *-==?/ 

■4- — ff       .  cette  différentielle  devienne- rpr — IM*2  -  .«  ce  qui  a  lien  en 

effet  dans  un  grand  nombre  de  cas;  voic*~fcômmenfc' on  pourra  en  déduire 
une'  intégrale  aœez  remarquable  et  anàlogpe!  a  cdk  que  fana  venbns  de 
déterminer,  .  •--,-'  ^'_  A;  ..»_ f  . 

Soit  *=  i  —  h  coa  f  et  »s=^,  on  auça;  a:  ==yf  ■+■  «^  et  en  substituant 
cette  valeur  dans  le  polyftome  X,  on  pourra  supposer  X  =  a*  <-{-  £'» 
-H>l#*  +  if,as  +  ■  «*•**!  ce  qui  donner*  .«"as*,  ^'^^ "HjL/*)  >,?=> 
-H  5/iP  -f-  §/*« >  etc.  On  aura  ensuite  ,     "i 

différenciant  cette  quantités  observant  que  dmzsidx,  on  aura 

donc  en  intégrant 

Substituant  dans  le  premier  membre  les  valeurs  û>=x— /,  €'  =  €, 
J^» «T  +  4/«>  el  dans  ^  second  les  valeurs  «=?;:,  77*_=F  ^r  >  on  aura 

Pour  obtenir  de  nouvelles  réductions,  fooaené  qtieTéqnatiOD  ^-^ tes  -£ 
doniieX=:(l-c-8in.<p)j^jmai8'rfr=-^^—  &^f  ,  Houi 

Le  premier  meinbre  à  adssi  pour  vbleAr  &d^tlgo^y'g%<r*+JStg*r+€tg4; 
et  l'identité  des  deux  expressions  ep  <r  donnera  n^= — ^,  £'£=:,— 4*', 

Donc 

T.  I.  a3 
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Hfns  ptiaque^1  —  y.pk  ajfJ>«rM9»l«,  *iv*;^  »4»  <*^«*i  <V  '-*-  y) 

*€'ett  la  fonaaie  générale>  à  laquelfei  aidusf tettfrtpgjpanwmr  ;  ta*  fent  ee- 
*  marquer  que  le  trinôme  tx*+  £j\r  •+•%?  =  rs  •"^ET >  et  q*1*/^  k *ak 
dtes  trois  données^,  £,  fc,  Tjtii  etttrfe^daijs^etéàûlfet 

«L^rétariêr  teett&tfe  terëMëti«rait  à  la '&rftft*te: iptécëdellMtttiJB ^Wttftëtey te 
toëttaat  aS—  y  à  la  plaôe  TÎe  *art  fcâfr  alof^lesècônà  terme  (^spâraltraita 
la  fois  dans  le  polynôme  X  et  dans  le  trinôme  uc*  «f»  etc.  À  usai  voit-on 
que  l'intégrale  ne'  flépeid ;  <qwe  xUfr  fongtioba  ;F  4BÇ  Ej  Jûak  la  réduction  est 
ici  effectuée  d'une  manière  générale  et  très  commode  dans  la  pratique , 


i45.  Soit^(i^c*;siii*  $}=#,  ou  ân%$t^~^y  on  aum  \z&  p=i*î=^ 


toutes  les  fois  que  la  valeur  de  :* ,  qui  donne  -^  es  7  >  pourra  être  mise 

-  -    -&  '  -I  *         *  ■  /         \ 

sous  la  forme  ***/•+■  -rfcy        ~  "      V  ""  V\   J 

£T    >« —    r ^r 

et  la  transFotaiéeséraZ  ^T^/r/^LJ^  faiUftvi  •  ^*  qm&ritHtë5  *>us  Te  Tadieal 
âa&t4*  4-A*)**— •£•  —-*»>,-»*»  feit^  HH«f  =* .ax^a  opauca  d'ahonl 
Z  ™/y^'j?^^piS-'enw^^  l'éguart*  sqppoôéc  on  Jire  .   . 

donc 

Pour  avoir  b  première  intégrale  «fit  *==#  —  ^/^/dleaura  pour  trans- 
formée 

où  l'on  voit  è[ae:t1ti  tiriïïle  de^iT  eàt"*  (**sKV/*)*-    Soi*  ^onc   «1/2  = 
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(,  +  •»,  «.+,  H=**j£  ;■  o*  aura  *= ^y*^*^ 

L'amplitude  4   se  déduit  directement  de  or  par  la  formule   cos  4  = 

-~-L_jaiiisi  lorsqw  Ç ass1^ anji qs  =?  ix*$  4  =^pj  $1  o^  fait  $  =  90°, 

on  aura  x  es  V***  oe'qtri  donné  4e  nouveau  4  =  0;  entre  ces  deux  valeurs 

il  y  a  un  maçcimym,  àz^^  qa\  répond  à  x  =  K*|  w  sin*  $*=  ■       7  j  et 

cos*  0  =s,£.  On  voit  dope  crae  l'intégrale  U  n'e&fare  pas  dans  Ja  valeur  com/ 
plêtedeï.         ^J  ;    -r/,i  ^  •r^~:77(7~1;^- \/-~--    ••< 

Venons  à  I,  ^i,àè^^^  ffivÏP^ 

si  on  ait  semblablement  ss^^VX*'  l/^^^V®^^  J 

ce  qui  donnerait  directement  traEfr  afe^ ^  _1  ^Ffl* 

z" = ?(5^F^^  F  (*'  ")m 

Donc  enfin  l'intégrale  indéfinie* 

z=PCT^(*,*)4-fc;,4)];  ..." 

on  remarquera  (Paifleurs  que  les  modules  A:  et  t  sqt^Lcomplémens  ^un  de 

r«*k«-      i  .  .  •    ,  .  .  -.   i  \  •"'/.  "         />   *-~  ^TY  •-•-;-">[  vi '""'  " 
Pour  avoir  l'intégrale  complète  il  faut  faire  ^  ;=  £  sr ,  ce  qui  donnera 

4  =  o,  û>  =  tT ,  et  par  conséquent  Z1  =      ^         F'  A:.  Résultat  très  sjûrafo 

eu  ^jprd  à  la  complication  de  la  formtjet^p^ç,;  pn  pcv}^  ren^r^per 
qu'en  faisant  c=  àin  &>  i*  t»  sita  fy  oïtfaWait  A:  ==  sin  £  fl°. 

146.  Si  on  proposait  Pintégraje  V= f  d$  y  ( l  ^9%  s^s^>  on  trouverait, 
par  les  juémè»  AJI^SlÂI^J^toi»^  ^^ii^f^graile  indëfinië  :yt      -    : 

+ à*  +Jj*tfy  ^(*4^)>&  4), 

et  Pintégrale  complète  -  '    v     ^ul '^    •.     ^    - 

a3.. 
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11  est  manifeste  qu'on    trouverait  par  la  /mentes  m&hode  l'intégrale 

Z  s=s  / — — — r ,  P  étant  une  fonction  rationnelle  de  sîn  0,  ou  même  de 

sin  0  et  cos.0.  ,  .r  /    ;/" 


§  m.    De  t  intégrale' Z  sa  fi     * '-'.~"  '  "  ' 

j47-Sôit  v^(» — c*sin*<p)±=a:,  on  aura  c*siQ*^=ii--8,,c*c6s,ip=ar,~ô»- 
donc  Z  sa  —  l/*^,  _!^) ,  v^l  &»)•  Le'  produit  (i— a^^?8— >)  étant 
(  l  + j^)^-^**— * j  J?qit  baprfi,  et_4rW-^3=:*rç,  on  aura  d'abord 

Z  *»  »r } XvHi+j^Sï»— W^--  eï;suife  d<?  1,éTlation  supposée,  on  tire 

.   *4-»==»*V'(a+a»)>     ... 

.  •  i         ■     -, 
f —  »  =  **/(*  — *»)>      , 

aa?*=  (/(z 4.  3») -f-  y(z  —  a/r),     * 
2X~~tdx=      d*       4.      A 

Donc  la  transformée  en  %  sera 

/' 1  3/*        "'    '         — ift1  '  '    ,  j  /*      =  '  ' —A 


T?  •   — . 


et  on  voit  que  ces  intégrale?  ne  dépendent  plu»  que  des  fonctions  ellip- 
tiques. •>.''■•    V  ...  -    ■  .     • 

Pour  avoir  la  première  P==s  f  T  ./"?*,.,,  .       Jofokerve 

que  1  +  »«  +  3»y—*»==(i-^/l«~«)  (1  _^»4:^4-(I  -J-»»)Z  -f.  2»), 
soit  donc  *  =  i±»z:p?  on.^p-A!/:,  ,,•,'•', ,^;  ,     '  '"    '. 

/*=  I  -B+B1,  A*C3«  (1  H- »»  +  «<)==  3f*fy*4-3») 
C0s8=^     (j^**)*— an(i-h  +  »')  _  V'3    "    ju* -3^ 

soit  deplus^ssy^.tangW  ^sssin^essiCt  — C9s9>;  on  aura 


1 
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é  La  relation  «qtife  f  tt*-*  est  tollé  qfce,  «est  nulle  eux  deux  liiyiiUft.de 
l'intégrale,  lorsque  $  =  o  et  £=  Jx  Ain» ,  la  quaintité  F  n'entré  point 
dans  l'intégrale,  complète  Z1. 

Pour  avoir  l'autre  intégrale  Q  =  |/V,(g_ay>)<  v^+nt+5n.M^>**» 

ferons  ?=s  '     jVji;1^  ,  ce  qui  donnera  la  transformée 

Q^/yÇFq^^TTqFTS^'  dan9  laqueBe 

A^s=à(i  -F  »'+'»*)  =  3(i  •+•  »  H-»*)  (1  —  n  H-  n»)=33|ti'(f*'—  a»), 

^ii/_3fr.*-3;>')_  |/3         ,."-3*      : 
008,r--        a*'        —    a    ' S VQ**— ***')' 

U  ne  resté  plus  qu'à  faire ,'  suivant  les  formules  ordinaires,^»  </-?  tang  £4> 

#•  =  «n«  i  fr  =  i  —  S~,  et  on  aura  Q  =  ~=  f(kft^y,  donc  l'intégrale 
cherchée 

D'ailleurs  les  modules  A:,  ^  ne  aoqt  patf  jcomplémen?  l'un, de  l'autrç,  et 
n'ont  entre  eux  d'autres  relations  que  celles  qui  résultent  des  équations 

»  =  {/*. 

Lorsque  ^  =  y  w,  on  à  »  =  o  et  4  —  a*?  donc  l'intégrale  complète 

La  même   méthode  serait,  applicable  aux  intégrales  /    j         j , 

^  7  i?(i—  c^sinV) 
/P^Pl/(i— c*  sinâ  <p),  P  étant  une  fo^ciiçn  rationneVe  de  sin  <p,  ou  même 
de  sin  <p  et  cos  <p.  Car  dans  le  cas  le  plus  général  on  pourra  supposer 
p— F+P"  sin  <p  rf-  P^cos  <p  -f-P1'  sin  ç  co»  (p,  P*,  P*,  P">  P">  ëtant  des 
fonctions >  rationnelles  de  sin\  a ,  or  *  i#.  Hntégrak  A — ; se  trai- 

tera  comme  on  vient  de  le  faire  pour  le  cas.de  P'-=  ij  elle  se  résoudra  de 
même  par  des  fonctions  elliptiques  qui  ont  pour  modules  k  et  i,  et  parmi 
lesquelles  pourront  se  trouver  des  fonctions  de  la  troisième  espèce.  aVLftn- 
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tés^f-J^tS^  «réki»,  «a  fcktnt  «  -  /^f,«#,àki 

forme  j  x/)^_  fis  >  °ù  Q  est  une  fonction  rationnelle  do:**;  ni  lu  iépuiMhi 
ddno  des  fonctions  elliptiques  dont. le  module  estam  i5\  3*~  Par  la  même 
transformation  l'intégrale  /^^LS^-Mj^dirira  àla.lhnHà/-^^% 

ainsi  elle  pourra  s'exprimer  par  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module  est 
sin  75°,  complément  <le  sin  i5°.  Enfin Hnt^râl^ /?7^ ^  ^  s'ex- 

primera  simplement  par  des  arcs  de  cercle  et  dés  kgarilhinfiB,,  .pasge  que 
la  même  substitution  rend  la  différentielle  entièrement  xatLomnellç* 

S  IV.  De  Vinuîgrale  T»  =J*Ur- dç—k».  AfiA 

i48.SoitP"^=y^rM  an  différencie  la  quantité  ^|Sg^,  et  qu'on 
intègre  ensuite  la  différentielle,  on  aura  cette  formule  ^le  réduction  : 

Soit  de  ménur  Q~>'  r=s  /À«~'  dp,  on  aura  par  lin  semblable  procédé  1» 
formuler 

De  ces  deux  équations  on  tirera  aisément 

(a*  +  1}  T"*-  —  un  (i  +  £•)  T-  H-  (an—  i)  *VT*—  =* VM , 

en  supposant  VM==c*sin^t»sÇ  (  A*^V^-— j^Y 

Par  cette  formule  il  suffit  de  connaître  les  premiers  termes  T°,  T%  et  on 
en  déduira  successivement  les  termes  T*,  T0',  etc.  ;  or  on  aura 

»-/$-?>-•  ■ 

De  là  on  voit  que  la  valeur  de  T*  sera  de  1*  forme  «Va-f-ÉV%  «  et  £  étant 
lies  constantes;  que  celle  deT€  sera  de  la  fonne<xV°4-£y*+^V4?  [et  ainsi 
de  su^te,  tous  les  co&Eciens  étant  çonstans,  mais  diflféréns  d'un  terme  S 

l'autre.  Donc  en  général  l'intéBrale  T*ï  ou  JTà^'Op^ .A»-^A  M  ^ 
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» 

duira  lonjows  A  une  igpanlité  4>nmneftt  -algébrique.  £t  comme  tous  les 
termes  de  cette  quantité  ont  le  facteur  tommun  sin  <p  cos  (p,  ils  deviendront 
tons  nuls  lorsque  <p  =  po°.  Donc  en  prenant  les  intégrales  depuis  $  t=  o , 
jusqu'à  ^  =  90%  -en  -au»  CTootoroccft 

théorème  très  remarquable,  et  dont  nous  donnerons  ci-après  unç  démons- 
tevtxtm  plus  dbecte.  l/ansfyse  -précédente  suppose  que  n  tf&fiftn  nombre 
entier.  Mais  le  théorème  n'aurait  pas  .moins  lieu,  quand  mêpae  Baserait  frac- 
tionnaire ou  irrationnel.  Ainsi  en  faisant  successivement  n  =»£»  ±,  £,  etc.  ; 

"       §  V.D.  ftofcml.  z-=/W(I=*p).        " 

3^9.  <5i  tm  demande  9e  ^dmps  tîe  lbscâfeficm  -d'un  -  pendule  tlans  une 
tleiift-tHip&B  uOïrt  le  gratan  *art  *eft  *vertical ,  *soit  *ce  temps  ssi ,  la  gravité 
=rgyte  deixn^grand  axe  de  fléffipse»  1,  te  demi^petît  axer=r|/ »(i  — <#■)  ,tm 

aura  £  T^^  =  f^{l~?*U%$*—  Z»,  cette  intégrale  étant  prise  de- 

puis  <p  =  o  jusqu'à  Tp=±5r. 
Considérons  d'ahofld  ^intégrale  ipdéfivieNet  soit  sin  $  5=/*,  on  aura 

soit  1  -{-  ky4z=:fz1  on  agira  successigament 

1  —/•  y*  =7-  •(*—  a  •*) 

nouvelles  intégrales  qu'il  faudra  prendre  depuis  z  sa  i  -f-  k  jusqu'à  z  =  <x> . 
Comme  elles  ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  \/ky  il  suffira  d'en  considérer 

1-7/  C  \d%  X+t+Ml/i 

une,  par  exemple,  2'  w/^^  .  ^-f,  j^. 
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on  aura  la  transformée 

**  — V(a+a*)./    A  "f"    |/(a+ai)jAcoi»+*         ". 
Oron  aen  général/ -j^t  =  g;  (A  tang  4  +  &*  F— E)  j  donc 


i— * 


On  trouvera  semblablement  Fautre  intégrale 

en  faisant  ,    ~  .     , 

Au  commencement  de  l'intégrale  où  z  =  i  -{-  A,  on  a  4  =  o  et  *  =  o; 
à  la  fin  où  zc=  oo,  on  a  4  =ï^}  eta>s=|?r;  alors  les  terpies  A  tang  4? 
A'  tang  »  ,  'deviennent  infinis  /mais  il  est  facile  de  prévoir  que  ces  infinis 
disparaîtront  dans  la  somme  Z'  +  Z"  qui  compose  la  valeur  de  Z\  En  effet 
laissant  4  et  *  indéterminées,  on  a  t 

A  tang  4  =  •feÉa'+  ^)y(—i-*),  - . 
A' tang  «  =  y^  +  -J^J)^t^*).- 
donc  lorsqu'on  fait  z  infiqi,  la  différence  A  tang  4  ■—  ^  tang  *  se  réduit  i 

et  devient  par  conséquent  nulle. 

Cela  posé,  en  faisant  ^ss»i=^,  on  aura  Pintégralé  complète 

ainsi  elle  ne  dépend  que  des  fonctions  complètes  F'c,  E'£,  et  de  leurs  com- 
plémens  F'J,  &£;  d'ailleurs  on  peut  la  réduire  à  cette  forme  très  simple  : 

#  =  (1+*)  (ëB*c'+UPb)  +  )/(2k+2V)  .  (E1*  —  E'c). 
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CHAPITRE  XXVIII. 

Exemple  de  réduction  dans  lequel  les  modules  des  fonctions 
-V-  œ    comparées  sont  complémens  l'un  de  Vautre. 

i5o.  dJfenx  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce  peuvent  être  expri- 
mées l'une  par  l'autre,  si  leurs  modules  appartiennent  à  la  même  échelle 
i  • . .  v.c'yt?',c,c0c00. .  .o,  formée  suivant  la  loi  connue.  Cette  propriété  s'é- 
tend aux  fonctions  de  la  seconde  et  de  la  troisième  espèce,  pourvu  qu'elles 
soient  jointes  à  une  fonction  de  la  première  espèce  dont  le  coefficient 
puisse  être,  pris  à  volonté.  Mais  si  les  modules  des  deux  fonctions  compa- 
rée» ne  sont  pas  compris  dans  la  suite  dont  il  s'agit,  il  semble  très  diffi- 
cile .de  déterminer  les  cas  où  la  réduction  d'une  fonction  à  l'autre  pourra 
avoir  lieu.  Notre  objet  est  d'indiquer  d'abord  quelques-uns  de  ces  cas  et  de 
donner  ensuite  à  cette  recherche  un  plus  grand  degré  de  généralité. 

Le  premier  exemple  que  nous  allons  donner  d'une  réduction  entre  deux 
fonctions  dontles  modules  n'appartiennent  pas  à  la  même  échelle,  se  rap- 
porte aux  fonctions  F(c,<p),  F(&,&)  dont  les  modules  sont  complémens  l'un 
de  l'autre ,  le  plus  petit  étant  c  =  sin  i5°  =3  3  l/(2~ '|/3)- 

On  peut  prévoir  au  reste  que  s'il  y  a  une  relation  entre  <p  et  a> ,  qui 

i/d— »y«n»«)  ou  ^e  déterminer  F(*>°0  par  le  moyen 
de  F  (c,  $),  cette  même  relation  permettra  d'intégrer  fdm  y/(i— £*sin*#), 
c'est-à-dire  de  déterminer  la  fonction  de  seconde  espèce  £  (b>  a>)  par  le 
moyen  des  fonctions  E  (c,  ç),  F  (c,  $).  C'est  ce  que  les  calculs  su i vans  vont 
confirmer. 

i5i.  Soit  proposé  l'intégrale  R  =/- — ^rr>  <kp»  laquelle  la  variable  a 

sera  censée  croître  depuis  z  a»o,  jusqu'à  z=  1  j  cette  formule  peut  être  in- 
tégrée par  deuxméthodes  qui  conduisent  à  des  résultats  de  forme  différente. 
Première  méthode.  Soit  1  —  s3  s=  (  1  —  z)*  y* ,  on  aura  d'abord. . . . 

^  ==s  ft  —  *v^î  ^  en  mémelemps  1  *—  z  =  -,  on  aura  R  =   /%  ,  et 
T.  I.  54 
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substituant  la  valeur  de  z  en  t9  dans  l'équation  supposée  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  dans  l'équation  i  +  z  •+-  z%  =  (i— z)^4,  on  aura  entre  I  etjr 
l'équation  **—  *  =  |  (7**  — •  i) ,  d'où  résulte 

1  ai/3 

R  =  ^*/W=îjr 

Cette  transformée  s'obtiendrait  directement  en  faisant 

_  l/(4y3_l)-.v/3 

et  on  voit  que  depuis  z  s  o  jusqu'à  z  =  i ,  y  varie  depuis  jp  es  i  jus- 
qu'à jr  :=  oo . 

Soit  maintenant  m3  =  2  et  01^  =  1  +  jc1  ,  on  aura 

Soit  de  nouveau  r  ss  \/3 ,  x  ==,r  tang  î  fi  et  c*  ac  ■■  j     ,  o«*sssûi  i5*, 


on  aura 

Pour  déterminer  la  constante  A ,  il  faut  observer  que  l'intégrale  R  est 
prise  à  compter  de  z  =  o,  auquel  cas  jr  sss  1 ,  x*  =  m* —  1  et  tang  7  ? 

=  — ^.  Or  cette  valeur  de  Q  est  celle  qui ,  pour  le  module  c  =  sia  i5°, 

donne  F  (<?,<p)  =*  |  F'c;  don&  on  aura 

R  =  i  iwr  [F  (c^)  —  f  F'c]r 

Pour  avoir  l'intégrale  complète ,  il  finit  foire  z  sa  1 ,  ce  qui  donne/  ss  00 , 

a?=sao,  $  =  7r,  donc 

R1  =  f  mr  F'c. 
i5x  Seconde  méthode.  Sok  r  — -«'ss  (-)\  ou  a  =  z  (1  —  zs)"~5 ,  on 

Soit  m*  sa  2  et  m»«  s=  <»  —  j,   on  aura  R  a/sTm.  Soit    y 
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encore  r*=:3,  t=srtang£a,  £*  =  ,  ,  ou  £  =  cos  i5%  on  aura  la 
transformée 

et  la  relation directe  centre  s  -et  1*  est 

tang  1  *  sa  \  =  i  f/(i+nrtO  =  I  y/[i  +m*z(i  -zsM]. 

Donc  lorsqu'on  a  s  =  o,  tang  £  »  ss  -,  etJorsque  55=  1 ,  tang 7  a>  =±  00  ,* 
ou  «  =  T.  Or  pour  le  module  b  =  sin  75°,  l'amplitude  a  telle  que 
tang  £  «  =s  -  sss  -£- ,  satisfait  à  l'équation  i?(i,a>)  sa  |  F1*  j  donc  on  a  Pin- 
tégrale  générale 


m 
zm , 


et  l'intégrale  complète  R'bst-  F1*.  Comparant  ce  résultat  wec  le  précé- 
dent ,  on  aura  Tlb  =  r*F*c  =  i/3  .Fte ,  ce  qui  est  une  propriété  connue 
(n°  44)  î  ms^s  en  général  on  aura 

F(M—  *  F*  =  j/3  [F(c,«>)— *  Pc] , 
ou  simplement 

*(*,»)  =  */3.F(c,# 
i53.  La  relation  entre  »  et  ^  nécessaire  pour  .obtenir  ce  résultat  très 
simple,  se  trouvera  en  éliminant  z  des  deux  équations 

rotang*  £a>  =  ï  4-*»*a(«i  —  zs)~ 5, 
_rtapgj?.  Afr,?)— cos»*? 
rtangi?.A(c,<p)+cos*i*  * 
La  première  donne 

s r*tangj«  .  A  (&,«)  —  co3»j«  # 

r»tang£#  .  A(*,  #)-+.oo5*i*  > 

on  a  ainsi  la  valeur  de  z  exprimée  tant  par  Pangle  a  que  par  Pangle  <p. 
Réciproquement  »  et  ç  s'expriment  par  hi  variable  a,  au  moyen  des 
équations 

r1  tang*  jû>=  1  4-^(1 —s')~*> 

^tang-^s—i^^^V^- 
Celles-ci  serviront  à  exprimer  <p  par  »,  ou  0  par  <p,  en  substituant  la 

24.. 
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valeur  connue  de  z  en  <p  ou  de  z  en  t*.  11  est  remarquable  au  reste  que  f 
et  (a  aient  en  même  temps  les  trois  valeurs  o,  $  vrf  rf,  lesquelles  répondent 
à  ces  trois  valeurs  de  z  : 

s  =  — .  i,  z  =  i(r>+  i  —  rv/a), 35  55=  I; 

Soit  pour  un  moment  p  =  r*  tang* £f  +  s,  y = rotang* £&•—  i,  on 


aura 


donc 


on  a  aussi 


•  —      4e      —        4* 
^  ^  """"  (i  —  s)*  ~  7— a«-|-  s»  *     ' 

^  ■—  (i— *)3       i—  **  +  *»  > 
substituant  la  valeur  — — •= — -  4*  3 .  on  aura 

c'est  la  relation  entre  p  et  g:  on  en  tire 

Donc  t*  tang»  i  »  =  '"^ffi*?  0>  ■+■  a)*,  et  en  extrayant  la  racine 

tang^<»=^ii(»+a)  =  tM>8^(tangt^+^ 

formule  par  laquelle  on  déduit  très  facilement  tang  f  ot  de  tang  £  <p;  il  en 
résulte  aussi  l'équation 

par  laquelle  on  calculera  trigonométriquement  et  d'une  manière  très  simple 
l'amplitude  m  par  le  moyen  de  l'amplitude  ç,  et  réciproquement,  avec 
quelques  essais,  f  par  le  moyen  de  »j  car  on  a  déjà  vu  que  la  différence 
entre  »  et  p  est  toujours  assez  petite,  et  qu'elle  est  nulle  lorsque  <p  =  o, 
?  =  ?*",  ?=nr.  La  plus  grande  différence  a  Heu,  d'après  cette  équation, 
lorsque  et  +  <p  =  «  —  2<p,  ou  tang©=  |/(r»^_  ,),  0u  cosf  =  -=  ^, 
alors  »  —  f  sss  w — 4  ^  ass  170  4^  55'V 

La  valeur  de  tang  j  «  étant  connue  en  fonction  de  tang  £  <p ,  on  en 
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déduira  •  immédiatement 

sm  où  sss  — 2-a — T *   ..  «  * —  > 

cosf  [a  —  (2  —  r»)  sin*0l 
C08  û>  =s  — y  V         *     .      ' Il 

Ces  deux  dernières  donnent  ^,ft     v=  A f  V  ,   et    en  intégrant  F(£,  0) 

=  j*F(c,  $),  ce  qui  s'accorde  avec  l'équation  déjà  trouvée . 

U  s'agit  maintenant  d'avoir  la  valeur  deE(6,  a);  et  pour  cela,  il  faut  in* 
tégrer  la  formule 

soit  V  ss  8I ^^?y  -  f*  j  on  aura  en  différenciant,  et  comparant  la  diffé- 
rentielle avec  l'équation  précédante) 

donc  en  intégrant 

E(*,«)  =  /-E(c^)-F(c,^  +  aV. 

Ainsi,  on  voit  que  la  fonction  de  seconde  espèce  E(&,  û>),  dont  le  module 
est  by  s'exprime  par  les  fonctions  E(c,  <p),  F(c,  f),  qui  se  rapportent  au 
module  c.  La  même  équation  donnerait  la  valeur  de  la  fonction  E(c,  <p) 
exprimée  parles  fonctions  E(6,  a>),  F(£,  a); 

Si  on  fait  ^  =  7^,  on  aura  0==£ar,  Vssso;  donc 

E^ss^E1*  — Pc, 

ce  qui  s'accorde  avec  les  propriétés  connues  de  ces  fonctions,  car  on  sait 
déjà  que  les  quatre  fonctions  FV,  F1^  E'c,  E1^,  peuvent  être  déterminées 
par  une  seule  d'entre  elles  (art  43  et  44)- 

i54*  On  peut  parvenir  aux  mêmes  résultats  par  une  autre  voie.  Pour  cela , 
considérons  l'intégrale  T  sss  / 7  ;  nous  ferons  suivant  la  première 

méthode  1  —  t?  =  (1  —  &)*?*>  1— z=^,  ce  qui  donnera  T  =  j  — 
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on  a  &==  J^+£^,  donc  T»/3  +  Z  =3/^^^.  Substituant 
ensuite  la  valeur  nfyss  i  -ij-T^tang*  f  ?>  Dn  w* 

T=  S/  Â  V  +rnang»T4>)  -  co^j^k^fr)» 
et  achevant  le  développement , 
T=  iDFC^+i-F^-ai-E^ffl+i  Atang^;±^±^if. 

Cette  intégrale  est  prise  à  compter  de  $"ero  ou  de  *=  —  1 . 

Cherchons  maintenant  la  même  intégrale  par  là  seconde  méthode.  Si 

Ton  fait  u  =  z(i  — s3)"—**  la  transformée  sera  T  =  /pTCTXW  ^^  •  *  • 
urti  =  r»teng-i  •  —  i ,  onaura  T=  ^f^-  (/*  tang*  i  »  —  r), 
ou  en  achevant  l'intégration 

T=  i^^^-1)  F(*>")—  2/*E(4,«)  +  ^tang>A(4,«)]. 

<lette  intégrale  «si  prise  à  compter  de  '»t=o,  ou  de  s  =  —  i;  ainsi  on 
peut  égaler  les  deux  résultats,  et  on  trouvera  la  même  valeur  de  E(A,  w) 
que  ci-dessus. 

Nous  remarquerons  au  reste  que  les  modules  complémentaires  c  et  b 
pouvant  être  changés  à  volonté  dans  les  fonctions  F  et  E ,  on  pourra  de 
même  échanger  entre  en  les  modules  <f  «t  £*,  les  modules  cf  et  V ,  et  en 
général  les  modules  complémentaires  «elatifs  i  un  terme  queloaaque  de 
l'échelle. 

CHAPITRE  XXIX. 

Exemple  de  rédaction  dans  lequel  les  fonctions  Fe(B  sont 
rapportées  à  deux  modules  qui  n'appartiennent  ni  à  la 
même  échelle  ni  h  t  échelle  complémentaire. 

«55.  Jr  oua  parvenir  plus  facilement  à  noire  but,  nous  allons  considérer 
diverses  intégrales  susceptibles  d'être  traitées  chacune  par  deux  méthodes 
différentes. 
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.  §.1.  D*  lv*ig*aU  X  ^fpg-py 

Soit.i— are==(i-f-*€)cosf£,  on  aura  d'abord  i«J |*3^?TS2» 
,x6=3^ — ^>;  puis  faisant  &"=£,  et  achevant  la  substitution  ,  on  aura 

x==  lyVc^^fe558  ^**  ^  °eafc  rintésrai°  p*^ à  comPter  de 

jc=oet0  =  o;  ri  on  Fétend  jusque  x= i ,  auquel  cas  Jfs^ £  ar^  on  aura 
l'intégrale  complète  XI==^FIA. 

Pour  obtenir  une  autre  expression  delà  méftie  intégrale ,  soit  i— x*=px% 
on  aura  ^  =  ^ffifr  ,  t/(i-<r^=  a?*  ^(p*  4.  ^p) ,  donc 
v_       1   /*  /T-Jfr 1  Ç        P~ïdP 

Soit  n*=ia,  et  p*-j-n*=pv,  on  aura X  =  —  £  /  ^^.^ >  en  Éli- 
sant ^=7  —  3n^7— ^^ou^^sa  — v/&.Mais  de  l'équation  sup- 
posée on  tire 

p  —  ii  ss^î  •(v  —  »),, 

a^_ ^    =»    t/(*  4-^»)—   l/(*—  »);* 


afç>r*ic^i 


A 


V>+â/>)  ~  V/(*— **)' 
Donc 

Depuis  a:=o  jusqu'à  ar=£  V'C** — 2n  +  a)>  k  variable  t;  diminue 
depuis  t/=co  jusqu'à  v=z2n,  c'estsen  minimum;  depuis x=±\/ (n*—in-\-i) 
jusqu'à  x  =  1 ,  la  variable  t;  augmente  depuis  v—in  jusqu'à  u  =5  00 .  De  là 
on  voit  que  là*  première  intégrale  en.  v.,  conJteuufi  dans,  la  valeur  de  X  est 
négative,  et  parvient  à  son  maximum  négatif,  lorsque  xx^~t/(rf--*a/i-f"  2),^ 
ensuite  elle  diminue  par  les  mêmes  degrés  et  devient  nulle  lorsque  x=  1,  ; 
ainsi  cette  première  partie  n'entre  point  dans  l'intégrale  complète  X1. 

Au  contraire  la  seœndeintégwifcqttipai^t  aflfectée  âa  signe— ,  est  positive 
dans  toute  l'étendue  de  l'intégrale ,  parce  que  du  est  négatif  depuis  le  com- 
mencement de  l'intégcafe  eà  v  =  o?  jusqu'à  uz=2n.  A  ce  point  le  radical 
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^/(w  _  2n)  est  zéro  j  ensuite  il  change  de  signe ,  et  l'intégrale  continue 
d'être  positive  jusqu'à  la  dernière  limite  xzss  iouu=  oo. 

Soit  A*  =  74-aw%  ou  X=2+\/3,  et  t/  =  À  cotê|4  — a*>  **= 
x+an         ^^_yfa+V/3  Ç A _ i    Ç      — <ty 

"3T > ou ^— T+i/F»  on aura  J  v'CH-*»).  |/(*Mv')  —  FU  i/(i-*W+) 
=  —  ;t-F(A,  4)-  Soit  ensuite  v  =  X  cot*  ±f  -f-  su,  c  =    ^j^K  >  oa 

aura A^-™M/(»'+^  =  ?ïf **-%**  fi * T^  F(tf'  *}*  Donc °" 
aura  l'intégrale  indéfinie 

Lorsque  x=s  1  ,  on  a  4  =  o,  et  <p  =  27r;   donc  l'intégrale  complète 

Egalant  cette  valeur  à  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée  X1  s^E'A; 
on  aura  

Pc=  ^  P*  =  i^iil°  .  F'(sin4fc). 

Nous  parvenons  ainsi  d'une  manière  très  simple  à*  un  i*éstdtart  que  nous 
n'avions  trouvé  jusqu'à  présent  que  par  une  analyse  fort  compliquée  et 
par  la  comparaison  d'un  grand  nombre  de  formules.  Ce  résultat  au  reste 
est  un  théorème  fort  remarquable ,  puisqu'il  détermine  "le  rapport  entre 
deux  fonctions  complètes  dont  lesumodules  n'appartiennent  pas  à  l'échelle 
connue.  ~  J 

Les  deux  expressions  de  l'intégrale  indéfinie  donnent  encore  la  formule 
générale  ->   •  *    .  ,    ^""  -        • 

F(c,  *)-F(S,  4)==  î2^^.F(*,f ^  '■- 

où  l'on  peut  substituer  les  valeurs  nz=syi2=vr(2\/3)%  i/(2A)=  i-f-^/3. 
À  l'égard  des  variaHeâ  p;  4*  ?>  *&**  K  dêàgfcsen%  ée  x^derW  manière 
suivante: 
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Depuis  a:  =  o  jusqu'à  a:  =  1,  £  augmente  depuis  £  =g  o  jusqu'à  £  =£  tt  , 
et  ^  augmente  depujs  ^  =  o  jusqu'à  f  =  stt  ;  quant  à  la  variable  4  >  e^e  est 
zéro  dans  les  deux  limites ,  et  son  maximum  4  =  y  a  lieu  lorsqu'on  a 
«=s^  |/(»*— a»+a),^=»,  et  çss-tTj  alors 

,         • ,    /a       cos  i5° 

t56.  Soit*»ssnangK,fr^,<Ma^ 
Cette  intégrale  est  prise  à  compter  de  z  =  oj  si  on  l'étend  jusqu'à  2=00 ,  il 
faudra  faire  Ç  =  tt,  et  on  aura  l'intégrale  complète  Z1  =  -|  F1  k. 

Pour  avoir  une  autre  expression  de  la  même  intégrale,  soit  z4  -{-  1  =  jra* , 

on  aura  k  tranafemée  ^if^Zfy%^)  =  tfvwlJ+Tïy 
Soit  maintenant  /i4  =  12,  et  p%  +  n%  =pv,  on  aura  comme  ci-dessus 

et^*  — 7pâ-J-i!i=3pâ(u*  —  Aâ),  en  faisant  A*=3nâ4- 7 >  ou  A=2+ï/3; 
donc 

7—  *  /*  <&  *  C  d* 

Soit  enfin  v=  A4-aAcot*6>,  c*:=~^2,ou  es:    ,V"t/3  >  on  aura 

La  même  substitution  v  =  A  +  2 A  cotA  »  étant  faite  dans  l'autre  intégrale , 
on  aura 

/l/(—  aïO-W—  A^i/^/l/O  —  6*sm»#)  ™  7(^)  F^*'  #^ 
donc 

z-s^C*^  •>-*<*•>]■ 

Résultat  fort  simple,  où  il  est  remarquable  que  les  deux  fonctions  ont  la 
T.  I.  *5 
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mérpe  amplitude  »  et  ne  difiçtent  xçaeiper  le*  modales  è\xkc  qui  iioni  êqmr 
piémens  l'un  de  l'autre. 

Les  limites  sssaet  5  =**».,  répandent  *ux  >lmntes:£:na  titras»*, 
ainsi  qu'aux  limites  a>  =  o  v<a  »*r ,tce  qpt douce  ftnJtcgule <Œppflè$e 

Egalant  ce  second  résultat  au  premier,  on  aura 

Nous  avons  déjà  trouvé  F'c  =:?-¥-  F*£  =  nK    fie,  donc 


Ce  rapport  très  simple  autre  les  deux  ^fonctions  ^ompWjnentaires  JF1^ 
F'c,  est  d'autant  plus  digne  de  remarque ,  qu'il  se  place  immédiatement 
après  le  rapport  déjà  -écran*  J^»y*3dF%  ^w*l^b*m{moMBwm*Sf* 

4 

Dans  le  cas  présent,  le  module  *—    ^TTJo  ?  t^appaJtiertt  m  *  l'éefaeUe 

formée  sur  le  modale  £««&»  4^j  *  *  ftme  <^es  échçttes  formées  sur  les 
modules  sin  i5°  et  sin  ^5°.  On  peut  seulement  observer  qu'en  Élisant 
c= sin  ô,  on  aura  2&c  ou  sin  58  =  tang*  i5*.   ' 

Nous  aurons  encore  entre  ces  fonctions  indéfinies  l'équation 

laquelle  étant  combinée  #yec  Péqwtien  dgjà  trouvée  §  1er  > 

servira  à  déterminer  toute  fonction  F(V,  (p)  ou  F(A,  <p)  par  là  fonction  dont 
Atousin  j$5**est  le  module.  ;  ■  •*.' 

Dans  la  première  formule,  la  relation  directe  entre  *  et  £  peut  se  éédkrif* 
des  deux  équations 

tang^  =  z*    col* ût -^^-W^ V      "'■  ~:~ 
wng.ç  —  z  ,cot  »_ -£__ 

Depuis  4  =  o  jusqu'à  4  Z==~WLjru9pipwm^  croît  depuis  <p=o, 

jusqu'à  <p  =  «Fj  pour  chaque  valeur  de  4  entré  o  et  >  faisons  6»  =  4  et 
appelons  4*  la  valeur  correspondante  tl*  £  j  alors*  on  auTapaf  PàdkiMknltàe 
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nos  deux,  équation*,  et  en.  faisant  pour  abréger  *c:y/jA, 
F(c,  *}-F(c,  4)=«[F(*,  Ç)H-F(*,  401 

Dana  le  premier  membre  la  différence  F(c,  $).—l?(cr^)  croît  par  degré» 
depuis  zéro,  qui  est  sa  valeur  lorsque  û>  =  o  et  4  =  o,  jusqu'à  aF'c — 
F(c,  y)  qui  est  sa  vriew  lorsque  f  =r?r  et  4  =±  y*  Cette  dernière  quantité 
esiplua  grande  que  la  fonction  complète  F'tfj  doua  lu  quantité  F(c,  <p)  — 
F(c,  4)  passera  successivement  par  toutes  les  valeurs  moindres  que  la 
fonction  «cwjtfète  f'é,  et  même  au-<fcl«if  donc  il  y  aura  un  point  où  cette 
différence  sera  précisément  égale  k  F(c,  %),  %  étant  une  amplitude  donnée 
moindre  que  £  tt  j  cette  fonction  s'exprimera  alors  par  ct[F(A:,  40 +£(£,  £)J , 
ou  simplement  par  aE(*r  or) f  caria  Somnrtf  île  deux  fonctions  qui  ont  un 
module  commun  peut  toujours  se  réduire  à  une  fonction  du  même  module. 
Donc  en  général  la  fonction  F(c,  %)  dont  l'amplitude  donnée  est  % ,  pourra 
toujours  être  exprimée  par  *F(A,  tf),  c'est-à-dire  par  une  fonction  semblable 
dont  le  module  est  k;  11  ettest  de  même  de  la  fonction  F(3,%).  Sous  nous 
contentons  ici  de  montrer  la  possibilité  de  la  réduction  par  des  formules 
analytiques  ordiaaireé,  car  d'ailleurs  le  développement  de  ce»  formules 
j^raît^evoir  être  très  compfiqué.  Occupons^nom  maintenant  des  réductions 
que  doivent  offizfe  aernblaMement  les.  fonctions  de  la  seconde  espèce,  formées 
d'après  les  mêmes  modules. 

$  IU.  2>*  tintégrale  V  ^f-0-^ 

i5n.  Soit  comme  ci-dessus  x9=±^r- — rf  >  et  A*  ss  { ,  on  aura  V  =• . 

|/*$gg=*(2E(*,  ©  -  F(*,  Q  -  ^^)i  "tte  intégrale  est  prise 
à  compter  de  x  =  o  et  f=o;  si  on  l'étend  jusqu'à  ors  i,  ou  f  ss?£?r, 
on  aura  l'intégrale  complète  Y*  as  |  (aE'*  *—  F1*)  ss  g .  ^. 

Cherchons  maintenant  Jaaiêtneinlégvalè'pir.  une  autre  voie.  Soit  comme 
ci-dessus  —  — x*.=/>,  la  transformée  en  p  sera 

et  parce  que  <*j>»  yV-h  3)3  =  1 (/»*  -f-  0  •  "fe^T)  >  on  aura 

a5.. 
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L'addition  de  %pi  à  la  partie  algébrique  a  pour  bat  de  rendre  cette  quan- 
tité nulle  au  commencement  de  l'intégrale ,  où  j?  =  oo.  Ainsi,  tout  se 

réduit  à  trouver  l'intégrale  u^y^*^^^^^/ 
Soit  pour  cet  effet  /i4=  i2,^*-+-»*=^u,/te1=a7— 2/ii=7-- -4V%  on  aura 

J  •(•+») .  t/(»l+^)  ^  J  i/(— 2»).  ^(•*+I»m)  y     P      F  ' 


mais  on  a 


Donc  i 

3U  =  [|/(u  +  an)+  i/(u  — »)J  /(o'  +  /*)  —  V*+T, 

On  remarquera   que  la  partie  algébrique   qui   entre  dans  la  valeur  de 
3U  se  réduit  à  zéro  au  commencement  de  l'intégrale,  parce  qu'alors  v  et  p 

sont  infinis  et  qu'on  a  -=  i  ;  cette  partie  se  réduira  légalement  à  zéro'  à 

l'autre  limite,  par  une  raison  semblable. 

Maintenant  pour  trouver  la  première  des  deux  intégrales  contenues  dans 
T,  soit  comme  ci-dessus  u==À  cot*  \  4/—  a/i,  on  aura 

(i— !»•— jn,)A      _  jnAcof  i4/  — i— *n»     dj. 

Mais  par  la  diflerentiation  de  cot  ?  4  •  v'C1  —  ^*  sîn*%l')>  on  trouve  aisément 

/v$3y?7>=  -  *  cot  H  •(!  -i-sm^H-F^^-oÈCi,  4). 
Donc  la  valeur  de  la  première  intégrale  est 

A  l'origine  où  4=0> cette  valeur  contient  la  quantité  infinie— n  tf  A  cot  £4; 
mais  cette  quantité  sera  détruite  par  une  quantité  semblable  provenant  de 
l'autre  intégrale. 

Celle-ci  se  déduira  de  la  même  formule  en  changeant  le  signe  de  », 
mettant  c  à  la  place  de  b}  et  faisant  t/  =  A  cot-  7  04-3/*,  ensuite  on  aura 
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par  la  réunion  des  deux  parties 

T  =  *t/A[cot£$  /(i— ■c'sin**)— cot  i%J/»/(i— **sinâ4)] 

Il  ne  faut  pas  ajouter  de  constante,  parce  que  la  partie  algébrique  se  détruit 
au  commencement  de  l'intégrale  où  Ton  a  \/u  =  i/A.cot£f  ssi/X.cot^- 
rôS.  Pour  avoir  l'intégrale  complète,  il  faut  faire  4  =  o  et  <p  sss  vw , 

ce  qui  donnera  de  nouveau  cot  {$  sss  cot  £4  s=s  1/    i  on  aura  ^onc 

Tl=4«^A[E»c-(f+^)F'c]. 

Comme  on  a  dans  cette  même  limite  V  =JU'  et  U1  =$T*,  il  s'ensuit 
que  l'intégrale  complète  V*  =  rj   T';   or,    nous   avons    déjà     trouvé 

y,  =  6-FÏ»donc 

Enfin  puisqu'on  a  F'c  =  — 5—  F'Â,  on  voit  que  la  fonction  de  seconde 

espèce  E'c  s'exprime  par  la  fonction  de  première  espèce  F'c,  de  cette  ma- 
nière 

où  l'on  peut  substituer  la  valeur  ^;=  V/ C  "î/3  j^  ****    ' 

Connaissant  ainsi  la  valeur  de  E'c,  on  peut  trouver  celle  de  E'i  au 
moyen  de  l'équation  des  fonctions  complémentaires  -  sssE'eF'i-f-E'A  F'c 
—  F'cF'ij  et  parce  qu'on  a  d'ailleurs  F'Ass'âF'c,  on  trouvera 

ou  Elb  =  3E'c  —  2F1*. 

Ainsi  avec  la  seule  fonction  complète  de  première  .espèce  F'k  ou  F'(sin  45°) , 
on  peut  déterminer  exactement,  non-seulement  toutes  les  fonctions  com- 
plètes de  première  et  de  seconde  espèce  qui  se  rapportent  au  module  sin  45% 
mais  encore  toutes  celles  qui  se  rapportent  aux  modules  c  et  £,  ce  qui 
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forme  trois  séries  infinies  de  fonctions  F1  et  E^  (Ht*Mhïtfele&*pâ*'te  seufc 
transcendante  F^sin  45°). 

Puisque  nous  avons  trouvé  deux  valeurs  de  ^intégrale  indéfinie  Y,  si  on 
leàigdèwrfifc  dit*,  w^i^âé^lltalr 

*m  a-  n*>  0  - 1$$  ~M+ ogm*.  f )-  &  4a  • 

dans  laquelle  M  est  ttife  Quantité  algébrique  dont  la  valeur  est 

et  qui  devient  nulle  dans  les  deux  limites  de  l'intégrale. 

Cette  équation  générale  jointe  à  une  autre  que  nous  déoH>ttt*tron$ 
bientôt,  servira  k  déterminer  les  fonctions  de  seconde  espèce  E(tf,  <p), 
E(£,  %|/)  par  des  fonctions  semblables  rapportées  au  module  A*. 

$  IV.  De  tiAîêgmU  w«/(*4-^^) 

ou  en  développant  l'intégrale, 

W=Sitang^Ç£i-A(*,Ûî4*t«£^  0-F(*,Ç)]- 
Cette  intégrale  est  prise  à*  compter  de  «s&o,  ou  £  =  o;  si  on  Pétend  jus- 
qu'à zsoo,  iL faudra iàté  Ç±=sK7  ce qtd  donnera  l'intégrale  complète 

car  le  terme  algébrique  j  tang  £  £  [i  —  A  (Jt,  Ç)]  se  réduit  à  zéro ,  quoique 
le  facteur  tan{g±Ç  toit  infini;  ètr^flfet  lorsque  £  diffSrBmfitrimeût  peu  de*, 

on  ai—  /(i—  ^sinâO  =  i^^âÇ,et|tangK-Utsiû*C  =  i*âMnf- 
sin*£Ç  =  o.  - 

Pour  avoir  la  même  intégrale  sous  une  autre  forme,  soit  comme  ci-dessus 
**-{-  i  =/œâ,  on  aura 

U  première  intégrale  y*^^g  sa  |  i/O»» -"-3tp),  ensuite   ai  on  fat 
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H=(^^5^-,  .«.«Jte.^j^^;  donc 

La  partit  algébrique  p'évanojût  xau  CQXJ^njenc^o^eQjk  de  l'intégrale  où 
r  se o  etp  =p ,  car  il  laut  prendre  le  signé  supérieur  depuis  s=o  jus- 
qu'à t  ses  1 ,  et  l'inférieur  depuis  ssbi  jusque  z  =3  oo .  dié  ^évanouit 
de  même  à  la  fin  de  l'intégrale,  lorsque  z  =  00  et  p  =  **,  parce  qu'on 
doit  prendre  le  signe, io^érieur  depujs  j  «p,  i_,jus$uV^**  °5 LW  depuis 
p  =  2  'jusqutt  ffc=  00 .   Ainsi  U  reste  à  trouver    l'intégrale 

Nous  donnons  A  Uiçtégrafe  >J?  Je  signe  «4r  <p'«He\doit  avoir  depuis  s  =  o 
jusqu'à  z  se  1 ,  parce  que  Wio)^fitutibnàùltémnir6s  feront  changer  le  signe 
de  \/{p%  •—  4)r  cpwwff  il  dQiti'fere  dçpuw*  =^  4 .jusqu'à «w^^o,.  Spîtmwm» 
ci-dessus  ii^ss  ia,  p%+n%=pvy  A*  =7  +  2/*%  ou  A  =  2  •+- 1/3,  on  aura 

Soit  4Pa^J#nant  *=?  Vfc**^^**?1» 

L—J  ai/ru  #A^7f5       J  21/aA  #"A(Î^)# 

Hais  on  a  r^^-Y==s«— oot^  A(c,ç)—-E(c,  ç)  +  const.j  donc 

T=— ^^[cot<pA(c,<>)--  cot*A(A,<0]+E(*,<0  —  E(J,<p)] 

On  peut  remarquer  que  la  partie  algébrique  cot  <p  A  (c,  9)  —  cot  <p  A  (£ ,  $) 
=  A/^^w^-f  ;  dfe  s'évanouit  donc,  non-seulement  aux  extrémités  de 

l'intégrale  où  <p  =0  et  p =7T,  mais  même  au  point  moyen  où  ssa  1 ,  u= A, 
etç=£*. 
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Faisant  <p ssit,  valeur  qui  répond  à  zs  oo,  on  aura  l'intégrale  complète 

T'  s  —  »  v^(E'c-E'*)+2i±^2F'c-f-ii^2iPA. 

Mai»  T«  =  6W,  =  |^;' donc  ~ 

et  si  on  observe  que  n%  -{-  a  =  3(1  -|-  i/3)  =  a  \ZaÂ,  on  aura  plus  am- 
plement 

formule  qui  s'accorde  parfaitement  avec  celles  que  nous  avons  déjà 
trouvées. 

Maintenant  si  on  égale  entre  elles  les  deux  valeurs  .  indéfinies  de  W, 
on  aura 

^t,  0  -F(*,Q=  H  -  2&  [E(«,  j) -  E(»,  ♦)] 

formule  où  la  partie  algébrique  désignée  par  N  s'eiprime  ainsi 

N  -  ^^ffiJT  -.*  VSÂ[  cot  ?  A(c,  *>)-«>t  <pA(*,  »)]. 

Cette  équation  générale  jointe  à  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée  (n*  i58) 
servira  à  exprimer  toute  fonction  de  seconde  espèce  E(c,  (p)  ou  E(4,  f  )  par 
le  moyen  des  fonctions  E(*,  f)  ou  F(À:,  Ç)  7  rapportées  au  module  k. 


»     _       flv 
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Autre  exemple  de  réduction  dans  lequel  les  modules  des  fonc- 
tions comparées  n  appartiennent  ni  à  la  même  échelle ,  nia 
des  échelles  complémentaires* 

sr-^'^^^z-/j^- 

160.  Ooit  \f(i+z*)  =  —  ,  m  =  {/z,  on  aura  zs  r=  '  """  ^  y—JL/  9  et  la 


transformée  sera 

du 


mj    |/(i_M«)î 


elle  est  plus  simple  puisque  le  radical  qui  était  du  troisième  degré ,  n'est 
plus  que  du  second.  Dans  l'intervalle  de  z  =  o  à  z  =  1 ,  la  variable  u 
croît  aussi  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  =  1  j  passé  z  =  1  jusqu'à  z  =  00 , 
il  faut  imaginer  que  le  radical  \/(i — u*)  change  de  signe,  et  la  variable  a 
décroît  depuis  u  =  1  jusqu'à  u  =s  o  ;  mais  il  suffira  de  considérer  la  pre- 
mière période ,  hocné*  à  u  =55  1. 

Soit  u  =  sin  ty  ensuite  tang  t  =  -£-  tang  £  <p,  c1  =   "X  ou  c=sin  i5°, 
on  aura 

Pour  avoir  l'intégrale  complète ,  il  faut  faire  z  =  1 ,  ce  qui  donne  «  =  1 , 
*  =  £  tt,  $  =  &-,  et  par  conséquent 

on  retombe  ainsi  sur  une  fonction  déjà  considérée  bien  des  fois  et  qui  a  un 

grand  nombre  de  propriétés,  savoir,  la  fonction  dont  le  module  est  sin  i5*. 

161.  Pour  avoir  une  autre  valeur  de  l'intégrale  indéfinie ,  soit  d'abord  z% 

4-  i~pz,  on  aura  la  transformée  Z=/ i ,  oup  décroît 

*         r  J  ^(/>*-4)- VV-3/0 
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depuis  p  s=  oo  jusqu'à  p  =  2 ,  tandis  que  z  augmente  depuis  r  =  o  jusqu'à 
3  =1  1.  Passé  s  =  1  jusqu'à  z  =a  00 ,  le  radical  y'C/**  —  4)  changera  de 
signe  et  /?  augmentera  depuis  p  =  2  jusqu'à  p  =  oo>  mais  nous  avons  vu 
qu'on  peut  se  borner  au  premier  intervalle. 

Soit  de  nouveau  y  (p3  —  3p)  =  — ,  ou  p'ss-^— -  ,  on  aura  la  transfor- 
mée plus  simple  : 

7  —  *    F  du  * 

*  J  KO*3— 0  .  VW-ttV 

dans  laquelle  la  variable  11  croît  depuis  u  =  1  jusqu'à  u  =  j/4  =  /»*.  Ce 

qu'on  trouve  directement  par  la  valeur  z*  =  -5 — — . 

Puisqu'on  a  («3—  f  )  (4— h3)  =  —  4  +  5a3  — u^  si  l'on  fait  n*+iw>  =nf, 

on  aura  d'abord  Z  ss  |  y  .f  ^V  3^"—  F)  >  ensuite  l'équation  supposée 
donne 

u+  m  —  u*  y/(t-\-2m)  9u  —  m  =  —  m*  ^(*  —  af»), 
3/w«    *=»  j/(*  4-  sin)  +  j/(/  —  um) 
2ma    •  rf»  s=  — 


l/(*  +  21»)         y(t  —  2m)  * 
donc 

Nous  supposons  que  la  variable  u  croît  depuis  u  =  1  jusqu'à  m  =  m*  ;  dans 
ces  deux  limites  on  a  la  même  valeur  de  t ,  savoir,  t  =  1  -4-  m*;  entre  ces 
fleux  extrêmes,  il  y  aura  donc  un  minimum  de  t,  lequel  est  t  =  2m,  il  a 
lieu  lorsque  u  =  m.  Ainsi  dans  toute  l'étendue  de  l'intégrale  que  nous  vou- 
lons déterminer  ,  il  faut  considérer  t  comme  décroissant  depuis  i  s»  1  *U  m* 

jusqu'à  *  =  2m;  ce  dernier  point  répond  à  u  =  m,  />*=  a_  —  6, 
z=v/(a — i/3)=2c. 

On  voit  donc  que  des  deux  intégrales  qui  composent  la  valeur  de  Z ,  la 
première  est  positive  et  croissante  jusqu'à  t  s=  am ,  ou  0  =s  ac;  elle  décroît 
ensuite  et  devient  nulle  à  la  limite  où  2  =  1  et  /  =  i  +  m1  ;  quant  à  la 
seconde  intégrale ,  elle  est  constamment  positive  et  croissante  j  parce  que 
passé  le  terme  où  t  =  am,  le  radical  \/{t  —  2m)  change  de  signe.  U  fau- 
drait donc  se  borner  à  cette  seconde  intégrale  seule  si  on  voulait  avoir  la 
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valeur  de  Fmtégrale  complète,  mais  continuons  de  chercher  ceHe  de  Fïn- 
tégrale  indéfinie. 

Pour  cela  soit  d'abord  P  ^fi^^—J^ __,.  .   comme  0n  a 

5-|-3m»«^<»s=:(r-*-m«  — «)[«•  +(i  +  œ')|+«<-m'4.|};'  si  on  fait 

"-  :=Wig'  dancP=/^+[y_^+^_^Soit 

^  =  (m  4-  i)/,  °ette  formule  se  réduit  à  P  =  ^J^——0——^  Soit 
y  =  -r-tang  £  4  et  A*  =       ,y  ,  ou  *  =  sin  75*,  oa  aura  enfin 

Si  on  étend  cette  formule  depuis  4  =  °  ou^ssi  +  w1,  jusqu'à  %|/  =  a 
ou  *  =  2/71,  et  étant  déterminé  par  l'équation  tang  i  *  =  "~r"   •   ~rF""  > 

la  plus  grande  valeur  de  P  sera  -j —  F  (£,*)j  si  on  étend  cette  même  inté- 

I/27 

çprale  au-delà  de  1 5=5  ara,  jusqu?  à  t  =  1  +m'?  on  aura  de  nouveau  4  =  0, 

et  l'intégrale  complète  P1  =  o. 

162.  Tenons  maintenant  à  la  seconde  intégrale « 

^fv(^*m)^(5+^H-VSiontett=*  I+^^,oaaura  latran»- 
formée  Q-fft»4.^Z*p+&>  >  dan*  la<ï«elle 

A  =  (m+i)|/3,^=i+w+ml=~:ï, 

A^t  cos  aô  =  I  (S-h  4  OT)>  cos  afl  =  —  .  H^Zi  (4m  4-  5). 

On  observera  que  la  valeur  1»  =  y  2 ,  donne  lieu  à  de»  réductions  dont 
voici  les  principales  : 

cos  a9  =  i  (4wH-5)  ï/(4m~5)  ,  tang  afl  =*'  ^f,.  ^5, 

36.. 
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Cela  posé,  si  on  fait  le  module  k  =  sin  0,  et  son  complément  i as cos  ft , 

ensuite/  ==  r  tang  Jû),  r=  V\  )  ==  i^ET  >  on  aura  Intégrale 

L'intégrale  commence  lorsque  *=  i  -+•')»%  alors  7*  =  o  et  a>  b:  o;  sion 
fait  a>  =  7F ,  on  aura  j^  =  oo ,  t  =  ara  ;  c'est  le  milieu  de  l'intégrale  com- 
plète; l'angle  û>  continuant  à  croître  depuis  «  =  w  jusqu'à  a>  b=  a^-,  on 
aura  dans  cette  dernière  limite/  =  o,  t  =  i  -\r  m*y  et  l'intégrale  com- 
plète sera  Q1  =  (£pjjt  F'*. 

i63.  De  là  on  conclut  Z1  =  ^  (P1  +  QO  —  iï^îy  F1*;  mais  on 
a  déjà  trouvé  Z1  s:  — i—  F1*;  donc 

r  *  —     3|/3      *  C' 
Ainsi  la  fonction  complète  ¥lk  se  détermine  par  la  fonction  connue  ¥*c  dont 
le  module  est  sin  i5°,  et  le  rapport  entre  ces  deux  fonctions,  qui  est 

v  3^,-  ,  peut  aussi  se  représenter  par     ^3     ou  par  yf     ■       j.  Or  u  est 

aisé  de  s'assurer  que  le  module  k ,  qui  est  un  nombre  très  petit ,  (  car  on 
trouve  log  k  =  7.05780  61017  i5i68,  ou  A:  =  0.001141  etc.)  n'entre 
point  dans  l'échelle  des  modules  formés  soit  d'après  le  module  primitif 
sini5°,  soit  d'après  le  module  complémentaire  sin  75°.  Car  selon  qu'on  fait 
c  ss  sin  i5°  ou  c  ==  sin  75°,  on  a  pour  les  termes  de  l'échelle  décroissante 
c°,  c90,  etc.,  les  valeurs  logarithmiques  suivantes  où  ne  se  trouve  pas 
celle  de  k  ; 

c  ss  sin  i5°.  c  s:  sin  75*. 

c°    8. a3885  8ao5i.  c°     9.76996  09464. 

c"  5.8757a  16597.  c"    9-02538  78768. 

c°*°  7.451 16  6903a* 
c*000  4«  3ooa7-  5549a. 
Si  on  égale  entre  elles  les  deux  valeurs  trouvées  pour  l'intégrale  indé- 
finie Z ,  on  aura  l'équation  générale 

^  Ffef)  ==  F(M,)  +  (m-- ,)  F(A,«), 

qui  servira  à  déterminer  la  fonction  F(A,â>)  par  deux  autres  fonctions  F(c,<p), 
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F(A,4)>  rapportée^  aux  mbdulea  c  et  b\  on  sait  d'ailleurs,  que  F  (£,4)  Peut 
toujours  se  réduire  à  la  forme   i/3.F(c,tf),  de  sorte  qu'on  aura  ¥(k,œ) 

=  Sfc  G» F<<>« -  *'»Cv)]  -  ç^ôps  [««*)- ! *«*>} 
Enfin  il  est  aisé  deTéduire  aF(<>#)  « — &F(e,(r)  à  une  seule'  fonction  F(c,£),- 

ce  qui  donnera  F(A,«  )  s>  (w.J0^3  F  (c,Ç)  =  (-^p^-  F  (c£). 

Pour  l'usage  de  ces  équations  il  faut  savoir  comment  deux  des  variables 
<p,  4  >  *  >  peuvent  se  déterminer  par  la  troisième;  c'est  ce  qui  résultera 
des  équations  suivantes  : 

i^+ô'   8  r  4   ^+^  *     <-+•¥■■— 

•si- 1  t=c-s^-  ■  =^-  ■  -  tf+agiy 

Ainsi  on  voit  que  les  trois  quantités  cot*  £  p,  tang*  £  4, ,  tang*  ~  a>,  s'ex- 
priment d'une  manière  rationnelle  et  assez  simple  par  le  moyen  d'une  même 
variable  u  qui  se  déduit  immédiatement  de  z.  Au  commencement  de  Pin-, 
tégrale  on  a  u  =  1  et  par  suite  <p  =  o,  4  =  o,,  a>  =c  o;  à  la  fia  on  a. 
u  =  m*,  Ç  =  tf ,  %|/  c=  o ,  a  s=  3H*  ;  au  milieu  de  cet  intervalle  011. .. . 

3  =  1/(2— 1/3)=  ac,  et  n  =  m,  on  a  tang*  £  £  =  tàng*  £  6±=  -*j-, 

tang  7  4  =  tang  x  *  =  -j^  .  ^  /t  ?  a>  =  ni.  Dans  ce  cas  particulier  on 
doit  donc  avoir  l'équation  (m* —  i)F'A:=-^  F(c,£)  —  £F(£,a),  etpafrceque 
(m*_  ,)F'A:  =  -^  F'c,  6n  devra  avoir  F'c  =  F(c,€)  —  ^  F(£,a) ,  ce 
qui  est  facile  à  vérifier. 


S  II.  Zte  V Intégrale  V  -  fj^Z^ 


164.  Soit  1/(1— are)=  — ,  m  désignant  toujours  y'a,  on  aura  la  transformée 

*«,  *,'       *      • 


1/3      - 


on  aura 
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^  ~  ;^/V(^«s)  ==  i^fi F  My 

Cette  intégfôle  est  prise  depuis  ^wo,ou^^  ioa  l'étend  >Û3qu'& 

y  ^  i ,  ®a  aura,  chut*  c*«e  denwre  Jimitç  24  w  1 ,  tang  ?  4  =*  tr  3,  vaJewr 
qui  répond  à  une  fonction  F(&,4) ^  f  F'£;  donc  ou  aura  l'intégrale  com- 
plète 

Y1  =  — l—  .1  F1*  =  -£-  F*c. 
a»»t/3  y**7 

Pour  avoir  une  autre  valeur  de  l'intégrale  indéfinie,  soit  -  —  3?  =  /*,  on 

1  s 

aura  v/(i  —  x*)z&  x  \?(px -¥*%>)>  et  la  transfermée  sera 

J  W+ft-Vtf  +  Sp) 
soit  ensuite  y{j$  *fr  Zp)  =  £ ,  ou  j>'  =  ^^ ,  on.  aura  la  nouvelle  trans- 
formée 

dans  laquelle  les  limites  ar  ss  o,  at  a  1 ,  correspondent  aux  linûtcs  usa  1, 
ut»  o.  Soit  enfin  H*-f- 01?  se  ut,  on  aurç 

V— A  f *  \     *    f ± 

*  *~  fa  J  )/(i+am)*  \/(f—imà*-5)  T  fa  J  t/('— ***!•  tf(<»—3m%t-5ï 

Ces  intégrales  sont  prises  à  compter  de  *  =  1  -f-m%  et  elles  s'étendent 
jwjqu'à  % *?,<*►,.  valeur  qui. répond  à  *  =  1. 

tf&  Gwidérona d'aboi  intégrale  P^jfj^;  %m).  K(1L  *»»»'-*)  > où 
l'on  observera  que*3— *3/?rt—  5  ^«(t—  î— m1)  [**4<i+m>+-/n*— 01H-1]. 
Si  Ton  fait  t =  —  ^  *  y  ensuite ^=  — t1—  tang  ^  et  (^5=  — •**- , 
on  aura  la  transformée 

tf*7*  V  *'       V*7 

Pour  avoir  la  fonction  complète  PV,  il,  faudra  faire  j»=i  ,tang  i^  ^s    V^-  j 
et  comme  cette  valeur  de  0  est  celle  qui  donne  F(c,  ?)  =  f  F*c,  on  auca 

P*=-f-FV. 
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#**  rît 

Considérais  en  second  lieu  ftntégrakQag/  ^ L^'vffi -3^-5) ;  * 
soit  *=  w  *^l7vi       »  on  at**  *a  transformée 

dans  laquelle 

Aiasi  le  ntodule  iss  to/£^L)  =a  oô6 69  sert  déterminé  par  fa  vfcleui* 

il  est  par  conséquent  le  complément  du  module  k  déterminé  ci-dessus.  Soit 
enfin  y  ss  3*  (****--  1)  tang  -5  » ,  «t  6n  aîira  l'intégrale  cherchée 

«-»rl(5ïX/WsU-arlÊT0,F<''  -'• 

Cette  intégrale  s'étend  depuis  «=îo  jusque  la  valeur  de  a»  qui  répond 
à  *  =  1 ,    cette  valeur  est  donnée  par  Péquatioh  tang  j  co  =         ft^ 

=2JH?  et  créés  ferons  Vdit  li-après  que  cette  valtmr  Mpp<*e  F(*,  *} 

V»7 
=  | F1*,  ainsi  on  a  l'intégrale  complète 

Q.  _  -i-(^iy  F-« = «4?-*  ** 

Réunissant  les  deux  intégrales?1  et  Q',  on  aura  l'intégrale  complète 

Par  la  première  méthode  on  a  trouvé  Y1  st-?-  F'dj  égalai  tes  deux 

tsteurs,  on  en  tire  F*«sfic(mH*i)a  F*£j  mais    nous  a*en*  déjà  trouvé 

F'A;=s*  31/3^?  donc  les  fonctions  f 'A:,  F1*,  sont  entre  elles  comme  1  à 

3 y^,  de  sorte  qu'on  à  F*t  *=  3  v/3  F1*. 
Ce  rapport  rtitre  tes  deux  fonctions  oompléifceMaires  F1*,  F**,  est  d'autant 
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plus  digne  de  remarque ,  qu'il  occupe  en  quelque  sorte  la  troisième  place  à 
la  suite  de  deux  autres  rapports  déjà  connus.  En  effet  on  a  trouvé  que  dans 
le  cas  de  c  =  sin  i5° ,  le  rapport  de  F'c  à  F" h  est  celui  de  i  à  y/3;  dans  le 

cas  de  c=       ,  jfi  «ce  rapport  est  de  i  à  3;  enfin  dans  le  dernier  cas  où 

Ton  supposerait  c*=  £ — \  (4m+5)  \/(^m— <5),  ce  rapport  est  de  i  à  3[/5. 

Au  reste  les  fonctions  F  formées,  soit  d'après  le  module  A,  soit  d'après 
son  complément  *,  ont  une  telle  analogie  avec  les  fonctions  formées  d'après 
le  module  sin  i5°,  qu'en  général  toute  fonction  F(Ar,  û>)  ou  F(*,  ce),  peut  se 
déterminer  par  une  fonction  F(<?,  p)  dont  le  module  est  sin  i5%  c'est  ce  que 
nous  avons  déjà  prouvé  pour  F(Ar,  h) ,  il  reste  à  le  faire  voir  pour  F(î,  a). 

Si  on  égale  entre  elles  Isa  deux  valeurs  tropvée&.pour  l'intégrale  indéfinie 
V,  on  en  tirera 

F(l-,â>)===^^[^F(^.4)--FCC,^];    ' 
équation  qui  a  une  analogie  remarquable  avec  l'équation  déjà  trouvée 

F(A,  »)  »  &+^Ï^f<«,  t)  _  *(*,  4)]  ; 

mais  les  variables  <p  et  4  ne  se  déduisent  pas  de  la  même  manière  de  m 
dans  les  deux  équations.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  fonction  F(6,  4)  pouvant 
toujours  être  représentée  par  v/3F(c,  Q,  et  deux  terraps  tels  que  aF(c,  £) 

—  F(c,  f)  pouvant  être  réduits  à  un  seul  F(c,  $■),  on  voit  qu'on  pourra 

toujours  supposer  F(*,  es)  =       3       F(c,  *),  comme  on  a  obtenu  F(A:,  a) 

Il  nous  reste  à  démontrer  une  proposition  supposée  dans  les  calculs  pré- 
cédens,  savoir,  que  pour  le  module  *",  l'équation  F(t,  »);=j  F1*  est  satis- 

dite  par  la  valeur  tatng |»=    >4T  ;   Pour  cela  soit  F(«,  et)  a  j  F'i ,  et 

F  (*,£)  ss  y  F**;  îl  faut  qu'en  supposant  tang  i  C  =  ^ti  ,  la  valeur 

I/27  ^ 
correspondante  de  c*soit  égale  à  i%  or  ou  a  dans. cette  hypothèse  cos£=i 

—  sin  et,  et  faisant  sin  ot=ar,  on  aura  l'équation  oc=  1  —  or-f-e*  (^r3— ^r*). 

Mais  puisque  cos  £  =  1  — -ar,  on  a  ta8g*£C  = =s  **,  ou  x  =  737^* 

2*3— x*  I046  *     '     16  \  '      **  Z6/ 
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les  valeurs  I*  sa     ^     '— ,     -^-  =  (/»»  —  1  )  |/3,  on  aura 

ce  qui  est  la  valeur  trouvée  pour  i*. 

§  III.  Zte  l'intégrale  Z  =  f(/fc  —      *'A    \ 

166.  Soit    i/(i-H»8)  =w,  ou   a^ss^i*3 — i),    on    aura  Z== 

fïdz  —  x .  -Tp^-A  Soit  ensuite  u  ss  i  +  i/3  tang*  y  ^,  et  c*^^h-  ou 
c=  sin  i5°,  oti  aura 

ou  en  achevant  les  intégrations 

Z  =  *-  ^3  [A(c,  <p)tang  if  +  Jg+I  F(«,  *)-E(c,  fl. 

Cette  intégrale  s'évanouit,  lorsque  3=0  ou$sr=o;  si  on   ne  l'étend  que 
jusqu'à  z  ss  1 ,  il  faudra  faire  p  =  y  et  tang  \  y  ss  \/(-77^);  ma*s  cette 

valeur  de  ^  ne  rend  pas  F(c  ,  y)  commensurable  avec  la  fonction  complète 

FVj  c'est  pourquoi  il  faudra  continuer  l'intégrale  jusqu'à  z  =  co ,  et  comme 

4 
dans  ce  pas,  la  partie  algébrique  z  —  v/3 .  A(c,  <p)  tang  j  <p  se  réduit  à  zéro, 

nous  aurons,  en  faisant  <p=<7T,  l'intégrale  complète 


Z.=3l>3(E-o_^tlFv)=4-.^ 


3T 


Cherchons  maintenant  la  même  intégrale  par  une  autre  voie. 

Soit  comme  ci-dessus,  *â4-  i  ssjoz,  on  aura  s=£/j— 7  l^O**— '4)>  et 

(p*-2)dp 


J  Vtf-*p)        JV(j»*-4)- 


1/0>»~3p>. 


Dans  l'intervallede  2=0  à  3=1,/?  diminue  depùi»/>=oo  jusqu'à/K=  a;  dans 
l'intervalle  de  2=  1  jusqu'à  z=ob  ,7»  augmente  depuis  /w=a  jusqu'à  /bsi»  , 
et  dans  cette  partie  de  l'intégrale  le  radical  }/(p%—  4)  est  p"»  avec  le  signe — . 
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De  là  on  voit  que  k  première  intégrait  £  /       > désigne  une  quantité 

J  i/(/>3-/0 

toujours  crokfcatite  jusqu'à  «si  ou  p=z;  qu'ensuite  cette  quantité  dé- 
croît et  devient  nulle ,  lorsque  z  =  oo  ;  d'où  il  suit  que  cette  parue  n'entre 
point  dans  l'intégrale  complète  ;  quant  k  k  seconde  intégrale,  die  désigne 
une  quantité  négative  toujours  croissante  depuis  le  commencement  de  l'in- 
tégrale jusqu'à  k  fin. 

Il  importe  d'éviter  les  infinis  que  les  valeurs  de  p  peuvent  introduire  aux 

(3  \*  - 

i -V —  (p* — 4)* 

(i  •—  — j     %  on  aura  la  différentielle 

dW=      f+     ,+ ± 0>'-*)<fr  ^»tef-4)MV 

VV~3p)     pVV-3/0      4/(/>'-4).vV-3/>)       ^(«-£)f 

donc 


Sous  «ette  forme  )«s  deux  ùfcëgraks-qsi  .restent  à  déterminer  ont  Loujour» 
une  valeur  Satie. 

167.  Pour  avoir  rkflégraleP = y  r  ,  """ — »  «oit  i/fa3  —  3/?)  =  pv, 
oup as  — ^-3, on  aura  P  =  ■ — y/i//  rv  J  so't  w  =  i  — /*»  et  ensuite 

,-*».-««,  *-=»-^3; «...  P=f/a^^2,«M 

effectuant  l'intégration, 

P  =  â^7p(A,0-(^r)F(*,  0- A(*,  O-langK]. 

L'amplitude  £,  kjui  «afc-nulle  4  l'origine  de  J'îotégcale  lorsque  jî  =  o, 
/?  ==  oo  et  v  =  i ,  a  pour  maximum  la  valeur  Ç  =  £,  qui  répond  à  />=  2 , 

u  ==  ~» ?  et  pWipJaquellevon  alang  j  b  =;  {      *   Ensuite  ,   p  augmentant 

depuis jM» a .fiwqu'i^aEiop,  J'ampfoudç  ^Jiminue  et  devient, nulle  de 
nouveau àla^deiaéère  J^nûte  de  lUotégrak  ûù-^  ss  00 ,  de  sortç  que  Tinté- 
gwfe  complète  P.bso. 
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Venons  maintenant  à  k- seconde  intégrale  Q  ==   /  -  ■    ■  ■"""ffi.  ■■ 

P' 


intégrale  Qs=  Ç    ■    ■  -"*# 7i 


si  l'on  fait  y/{jp  —  3p)  =  £,  ou  j>*  =s   . - ,  on  aura. la  tnmsftwmée 

v  ~~  v  V(4  -  «o  ~~  v  v^»»-h4  -»V 

Soit  «•  +  ;»*=  utr  on  aura  5k8  —  4  »—  U* s=  «* (5  -r-.3m,l — <*), 


i. 


»*  =  M*  +  am)  —  iv/(<  —  an»), 
«•  — «""•=  £(*  —  ot)v/(«  4-  a»»)  —  f(*  +  »»)/('  —  2»»), 

et  en  faisant  toutes  les  substitutions, 

/^_  »  T         (**+»#— f m') rf*  ,  r       (**  —  m<— 3/»«)<ft 

^^  VV'C'+a'*).  1/(5  +  3/^— *')       V  |/(*  —  2**)i/(5  +;î^«- ?y 

II  firtrt  -bbserwrA  que  le  signe  du  second  terme  change  chaque  fois  que  t 
passe. par  la  valeui*  l  =  2/7i,  ou  pv  la  valeur  *=  i  +  /n*,  c'est-à-dire  lors- 
que, l'un  des  deux  radicaux  ^(f-~&m)>  V*(5+3nfê~—&)  devient  nul  j 
car  on  a  5  -+-  3/nV  — -  **  =  (i  +  W—  t)  [i  —./?*•-{-  w*<tK(*  -fyn')1  +  *]• 
En  effets  voici  la  correspondance  qui  a  lieu  entre  les  trois, variables  z,u,  t> 
aux  deux  limites  de  l'intégrale  et'dans  trois  points  intermédiaires , 
se=o,  1/(2  — v"3),  i,  v^  +  i/B),  oo, 
u  sa  i  ,  m1  wTy  An,  i  , 

t  =  i  +  /w%     2/w,  i  -j-  in*,  2/w,       f  4-  m*. 

11  en  résulte  que  la  seconde  intégrale  est  une  qtiaptUp  .qui  croît  conti- 
nuellement en  même  temps  que  z%  U  n'eu  est  pas  de  même  de  h  première 
dont  la  valeur,  d'abord  négative ,  atteint  son  maawmmr-lorsque  u  =  m ,  ou 
/  =  am;  elle  dinni^jf  msuitatt  devierit nulle  lorsque  5  =p  j  >  qu  w=/n*  et 
/=  1  -f-  m*.  Cette  période  se  renouvelle  dans  l'autre  partie  de  la  même  in- 
tégrale depuis  2  =  1  jusqu'à  z  =00  5  ainsi  cette  intégrale  p'^ntre  point  dans 
la  valeur  complète  de  Q. 

168.  Considérons  d'abord  l'intégrale  dont  nous  venons  dé  parler, . . .  • 


~     g=tf|/(*+S 


27.. 
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.il  I»  +  I  » ,  2-4-  1/3 

^=^tangr4>    *,s=-r-i    *'=— Y1-,  onaura 

1/3  * 


i/3 


Pour  les  réductions  ultérieures ,  il  faut  mettre  t  sous  cette  ferme. ...... 

t =/-f- ^ -,  ,  et  on  aura 

J         i  —  cosAcosy 

Cela  posé,  en  appliquant  les  formules  du  n°  1 44  >  on  aura 

Cette  quantité  est  toujours  négative;  son  maximum  a  lieu  lorsque  *  =  amx 
alors  %(•;=  A;  elle  est  nulle  aux  deux  limites  de  l'intégrale  et  dans  le  point 
intermédiaire  où  z  =  i. 

Venons  maintenant  à  l'autre  intégrale<y=~Sy^ 

4 

Si  l'on  fait  comme  ci-dessus  *=  - — ^,iX»  >  J~r$ taDgi  *  >  |/==  ^juT  * 
*•  =  !  — ^-.^=J(4m  +  5),  onaura 


a 


ensuite,  pour  appliquer  à  l'intégrale  Q"  la  formule  du  n°  i44>  ^  faudra 

faire  «=—  7 — ^ — _      et  mettre  la  valeur  de  t  sous   la  forme • 

{m  + 1)*  > 

t  =  /'  H : »■ ,  dans  laquelle  on  aura 

/'=*('»  +  «)*-*=£,   cotiA*=^=^r:» 

•*  *x  »       '  2006/*     7  "^  l?»-J-I.T. 

9       f  \.  sin*M 

°        v  '  acos/»7 

et  l'application  de  la  formule  indiquée  donnera 
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Dans  cette  formule ,  ainsi  réduite  à  une  forme  très  simple ,  il  faut  .re- 
garder l'angle  où  comme  croissant  «continuellement  avec  z ,  et  alors  l'inté- 
grale Q^'  sera  aussi  continuellement  croissante  ,  conformément  aux  condK, 
tions  dont  nous  avons  fait  mention;  la  correspondance  entre  z  et  »,  dans 
les  points  principaux  ,  sera  donc  comme  il  suit  : 

«  =  o,       /(n-VS),       i,       1/(2+1/3),      co, 

*  C=  O,  7Ty  OT,  3^,  tpT. 

Ainsi,  pour  avoir  l'intégrale  complète  qui  répond  à  s==oo  ,  il  faudra 
faire  /=  1  +  m%  et  »  =  4^,ce  qui  donnera 

On  a  déjà  trouvé  Q',  =  o;  donc  Qt  =  Q",.  Mais  la  valeur  générale  de  l'in- 
tégrale Z  est  Z=  *—  j W— P+Q  ;  et  comme ,  depuis  2^=1  jusqu'à  z  =:oo , 

le  radical  (^  —  4)*  doit  changer  de  signe,  cm  a  W  =/?  (r — —  \ 

-h  (p*  —  4)*  ( l  mmmm  ~)      i  donc,  à  la  dernière  limite  où  p  =  00  ,  on  a 

W=  2p  =  as  (*),  et  par  conséquent ,  z  — *  JW  =  o  ;  d'ailleurs ,  à  cette 
même  limite,  Pt=ô,  donc  Z*=Qi  zzsQF't,  ou 

169.  Par  la  première  méthode,  on  a  trouvé  Z*  =2  -~— .  £-  j  égalant  ces 

deux  valeurs,  et  observant  que  par  un  résultat  précédent,  F1i=(m-f-i)iF>c, 
on  aura 

Au  moyen  de  cette  équation  et  de  celle  des  complémens  -  =s  E'iF1*  •+- 
E'iF'ft  —  FlAF'i,  on  trouvera  l'expression  de  la  fonction  E1/,  savoir ,  1 


(")  Cest  ce  qu'on  trouve  encore  plus  facilement  en  exprimant  W  en  fonction  de  z , 

ir  alors  on  a  sans  ambiguïté  W  =  — * j- 

(^+i)V/(^+i: 
«  =  00 ,  la  partie  algébrique  *  —  î  "W  se  réduit  à  zéro. 


car  alors  on  a  sans  ambiguïté  W  = r- - ,  et  il  est  visible  que  lorwuer 

(*+0  V(*+0     . 
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d'où  Ton  voit  que  les  fonctions  de  seconde  espèce,'  E1*;  E1*,  se  déterminent 
exactement  et  d'une  manière  très  simple  par  les  fonctions  de  première  es- 
pèce  F1  A:,  F**,  ou  seulement  parPune  des  deux,  puisqu'on  a  F'ZtrsS^  ;  Frjfr, 
de  sorte  que  toutes  .  ces^-fonctfons  et  toutes  >oeHes,  xjai  appartiennent  aux 
deux  échelle»  formées  d'après  les  modules  complémentairesdbet  i  se  dé- 
terminent par  une  seule  de  ces  fonctions ,  ou  »  si  l'on  veut ,  par  .la  seule 
fonction  F'c,  dont  le  module  est  sin  i5°.  Voilà  donc  deux,  suite*  infinies 
de  transcendantes  E1,  F1,  formées  d'après  les  modules  k  et  i,  et  deux 
autres  suites  formées  d'après  les  toodules  sin  1 5°^  et  sm^5°,  qui  toutes  se 
déterminent  exactement  par  un  seul  terme  de  ces  quatre  séries  infinies. 

17a.  Le*  deux  expression*  que  nous  avons  obtenue?  de  l'intégrale  indé- 
finie^ZT  étant  égpléeerentre  elles,  donneront  cet1e-éqm*tioitgéa4r8k  \ 

dans  laquelle  T  est- une  quantité  algébrique  qui  s'évanouit  au  commencement 
et  à  la  fin  de  l'intégrale*  Or,  il  a  été  prouvé  çirdessus  que  toute  fonction  de 

la  forme  E(é,  £)  — (  aJây^'  &>  Peut  ^tre  ç'wllg^e  en  une  autre  de  ** 
forme  i/3[jE(c,  <r)  —  (^Sr)F(*#  *f}+V>  V  étant  yne  quantité  algé- 
brique. D'ailleurs  la  somme  ou  la  différence  de  deux  quantités  de  la  forme 
E(c,  a)  —  (    JC  jF(c,  y)  , pourra;  toujours  se  réduire  à  une  quantité  de 

même  forme,  plus  une  quantité  algébrique.  Donc  l'équation  précédente 
pourra  toujours  être  mise  sous  la  forme  - 

^'[^,„)-(i2=^F(*,«)]=Q+E(o>f)-(^.>>5). 

Q  étant  une  quantité  algébrique  qui  s'évanouit  aux  deux  limites  de  l'intégrale. 
Ce  résultat  joint  5  celui  que  nous  avops  trouvé  pour  la  foiiction*F(^  m)y 
pixmw  que  les  fonctions  É-^H?,  du»t  le  mydufe  estjfr>  se  réduisent  tou^im 
à  des  fonctions  de  même  nature  2  dont,  le  module  est  c.  Nous,  nous  contentons 
ici  de  démontrer  la  possibilité  de  cette  réduction,  sans  développer  les  for- 


mules  par  lesquelles  on  pwfci'affectuer,  perce  que  cette  résolution,  qui  est 
un  beau  théorème  d^ôlysey  pesait  <Ea*ctne  uliKté  dans  la  pratique. 


$  IV.  De  l'intégrale  U  =  /V^ 


171.  Soit  |/(î — JCê)=l  -^7%  on  aurai]  =J^  ~^ ^   y  Si  on  fait  va- 

rier  x  depuis  xz=zô  jusqu'à  x=:\fjr  variera  de  même  depuis/sso  jusque 
yr=  rrOn-pourrait  "faire  TfttfefJ  ultérieurement  xi  depuis  jpss  1  jusqu'à 
xst*<&9  niai* ,d fin»  cette  partie  l'int^gralç,  serait  oégative,  et  il  est,  inutile 
de  s'en  occuper. 

Soit  de  nouypau  v==  t/3tang£4>  **==!^^ — >  on  aura  U=?--t- 
/*!S£1*2-^  ou  en  achevant  l'intégration , 

U  =  .^3E[(*,i)-*(l^i)F(ft,  4)-A(»i  4)tang4} 

Pour  avoir  l'intégrale  complète,  soit  ar=  1,  on  aura  />  =  1 ,  4=*>  et 
tang^X=:-T-for^tte- trieur  de  ^doone  J^^^Jb^t^ J&«  Ayant  donc 

3F(i,  A)  =î  *?(&,  sr),  on  trouvera  par  les  formules  connues  (art.  *6o) 
3E(£,  A)  —  E(it/^=^siBisr^j4awle  ménae  cas  £(*,  A)==i(v/3— 1); 
donc  l'intégrale  complète  / 

%  172.  Œerchon^-malnteiufeitlamèqjie  in^gralfî  pariuifcautre  méthode;  soit 
±—xz=p,  on  aura  ^(1  — *•)= *V(/>N-3;;),  ^=5— ^+1^(^*4- 4) . 
ce  qui  donne  la  transformée 

ïrw-*)     y  i/(^+4)".i/(^+*) 

dans  laquelle  les  intégrales  s'étendent  àeKp  =  00  &  p  x=  o. 

'  Tour  éviter  les  quantités  infinies  qui  put  lieu  à  rla  première  limité ,  soit 
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Q=si/Y i£±$± 4A, 

V  VV0»*+4)V(j^+%»)         / 

on  aura  U  es  P  —  Q.  Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  intégrales  P  et  Q. 
s  -  3 

Soit  y{j?  H-  3p)  =  pv  ,  ou  ^  =  jy^ ,  on  aura 

La  partie  hors  du  signe  ip(v* —  1)  s'évanouit  au  commencement  de  in- 
tégrale,  lorsque  v  =  i.  Ainsi  il  reste  à  tfohver  l'intégrale  Rs=/^  .A^  i 

qui  doit  s'étendre  depuis  u=i  jusqu'à  t/=co,  et  on  aura  P=l^(»*— i) 

_  £3  R 

Sot  u=I+l/3Ung.^,  ^^J,on^K=j.3p^^, 

ou         R  =  3^3[A(c,  ^)tang^H-i^±iF(c,  *)-£(«,  <p)].  " 
Soit  la  partie  algébrique-  (o* — i)  —  —  A(c,  <p)  tangï<p  =  T,  et  on  aura 

Dans  la  limite  on  a  p  =  oo,  T  =  o,  <p  =  ^t;  donc  l'intégrale  complète 

■■-  ■  ;'>iH*-^r>]--#    ■ 

Pour  avoir  maintenant  l'intégrale  Q,  il  faut  d'abord  substituer  la  valeur 
de  p  en  t/,  ce  qui  donnera 

J.L  (■»-■)*(*»— >*J 

Soit  w  =  -  i/r  3JJ  ) >  on  aura  cette  réduction 

où  la  partie  algébrique  £(_w — ^)  s'évanouit  à  la  première  limite,  lorsque 
*= i  •  Pour  avoir  l'intégrale  qui  reste  à  trouver,  soit  /7is=2  et  m%v*-i~i  =u^ 
on  aura  par  des  réductions  semblables  à  celles  des  exemples  précédera, 

^— Aw     W^*J  1/(1+3»). ^—Sin^—Éf).   V  l/f*-»»)-^*— 3^*-5)- 
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i73.  Cherchons  d'abord  l'intégrale  M  =f y  (£*"$"  wt-5y  on  a 
déjà  trouvé  qu'en  faisant  t=m  +  ^V"9  ,   ^  =  rtangïÇ,    r  =  ^-r- -, 

^  _  a  —  t/3  cfe 1  <g  ^i 

^  —  ~ 4~  »  °n  a  ^(*+ani).^(<»-3iiiV— 5)—  ^  #  4/(1 -cWÇV 

servons  en  outre  que  *  peut  être  mis  sous  la  forme  t=zf-\-    mmjjlCQ%ï'>ce 
qui  donnera 

f=  (!»•+  1)  siu*£A  —  amcos^A,  tang£A  =  -  =    v.     , 


* 


(l»  +  I^SJD^A  , 1_ 


2C0SA  *  COSA 

Appliquant  donc  les  formules  du  n*  i44>  °ù  ^  ^aut  ^ve  2L  — 
(£  -h  2m) (<*  —  Zm%t — 5),  /*  =  -^— ,  on  aura  — j-;  =  £â  +  m*  —  £/»%  et 
l'intégrale  cherchée 


M 


=  7^+^7[^F(c,Ç)-E(c?0]. 


Cette  intégrale  s'évanouit,  comme  cela  doit  être,  lorsque  /=  i  +/w'  et  Ç=o  ; 
pour  avojr  #rintégrale  complète  ;  il  faut  faire  *  =  oo ,  et  £  =  X  ;  alors  le 

terme  algébrique  t^->*ô  réduit  k  t-\-  m  +f,  et  nous  le  laissons  sous  cette 

forme  ,  parce  que  le  terme  infini  I  sera  détruit  par  un  terme  semblable  pro- 
venant de  l'autre  intégrale. 

Quant  à  la  valeur  <p  =  A  ,  pour  laquelle  on  a  tang  \  A  =  v  ,  cette  va- 
leur répond  à  la  fonction  F  (i,A)  =  |  F'c,  et  on  a  en  même  temps  E(c,A) 
=  j  E'c  +  i  ^  sin3  A;  donc  la  valeur  complète  de  M  est 

M'=  <  +  *!+/—  \  ^[^-(^^F'^+î^sin^A]} 
or  on  trouve  f  -f-  m  =  — j—  sra*  A,  ainsi  on  a  simplement 

174.  Tenons  maintenant  à  la  seconde  intégrale. 

w  mfv£Z£vi*-**»-«i ;  oa  a  trouvé  ci'de88US  ^'^ faisan* 

T.  I.  38 
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t 

m*  -f- 1  —  a/ny*  .  ,  i/a7       j*  -^  i    • 

T  *  =Tï  ^w+5)'  »'  =  çip?  >  ^ a 

tfc  _  ri  dm 

|/(*  —  ai») .  \/{j?  —  3/na*  —  5)        t/O— *****»)  " 

de  là  il  est  aisé  de  parvenir  à  l'intégrale  N  ,  au  moyen  de  la  formule  de 
l'article  i44- 

Dans  ce  cas  il  faudra  faire  t  =x  f  -J- * — ^*- 

•  *      ■     cos*  — -COSJ* 

V*7 

on  aura  ensuite  X'=  («  —  2m)  (*'  —  3mV  —  5),  £^=<*  — «< — î  »*f 
donc 

D'un  autre  côté  on  a  m»  f~  ^J£¥Lf(ip)  ;  donc  l'intégrale 

mais  en  substituant  la  valeur  de  **,  on  a  — A  —  ■  ^Jy  ^  oui  y  "T  Aï"  *"*; 
donc 

Pour  avoir  l'intégrale  complète,  il  faut  faire  ce  =  /i ,  et  nous  avons  déjà  vu 
que  pour  cette  valeur  on  a  F(i,/u}^e$  F1*,  ce  q»i  detoaa  €fr  même  temps 
E  (i,i*)  s=  |  E'i  +  1 i*  sin*  /*  ;  or  plus  on  est  près  de  la  limite  *=  oo ,  plus 

on  a  exactement  £L-  :=  f  —  m «+•/* j  d'âitteurs  on  troctve  çnfcoreici  fzszm 

•+•  tm  yv  i%  sin3  /t  j  donc  t>ft  étira  à  la  liante 
3j/3 

De  là  on  tire  la  valeur  complète  de  l'intëgale  Q,  «voir  : 
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Maintenant  comme  on  a  U1  =  P1  —  Q' ,  il  viendra 

Égalant  cette  valeur  à  celle  qu'on  a  trouvée  par  la  première  méthode,  la- 
Quelle  est 

EH-Ç£±^)  K-p^j,  |>  -  (1^1)  F,]. 

Mettant  dans  le  second  membre  la  valeur E'c — f v^j£\$lc=i       *    l  , 
on  aura  enfin 

équation  qui  s'accorde  entièrement  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  ci- 
dessus  par  une  voie  très  différente. 

175.  Si  on  égale  maintenant  les  deux  valeurs  qui  ont  été  obtenues  pour 
Fintégrale  indéfinie  U  ,  on  aura  l'équation  générale 

dans  laquelle  T  est  une  quantité  algébrique  qu'on  peut  déduire  de  nos 
formules.  Bar  cette  équation  et  par  celle  de  Fart.  t63  on  pourra  toujours 
exprimer  les  fonctions  E(*,a),  F(/,a>),  dont  le  module  est  i,  par  des  fonc- 
tions semblables  dont  le  module  est  c.  Mais  il  nous  suffit  d'avoir  prouvé 
que  ces  transformations  sont  toujours  possibles ,  car  il.  n'y  aurait  aucun 
avantage  à  les  effectuer  dans  la  pratique  j  il  n'y  a  que  les  valeurs  des  fonc- 
tions complètes  qui  par  la  simplicité  des  résultats  méritent  les  développe- 
mens  que  nous  leur  avons  donnés.  Nous  avons  donc  quatre  échelles  formées 
d'après  les  modules  c,  b,  k  et  i,  dans  lesquelles  les  fonctions  F  et  E,  en 
nombre  infini  dans  chaque  échelle t  peuvent  être  réduites  par  des  formules 

28.. 
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algébriques  aux  seules  fonctions  F(tf,$),  E(c,$).  Quaut  aux  fonctions  com- 
plètes F1  et  E1 ,  rapportées  a  un  terme  quelconque  de  ces  quatre  échelles 
infiniment  étendues,  elles  peuvent  se  déterminer  toutes  parles  deux  seules 
fonctions  complètes  F'c,  E'c,  ou  par  l'une  des  deux  seulement. 

Remarque  générale. 

176.  On  peut  supposer  que  les  fonctions  complètes  de  la  seconde  espèce 
E'fl,  E'£,  s'expriment  par  les  fonctions  de  première  espèce  F'c,  F'&,  de  la 
manière  suivante  : 

^  =  (f+p)FHp, 

En  effet,  ces  deux  équations  s'accordent  avec  l'équation  des  fonctions  com- 
plémentaires ,  et  pour  qu'elles  aient  lieu ,  il  ne  s'agit  que  de  déterminer 
convenablement  la  quantité  p.  Or,  d'après  les  résultats  trouvés  dans  ces 
trois  derniers  chapitres ,  on  connaît  la  valeur  de  p  dans  quelques  cas  parti- 
culiers que  nous  rassemblons  ici. 

i°.  Lorsque  c  s  b  =  sin45%  on  a  p  =  o  ; 
.    aQ.  Lorsque  c  =  v/a  —  1 ,  on  a  ^  =  £(1/2  —  i)  =  £  tangaa'Jj 

3°.  Lorsque  c  =  sin  i5#,     on  a  p=z  -770  =  7  tang  3o°  ; 
4°.  Lorsque  c  =  ^f^y  onap=  J^~  = /f  .sini5°; 
5°.  Lorsque  <?•=£ — K-.  mT'(4m+5)  etm=^2,ona  ^=^^; 
6°.  Enfin  ,  lorsque  c  est  infiniment  petit,  on  a    F'c  =  -(î  +£c*), 
E'c  =  ï(i-^),  F*  =  (i  +  i*)logJi  donc/>  =  i. L-. 

Ainsi  on  voit  que  depuis  c  =  o  jusqu'à  c  =  sin45*,  la  quantité  p  varie 
par  degrés  depuis  p  =  £  jusqu'à  p=zo. 

On  a  en  général  a/>  =  =q-  —  =jr }  ainsi  ^  serait  connue  si  on  connaissait 

la  valeur  de  j^-  ;  car  ce  rapport,  qui  est  une  certaine  fonction  de  c,  étant 
"désigné  par  *^c  y  on  aurait  ap  s  \J/C  —  4^- 
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177.  Soit  x  =  çx"  >  ou  simplement  a?=  pj  comme  on  a  dans  le  cas  des 

fonctions  complètes  g  ==  i  (E  — F)  et  ~  =  ^(E  —  i*F),  on  aura 

^  =  -i  (ai* .  =,  —  &*  —  p,  J  ;  ainsi  la  fonction  x  est  déterminée  par  l'équa- 
tion différentielle 

£•*■£■  +  x*  —  afoc  +  *•  s  o. 
Si  Ton  fait  *  ■—  £•==/,  cette  équation  deviendra 

£«c  ^  +  y  —  b*c*  =  o  ; 

mais  malgré  sa  simplicité  apparente,  elle  n'est  point  in tégrable  par  les 
moyens  ordinaires,  c'est-à-dire,  par  les  fonctions  algébriques,  circulaires 
et  logarithmiques. 

Nous  connaissons  cependant  une-  valeur  particulière  x  =  ^,  qui  satisfait 
à  l'équation  différentielle  en  x ,  et  on  peut  même  en  trouver  assez  facile-, 
ment  l'intégrale  complète.  En  effet,  puisque  F  =  E  —  c  ^ ,  la  valeur 
ar= -^s.  devra  satisfaire  à  notre  équation  différentielle.  Mais  cette 

substitution  ne  peut  manquer  de  reproduire  l'équation  différentielle  du  se- 
cond ordre  qui  détermine  E  (art.  4$)>  et  puisqu'on  satisfait  généralement 
à  cette  équation  en  mettant  dElc  -f-  a!ÇElb  —  Elb)  à  la  place  de  E,  on 
aura  aussi  généralement,  en  faisant  a!  ss  a€, 

_  .  Elc  +  C(Flb>-Elb) 

valeur  qui  se  réduit  à 

*—        F>c  +  CF'ft 
Telle  est  donc  l'intégrale  de  l'équation  différentielle 

b*c  -j  + #*—  ib%x  -J-  b*  =  o  j 

et  on  déterminera  la  constante  arbitraire  € ,  de  manière  qu'une  valeur 
donnée  de  x  corresponde  à  une  valeur  donnée  de  c.  Cette  valeur  de  c, 
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choisie  po«r  déterminer  la  constante,  ne  doit  point  être  l'une  de*  limites 

c=  o,  c  =  i  j  car  en  faisant  <3^=o,  on  a  F,i,=  log-=oo  .Ainsi, quelque 

soit  6,  la  valeur  de  x  seras  i  ;  il  en  est  de  même  lorsqu'on  fait  c=  i.  Mais 
pour  toute  autre  valeur  de  a  L'indétermination  cesse.  Supposons,,  par 
exemple ,  qu'on  veuille  avoir  x  =  o  lorsque  c  =  sin  45°  ^s  b ,  on,  aura 

F1 
6  =  —  fr^-jri  >  les  fonctions  F1,  E1  étant  prises  pour  le  module  sin  45°. 

On  voit ,  par  ce  nouvel  exemple,  que  les  fonctions  elliptiques  peuvent 
servir  dans  certains  cas  à  intégrer  da&éqwtiovtt  différeatialle»  ^jui.WQ  sont 
point  accessibles  aux  méthodes  ordinaires. 

CHAPITRE  XXXI. 

Sur  une  nouvelle  échelle  de  modules  <<jui  conduit  directement 
aux  théorèmes  des.  trois  chapitres  précédent  et  k  une  infinité 
d'autres  semblables* 

178.  1  our  généraliser  la  formule  de  l'art.  i53,  supposons  quVntre  les 
amplitudes  &  et  f  on  ait  l'équation 

sin  0  (m  +  A  sin'ft) 

m,  h,  k  étant  des  coeflLciens  auxquels  noua  imposerons  successivement  di- 
verses conditions.  Et  d'ahord,  si  on  veut  que  le*  pngles  4»  et  $,  qui  naissent 
en  même  temps ,  parviennent  aussi  en  même  temps  à  la  valeur  oo°  ou 
■Jtf,  il  faudra  satisfaire  à  la  condition  m-f-A  =  1  -f-  k  j  dès-lors  on  pré- 
voit que  la  valeur  de  cos  co  devra  ayeir  pour  facteur  cos  0;  on  aura  en  effet 
Mm  M  _  cos9l/[i  +  (a*  —  m'  +  Qsin'p-f  A'sin^l 

COS  HP  —  . — ; — .    -        '       1  ■■» 

Pour- plus  de  simplicité,  noua  supposerons  que  le  radical  se  réduit  à 
une  quantité  rationnelle,  laquelle  ne  pourra  être  que  1  -f-  Asin'f,  ou 
1  -+  Asin*0,  La  p*e«âère  valeur  ne  mènerait  *  aucun  résultat  ;  ainsi  il 
faudra  supposer  2k — m*  «H  1  =*  -*-  a  A,  A  l'aide  de  ces  deu*  eoudittons ,  qui 


donnent  àt  +  Aœ  £(mâ  —  i)  et  A—  hzasm —  i^  on  aura  les  valeurs  des 
coefficiens  k  et  A,  et  celle  de  cosa  exprimées  comme  il  suit: 

k  =  i  (m  —  i)(m  +  3)  \    ^^  _  <x*<p{i-hsm*<t>)       , 

et  il  ne  reste  plus  que  iti  d'arbitraire.  Mais  afin  que  la  variable  o>  aug- 
mente par  degrés  de  o°  à  90%  rfè  tfcômfr  que  la  variable  ip  do#t  «lie  dé- 
pend ,  il  est  nécessaire  que  h  soit  plus  petit  que  i ,  et  qu'ainsi  on  ail  m  <  3. 
On  verra  bientôt  qu'une  autre  considération  exige  que  m  soit  >  i  ;  ainsi 
no»  ^apposerons  imijour»  w  cotapm  «ibe  i  et  3 ,  "de  wrt»  <q«e  tes  wef- 
fititts  >m  ^  Jfc>  A  feront  ittfto  trois  positift. 

179.  Cd*  page  ^  -  les  équations  (*  )  «et  (i)  donnent  f>at  la  diffiérentkticm 

et  parce  que  1/(1  +  *)  =  i  (m  4-  *)  »  ^  trouverait  directement  par  l'inté- 
^ration  de  cette  formule 

tang*(*  +  <p)  =  ^tang<p,  (4) 

équation  qui  revient  à  l'équation  (i),  et  qui  est  d'un  usage  plus  commode 
pour  le  calcul  trigroométrique  quand  on  voudra  déduire  &>  de  $ ,  ou  p 
de  ». 
Soient  c  et  a  deux  modules  tellement  liés  entre  eux,  qu'on  ait  l'équation 

* 

1  — -  et*  sin*âu=  (1  —  c'  sin'G) .  \    ,  *!*  .  _—  /  ; 

on  trouvera  qu'il  est  possible,  en  général,  de  satisfaire  à  cette  équation  (*). 
Il  faut  pour  cela  que  les  valeurs  de  &*  et  tf%  et  par  suite  celles  des  corn- 
plémens  £*=  1  —  a^dtas  î*—*4^  soient  ainsi  exprimées , 


*  — ^P >     *  = ^=" 


j.    te+^jr-e,  „ 


16m  f 

16»*  J 


(5) 


et  on  voit  jque  ke  ^conditions  Jtt  >  v*t  m  <  3  «ont  nécessaires  pour  que  les 
modules  a  et  c  soient  réels  et  plus  petits  que  l'unité 

*— ^^^^^-^— . . .     -._ .  ._  -  .......  ^^—^^^^  p -_— ^.  ....  1 

(*)  Le  succès  de  cette  recherche  est  fbifdé  sur  ce  que  le  rapport  de  A  (#,•)  à  A  (c#) 
peut  VexprinicrTîtticmïicIlement  sans  tosujèthr  rttrfétertûmée  m  à  aucune  condition. 
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On  aura  donc,  d'après  ces  conditions, 

*  •  . 
i— —  sarp 

valeur  qui  étant  combinée  avec  l'équation  (3),  donne  ce  résultat  très  re- 
marquable  j^-^  =  -^ ,  et  *n  intégrant, 

F  (a,  «)  =  mF(c,  <p).  (7) 

Nous  parvenons  ainsi  à  deux  fonctions  de  la  première  espèce,  qui  sont  entre 
elles  dans  un  rapport  constant,  et  dont  les  modules  a  et  c  dépendent  en 
général  de  la  quantité  m  qu'on  peut  prendre  à  volonté  entre  les  limites  i  et  3. 
Puisqu'on  a  en  même  temps  <p=j7retc*=:±7r)  les  fonctions  complètes 
seront  entre  elles  dans  le  même  rapport,,  et  cta  aura 

F1*  sa  mY'c.  (8)   . 

180.  Pour  avoir  maintenant  l'expression  de  E(a,  »)  ,  il  fout  intégrer 
la  formule 

'i sin'pV 

+  jfrsin*0 
or,  par  les  réductions  connues,  on  obtient  l'intégrale 

E(«,  «)  =  iE(c,  ^)-(>B  +  ,l(3~w)F(c,  <p)-f  U,        (9) 


d»A(*,»)===/nrf^(c,^A7q^r5;  ; 


2* 


où  l'on  a  la  fonction  algébrique  U=  — .  — ^f?-. 
n        »  i»      i  +  jtsin*p 

Il  en  résulte  pour  la  valeur  de  la  fonction  complète 

E'a=JE'g  — ("*  +  l)(3~m)F'g.  fio) 

Telles  sont  les  formules  nouvelles  qui  peuvent  servir  à  exprimer  les  fonc- 
tions F  et  E  dont  le  module  est  a,  par  le  moyen  des  fonctions  semblables 
dont  le  module  est  cy  et  réciproquement  ;  car  il  est  visible  qu'on  déduirait 
des  mêmes  formules  les  valeurs  de  F  (c,  <p)  et  E(c,  <p)  exprimées  par  les  fonc- 
tions F  (a,  a>)  et  E  (a,  a). 

181.  Il  faut  maintenant  entrer  dans  quelques  détails  sur  les  conséquences 
que  présentent  les  équations  (5)  et  (7). 

On  remarquera  d'abord  que  des  deux  modules  a,  et  c,  a  est  toujours  le 
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plus  grand,  car  les  équations  (5)  donnent  -  ss — j^j  ;  or  on  a  m-f-  3  >  m* — m, 

puisque  la  différence  m  -J-  3  —  (m*  —  m)  ss  (i  +  m)  (3  —  m),  quantité 
toujours  positive. 

Les  équations  (5)  font  voir  comment  les  modules  a  et  c  se  déterminent 
par  le  moyen  du  nombre  régulateur  m  suppose  connu;  réciproquement , 
étant  donné  l'un  des  deux  modules  «  et  c ,  on  déterminera  m  par  la  réso- 
lution de  l'une  des  deux  équations  du  4*  degré 

m*-}-  (8—  i6a#)  m?  «+■  18m1—  37  ss  o, 

m*_6ro*  +  (8  —  i6c*)iw  —  3sso.      .  '"' 

Or  ces  équations,  analogues  à  celle  de  la  trisection  (art.  24)  se  résolvent 
par  des  formules  aussi  simples  que  nous  donnerons  ci-après. 

Observons  auparavant  que^i  on  met  —  à  la  place  de  m  dans  les  valeurs 

des  modules  a  et  c,  on  obtiendra  celles  de  leurs  complémens  b  etC,  dans 
un  ordre  inverse  ;  c'est-à-dire  que  si  la  valeur  m  ss  /tt  donne  les  modules 

3 
csssind,  asssinA,  la  valeur  m  ss  -donnera  les  modules  c=sin(^r— A) 

a==  8in(v?r— 0). 

Pour  faciliter  le  calcul  des  modules  d'après  une  valeur  donnée  du  régu- 
lateur m,  soit  m  =  \/3  tang M  ss  tang 6o°  tang  M;  soit  en  même  temps 
sin(M  —  3o°)  cos(M  — 3o°)      .  1 ,  .  .     n    a 

P=  — "5ÏM —  >  ^  =  — riïTM >  M  0n  dësigne  Par  *  =  8m  fl  et  *  = 

sin  À,  les  modules  qui  répondent  a  une  valeur  donnée  de  l'angle  M,  on  aura 
sin*  fl=/>3<7  et  sinm  Àssjjf3.  D'après  ces  formules  nous  avons  calculé  la  table 
suivante  où  l'on  trouve  les  valeurs  de  0  et  A  qui  répondent  à  toutes  les 
valeurs  de  M,  de  degré -en  degré,  depuis  (M  ==  3  o°|  jusqu'à  M  =  6o°;  il 
nous  a  suffi  de  calculer  cette  table  jusqu'à  M  =  45%  parce  que,  suivant 
l'observation  précédente,  les  angles  9  et  À  qui  répondent  à  une  valeur  M 
=3  45°+  »,  sont  les  complémens,  dans  un  ordre  inverse,  des  angles  qui 
répondent  à  la  valeur  M  =ss  45°-—». 
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M. 

3o 
3i 
3a 
33 

«4 
35 


6. 


mU 


0.00000 

o.a3igi 
0.6568Q 
i . 2oq53 
t.868i» 
2.62149 


3.46338 
4.39046 
5.4oi4o 
6.49640 

8.q45Ôo 
10.30677 
1 1 . 7649a 
îî. 91673 
i5« 00000 


X. 


o . 00000 

22.70376 

3 1.29088 

38.Î32^ 

3.71964 

8^9777 


5272Ô853 
55.83o£» 
59.01306 
6t.qon5 
64*^4037 


66.96550 
69.2*0429 

7 K 2784Q 

7Î.2o565 
75 1 00000 


B. 


QO.OOOOO 

50.  -70912 


!7'*97*4 
08.70012 
«1.06758 


46.28o36 
41.70223 


37-7i47 
&4>t6o58 

30.9863/ 
28.098& 
25.45q63 


20.79571 
tf. 72151 
t6. 79435 
1 5* 00000 


D«g. 

QO.O0O6& 
89.76808 
6q.343ll 

87.37851 
86.536oV 


83.5o36ô 
82.32304 
81 .05420 
70.6931* 
78 . 235o5 
76.67327 
75.00000 


m 


an 


f8j.  L'équation  F  (a»  *)»p»F  (fc,  p)  eu  lWp«ut  prendre  i  vofoat*  ¥un 
des  modules  a  et  c,  donne  en  général  le  moyen  de  passerrdanffe  transfor- 
mation des  fonctions  F ,  d'un  module  donné  à  un  modula  plus  gfland*  ou 
de  ce  même  module  à  un  module  plus  petit.  La  même  opération  pouvant 
être  répétée  pour  le  module  ainsi  dédoit  du  module  primitif  r  on.  voit  qu'à 
partir  d'un  terme  donné,  ïa  série  des  module»  auxquels  lés  fonttiros  F  sont 
rapportées ,  peut  Are  pretongéè  k  l'infini  t*nt  dons  l'ordre  «tes  Modules 
croissais  quô  dans  l'ordre  des  modules  décroissant}  dé  là  naît  J*tr  «utisé- 
quent  nne  nouvelle  éckeUt  de  modules ,  esientidleiMnt  diftârtntg  de  IV 
oheHe  que  bous  connaissons  déjà  ^  mois  qui  aura  des  propriétés  Jatategne* 
pour  multiplier  à  l'ififitoi  ia  tyotnparaison  dés  fonclioto  F  y  ainsi  qn#  celte 
des  fonctions  E«. 

Jetons  un  Coup  d'oeil  sat  le  talieao  précédent  pour  Voir  dans  quelques 
exemples  comment  se  forme  la  série  d«fl>odul»cbn9tr»te  d'après  un  pre- 
mier module  donné. 

Soit  le  module  donné  sin  i5°,  si  on  veut  passer  de  ce  module  à  un  mo- 
dule plus  grand,  il  faudra  faire  0  =  i5%  et  on  trouvera  dans  la  table 
X==  75°  ;  ainsi  on  peut  passer  immédiatement  du  module  £?= sin  i5°  à  son 
complément  b  =  sin  75°  ;  la  valeur  correspondante  de  l'angle  M  est  45* , 
ainsi  celle  du  régulateur  m  sera  m  =  \/3  tang  45°  =  \/3j  et  on  aura  entre 
les  fonctions  F  (b,  a)y  F  (c}  $) ,  l'équation 
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P  (*>»)=  y/3.F(*,<p), 

dans  laquelle  les  amplitudes  où  et  ^  doivent  satisfaire  à  l'équation.  ? . .  f  f 
toc^7(AH^)^^T^  taag<p,  Kqus  parwtwrofl  donc  aiaaî  de  la  manière  la 

plus  directe  au  résultat  principal  du  chapitre  XXYIÏI  ;  mais  nous  pouvons 
obtenir  en  outre  une  infinité  d'autres  résultats  semblables. 

Passons  en#eflfet  du  modulé  sin  7$°  k  un  module  plus  grand;  on  voit  par 
la  table  qu'eu  faisant  0  =  75*,  la  valeur  correspondu  te  de  X  est  comprise 
entre  89**768  et  go*;  la  vraie  valeur  est  89°,9346a  etc.;  ce  qui  donne 
déjà  un  module  sin  8^,934^2  très  peu  différent  de  l'unité,  celui-ci  serait 
suivi  d'un  module  qui  différerait  encore  beaucoup  moins  de  la  limite ,  et 
ainsi  dé  suite. 

Pe  même ,  si  pour  prolonger  la  suite  des  modules  daps  un  autrç  sçn> , 
on  veut  passer  du  module  sin  i5°  à  un  module  plus  petit,  pu  cherchera 
dans  la  table  une  valeur  de  6  qui  réponde  à  la  valeur  donnée  À  =  i5°  j 
et  on  voit  imnaédirteSieot  que  la  valeur  cherchée  de  0  doit  être  comprise 
entre  d*  ct<f9*3igi  ylA  vraie  valeur  est  o*,o6538,  complément  des  89*598463 
qui  *nt  été  trouvés  pçttfl  le  tera»e  correspondant  de  l'échelle  ascendante. 
On  peut  remarquer  au  reste  que  les  modules  complémentaires  ai*»i  trouvés 
sin  o°,o6538  ,  sin  89°,93462,  sont  les  mêmes  que  nous  avons  désignés  par 
k  et  i  dan*  le  cfcap-  2&X*  sse  ^ui  épique  pouncpioi  le$  fonces  rappor- 
tées à  ces  modules  peuvent  se  ramener  aux  fopctions  dput  sin  i£°  et  sin  75° 
sont  les  modules.  Mais  on  voit  en  même  temps  que  les  résultats  trouvés 
pour  ces  termes  particuliers  de  l'échelle  construite  sur  le  module  primi- 
tif »u  i5° ,  peuvent  s'étendre  h  une  infinité  d'wtres  termes  de  la  même 
échelle. 

i83.  Piwaçwspour  second  exemple  lç  module  sin  45°  ;  en  jGaisant  B  e=*45°, 
on  trouve  que  la  vateûr  correspondante  de  A  est  comprise  entre  $70,3785i  et 
88#,ï3i88;  la  vraie  valeur  est  87°,94i4°-  Ainsi  le  module  sin  45°  sera  suivi 
dumodulesin87°,94I4°-  ^i  on  fait  ensuite  A=  45*,  on  trouvera  que  ô  jest 
compris  entre  i#,868i2  et  2°,Ô2i49;  la  vraie  valeur  est  2%o58(Jo  complé- 
ment de67°,94 1 4°-  Ainsi  le  module  sin  45*  est  précédé  du  module  sin  2*,o586o, 
et  celui-ci  le  serait  d'un  module  beaucoup  plus  petit,  et  ainsi  à  l'infini.  Nous 
remarquerons  que  les  modules  qui  suivent  et  précèdent  immédiatement 
sin  45°,  sont  ceux  que  nous  avons  désignés  par  c  et  h  dans  le  chap.  XXIX. 
On  explique  ainéi  pourquoi-  les  fonctions  rapportées  k  ces  modules  peu- 
vent s'exprimer  p?r  celles  dont  sin  45°  est  le  module. 

29.. 


m8  fonctions  elliptiques, 

Au  reste ,  ces  deux  exemples  sont  les  seuls  où  l'on  rencontre  à  la  fois 
les  modules  et  leurs  complémens ,  les  uns  dans  la  série  ascendante  ,  les 
autres  dans  la  série  descendante.  Dans  le  cas  du  module,  primitif  sin  45°,  ce 
terme  tient  le  milieu  dans  la  série  totale ,  parce  qu'il  s'identifie  avec  son 
complément.  Dana  le  cas  du  module  sin  i5° .,  ce  terme  et  son  complément 
sin  75°,  qui  le  suit  immédiatement,  occupent  le  milieu  de  la  série. 

184.  Puisqu'à  partir  d'un  module  donné  c,  on  peut  former  une  suite  in- 
finie de  modules  croissans  jusqu'à  la  limite  1,  et  unç  suite  infinie  de  modules 
décroissans  jusqu'à  la  limite  o ,  il  conviendra  d'adopter  pour  cette  nou- 
velle échelle  une  notation  conforme  à  celle  de  l'échelle  ordinaire.  Nous 
désignerons  en  conséquence  les  modules  de  la  nouvelle  échelle  dans,  l'ordre 
croissant  par  c ,  c,9  c/n  cun  etc. ,  et  dans  l'ordre  décroissant  par  <?,  c«,  cM,  etc. 
Nous  affecterons  les  même  indices  aux  complémens  b  de  ces  modules, 
ainsi  qu'aux  quantités  m  et  aux  amplitudes  qui  leur  correspondent.  De 
cette  manière,  on  aura  pour  les  fonctions  F  ces  deux  suites  d'équations, 

mF(c,  9)=E(c,y  *,),  nfcFfa,  <t>,)=X(cttJ  <P„),  ^F(c,„  <ptfc=$(can  *„,),  etc. , ,    . 
F(c,  f)=rrmaF(*«»  <p9),  F(c#,  (p9)^mQJP(co9}  ?„),  F(^,  fc„)==ro.MF(c00.,  fc^); v 
et  la  loi  des  amplitudes  donnée  en  général  par  l'équation  tang  £($/+?} 
—  ni±ij  tangp,  se  reproduira  dans  les  équations,  semblables 

tang±(<p„4^0=£C^+Oterç<P'>^ 

A  l'égard  des  fonctions  E,  l'équation  (9)  exprimée  dans  cette  nouvelle 
notation  sera 

E(c„  *,)=£e(c,  V-^+W~>»)j!(Cy  ti+u,       (l3) 

U  étant  mis  pour  la  quantité  algébrique  M(«+»)  #     ,  f/*' *>*?%*     . 

Cette  équation  ,  accentuée  convenablement ,  s'appliquera  à  deux  autres 
termes  consécutifs  quelconques  de  la  même  échelle. 

Dans  le  cas  des  fonctions  complètes,  où  l'on  doit  faire  à  la  fois  ç  =  \ic , 
$/  =  \  7T ,  les  formules  seront  * 

F'<?,  zsmF'c,  1 

E>c,  =,  iE'c~(w+,)(3-|n)F?c  [  (l4) 

m  ai»  ,} 

Nous  conclurons  de  ces  formules  que  dans  la  nouvelle  échelle  de  modules, 
comme  dans  l'échelle  ordinaire ,  les  fonctions  F  et  E,  rapportée* à  un  terme 
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quelconque  de  l'échelle,  peuvent  s'exprimer  par  les  foactipns  semblables 
rapportées  au  module  primitif  «. 

*  i85,  Il  importe  maintenait  de  faire  voir  par  quelles  formules,  on  peut 
déduipe-lee  modules c  et  <u  du  modidé^ckfcné  ci  $our  cela  y  oou^remarque- 
mob  xjue  par  Jea  équations  (5)  ta  a 

Donc  entre  deux  modulés  consécutif  c  et  à,  et  leurs  çomplémens  b  et  b,,  on 
a  cette  équation  très  simple  ~ 

Si  Fort  considère  dans  cette  équation  c,  et  b,  comme  les  inconnues,  et  qu'on 
fasse  v/(<»y)  =  c*  4-  bcje,  ce  r<Jui  donne  \/(b6t)  ==  £*  —  foa?,  on  aura 
£,=.<?(£ -^-fo:^,  £,=  i(£  —  cor)*,  et  l'équation  pour  déterminera:  sera 
c*(c  4. &*)*+  b*(b  —  «:)♦.=  1 ,  ou 

Cette  équation  tombe  encore  dans  un  cas  de  facile  solution;  en  effet,  sup- 
posons que  le  premier  membre  soit  le  produit  des  deux  facteurs 

ar*  -#-  ax|/(c  ■*—  ï)  ■+•  «  +  *  —  âl, 
jc*  —  axi/(c  — ■  1)  -f-  arc  +  1  -f-  al  ; 

il  faudra1  simplement  satisfaire  aux  deux  conditions 

d'où  V<»  déduit  «ss  \/(pk),  I  =K(«  -H  «  +  <*).  On  doit  prendre  I 

toujours  positif;  mais  |/(c— 1),  dont  la  valeur  est  .  ;  ,  devra  être  du 
même  signe  que  c*—  A*. 

Cela  posé,  le  second  des  deux  facteurs  de  notre  équation  ne  donnant 
que  des  ratines  imaginaires,  on  tirera  du  premier  deux  racines,  réelles  que 
nous  désignerons  par  xf  et  x.  j  ces  racines  sont 

*'  =  =F^(«  —  t)^V\?Vi}  ?H^+  V)  —  c  —  a]l     (j6) 
a?0  =  qp^c  —  1)  _  |/[a^(i.Hr  «  +  «*)  —  «  —  »]r 

en  observant  de  prendre  pour  j/(c  —  1)  le  signé  supérieur  si  on  a  c  >  b , 

et  inférieur  si  on  a  c  <  A. 
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La  racine  xr0  substituée  pour  la  valeur  de  jc,  servira  À  déterminer  ^  «t  **  ; 
la  racine  x0  servira  de  même  à  déterminer  o0  et  *r.  En  «ibt,  si  oa  T*ut 
Mifiiie  les  «Modules  c0  Bt  ^>0  des  modales  données  *  «t  *,  on  aura  i  ré- 
soudre Véqmtàto  VQwYh  l/C^O0*5**  laquelle  on  ftistnt  ^(oc^  f  ifar, 
V/(W6) =  i1  —  ior,  conduit  à  la  même  4tf»$Ûom  itotp,  foe  wym tenon* 
de  résoudre.         C  -  -  •      .     ,  -     ^  f-  _  ,  ^  ^ 

Donc,  étant  donnés  les  modules  c  et  4,  on  trouvera  les  ôuivans  c,  et  b,9 
ainsi  que  les  précédais  <^f  £«r£ar  les  forantes  '  *  "    ; 

,    v         <?/.=.  c{c  +  ,bx,)%     c,  ^  *(c  +  M)%  1  /lJ1% 

£,  =  6(b  —  **,)•,    *.  »  b(b  _  ex?)  ]  w 

où  il  faudra  substituer  les  valeur?  4*  sç,  fiLz^^Vwnées  par  les  équations (16). 

Les  pleine^  formuler  serviront  à  Réduire  cH  de  a,  ^  de  ^,  etç,.;  elte 
serviront  ég^lçmen^  à_dédi%e  c^  de  iy>  *?*»•  de  c„ ,  <et(^  A^nsi  on  jprolpngera 
à  volonté  la  ^érie  des,  modules  tan^  (Jans  J'qrdre  croissant  que  dan$  1'ordrç 
décroissant;  mais  nous  donnerons  bientôt  un  moyçp  plup  focije  fFajttçindçç 
le  même  but.  ,.        .  .  , 

11  est  bon  d'observer  *<que-  iorsqu'trçï  est  !pàrveikn  4  un  module  c  très 
petit,  le  module  suivant  cv  qqi  se  déduit  de  l'équation  y^(cc0)+^(bbpy^i9 
est  donné  d'une  manière  très  approchée  par  la  formule 

*o=iV^  +L*&&*+eic^  (l8) 

Ainsi,  dans  la  nouvelle  éclplle^  op  (wss*.  ^up  feras- patit  module  c  au 
module  beaucoup  plus  petit  rïï^y  de  sorte  que  le  décroissement  e$t  beau- 
coup plus  rapide  que  dans  l'échelle  ordinaire  où  l'on  a  c°  =  ^  c\ 

L'approximation  ver?  l'antre  limite  n'est  pas  mon»  rapide;  car  si  le 
module  c  est  déjà  très  près  de  l'unité ,  son  poppléjnent  b  sera  très  petit. 
Mais  ié  complément  çaivint  *>'élarit  tfëtenQipé  pa*  l*8ç[uati<m  \f{bb,)  -f- 
j/(cc/)c=  1,  semblable  A  jcelle  que  nous  venons  de  jéaQudr* ,  cm  w  tirera 
de  même 

b,~&'(:*+it'+&î*+s*±  V   .        / 

186.  H  reste  à  calculer  la  videur  de  m  qui  répond  *a  module  donné  t; 
cetle  valeur  devra  être  tirée  de  l'équation    •  n 

Soit  ;  pour  cefe effet ,  P  =  y  (4^ic*)>  on  *vu&  la  formule 

m=dby/(i-^)HV[^  {ig)   ' 
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danakquclkoa  prendra  le^égee  supérieur  pour  >/(i  — /)  ii  c>  Ar  * 
VinËèriûut  al  o  <  6*.  ' 

La  même  formule  servira  a  calcule?  un  autre  terme  quetonqve  mM  tsat 
de  là  suite  asemdsnte  m  i  m*f  tnh,  etc.,  que  de  1*  mile  4escsodante  m , 
m,,  m^étd^  il  suffira  pper  cela  de  mettre  <v  âu  ^^  <**  *• 

-  ftfaée  il  y  a  m  nejufc  plus  simple  de  calculer  la  suite  des  valeurs  de 
m;  et  d'abord  pour  déduire  m,  de  my  il  faut  observer  que  d'après  les  éc|a»- 
1»0ÉiF(4*,^)  »!?#(*,  *),  Ffo,  ^aù^F^,  */),en  a  on  deux 
*sttàt*de4% 

*"" — îssi — .*  c/œ^ — nk — • 

Faisant  donc  **,  ==  #r  on  aura  à  résoudre  l'équation 

On  satisfait  à  cette  équation  en  iaisant  ib-  —  j  ainsi,  en  supprimant  le 

3 
facteur  inutile  «  -f-  £  »  ort  fc'avm  pkiâ  &  résoudre  que  L'écfuation  du  troi- 
sième degré 

Or  cette  équation  ,  traitée  par  les  formules  ordinaires  conduit  à  une  valeur 
très  simple  de  x  ou  de  M,,  laquelle  est 

**,  =  i  [i+l/(m*-i)]\  (ao) 

On  dédtfif»  semblâMetirot  f*Mfemn  mw  dé  m/i7  etc.,  ce  qui  permettra  de 
œatimiet  indcûuhowrt  k  suite  ctfoittttil*  m  ,  mrmny  ete. ,  4nrt  la  Inuke 
est  3. 
P*w  ùéàoèm*n*éé  m  f  l'équÉtioh  à  résènHue  sera ,  eà  faisant  siora±jr? 

«■-  ')(':+S=(«—  ■>■(•+ 5). 

Or  cette  équation  résulta  de  celle  que  nous,  venons  de  résoudre ,  lorsqu'en 

4    '         -.        $  '  £ 

change  à  la  fois  9f  en*--»— et  m  m  «**--  ;  oh  déduira  donc  dé  la  -solution 

-  *  -  ^  *-  *  »  -*■*■  ■  »  • 
pteccaente  * 


l-ïîb+4&—)l-  (••) 
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Cette  formule  servira  à  calculer  m0  par  le  moyen  de  my  semhlahlement  m^ 
par  le  moyen  de  m0,  et  ainsi  à  l'infini.  On  prolongera  donc  à  volonté  la 
mite  m,  m.,  m#0,  etc. ,  dont  la  limite  est  i. 

Supposons,  qu'on  soit  parvenu  à.  une,  valeur  de  m ,  très  peu  différente  de 
l'unité,  et  soit  cette  valeur  wisss  i  +«,  si  on  désigne  par  m,  le  terme  sui- 
vant, on  aura  77*.=  i  -f-7£»s;  ainsi  on  voit  combien  est  rapide  l'approxi- 
mation vers  la  limite  i.  s 

De  même,  à  l'autre  extrémité  de  l'échelle,  si  on  est  parvenu  à  une  valeur 
très  approchée  delà  limite  3,  soit  cette  valeur  m=3(i— a>) ,  la  valeur  sui- 
vante ,  encore  beaucçup  plus  approchée  de  la  limitç,  sera  772,=  3(i— ts***)- 
Donc  vers  les  deux  limites  de  l'échelle ,  on  a  sepsiblement 

"••-■=*("»-»•>  s— ftê-'^ 

187.  Voyons  maintenant  quel  est  l'usage  des  formules  précédentes  pour 
calculer  les  valeurs  approchées  des  fonctions  F  et  E. 
Il  résulte  des  équations  (12)  qu'on  a  successivement 

F(*>  <P)  =  rooF(c0,  ?o)==mom#0F(c<i#,  f„),  etc. 

Or,  quand  on  a  prolongé  la  suite  c,  ca,  c00,  etc.,  jusqu'à  un  terme  cM  asset 
petit  pour  être  négligé,  on. a  avec  une  exactitude  suffisante  F(<>,  (p^)z=(p^ 
Donc  alors  la  valeur  de  la  fonction  T(c,  <p)  est 

F(c,  <p)  z=smjm0.. . . .  mtf„.  (22) 

Quant  à  l'amplitude  fy,  on  la  déduira  de  <p  par  la  résolution  des  équa- 
tions successives  :  • 

^X<P^o)=Xi+m*)teng<P.,  tangi((p04Hp00)==:i(i4.iiitt)taxigç##,  etc.; 

ce  qui  n'exige ,  comme  on  voit,  d'autres  données ,  outre  l'amplitude  <p ,  que 
les  termes  de  la  suite  m0,  m^,  m^,  etc.  Dans  le  cas  de  la  fonction  corn* 
plète,  il  n'y  a  point  d'amplitudes  à  calculer,  puisqu'elles  sont  toutes  égales 
à  j  <tc  ;  on  aura  donc  simplement  v 

F'c=  ntoiitoo.  • . .  mp.i'jr.  (2) 

Dans  ces  deux  cas,  la  suite  m0,  m„>  etc.,  doit  être  prolongée  jusqu'à  un 
terme  m^  dont  la  différence  avec  l'tmité  pui$se  être-oiégligée.    > 

Une  autre  valeur  de  la  fonction  F(c,  f)  peut  être  obtenue  par  ,1e  calcul 
des  termes  croissans  m,  m,y  min  etc.  On  a  en  effet 

F(c,  ♦)'«*:  ±F(*f  f)=^% "fj,  etc. 


77»       x      7     r  '  771771, 

\ 
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SuppO»ns  que  la  sorte  des;  m  soit  continuée  jusqu'à  un  terme  m^  dont 
la  différence  avec  la  limite  3  soit  négligeable ,  alors  le  module  c^  sera  telle- 
ment près  de  l'unité,  que  le  quarré  de  son  complément  (£/«)*,  qui  a  pour 
valeur  §  (3  — •  m^) ,  sera  aussi  une  quantité  négligeable.  Mais  dans  le  cas  où 

ft*  est  négligeable ,  on  a  F  (c,  $)  =  f - ^-  =  log  tang  (45°  -+■  £$)  ,  pourvu 

que  (p  ne  sort  pas  trop  près  de  go°  ;  donc  on  aura  >  à  cette  exception  près , 

F(«>  <p)=flHro<w;>.,^Iogta°g(4^+^)>       c*o 

et  la  valeur  de  ^  devra  être  tirée  de  la  résolution  de  l'équation  tang  £(0, + ^) 
=  7  (ra+i)  tang  p  et  des  autres  équations  semblables. 

Dans  le  cas  des  fonctions  complètes,  on  aura  fy«=Sï <K  et  F(ty,  fy) 


V''=mmJ:  m:AHïi!h:,  (-5) 


Os  approximations  sont  encore  plus  rapides  que  celles  qu'on  obtient  par 
l'échelle  ordinaire ,  et  elles  ont  l'avantage  de  n'employer  comme  élémens 
que  la  suite  des  valeurs  de  m. 

188.  Par  la  comparaison  des  deux  valeurs  de  F'e ,  on  obtient  l'équa- 
tion suivante ,  ' 

log^=M',r' 

où  M  désigne  le  produit  i .  •  .m^^ojnjnm^.  ...m^  terminé  d'une  part 
au  terme  m^  qqï  entre  dans  le  premier  membre,  et  de  Pautre  part  h  un 
terme  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  l'unité. 

Et  comme  on  peut  remplacer  m^  par  m,  en  supposant  que  m  désigne  le 
terme^de  la  série  qui  ne  diffère  de  3  que  d'une  quantité  négligeable;  on.  aura 
plus  simplement  , 


ia 


équation  qui  peut  servir  à  calculer  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque 
au  moyen,  du  nombre  connu  ir.  t  ■  . 

Pour  cet  effet,  prenons  m  de  manière  qu'on  ai(  3— -m=c  i2arly  a: étant 
un  nombre  entier  à  volonté ,  et  i  un  exposant  assez  grand  pour,  que  aT'  ap- 
partienne à  l'ordre  de  décimales  qu'on  veut  négliger.  Si  d'après  la  valeur 
ni  =  o  —  lad"1,  on  calcule  par  la  formule  (21)  \es  termes  de  la  série  dé- 
T.  I.  3o 
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croissante  ro0,  m*»,  etc. ,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  terme  qui  ne 
diffère  plus  sensiblement  de  l'unité,  on  aura  avec  «ne  etaetkude  suffisante 

log  a  =T  {mmjm„.  » , .  i).  (37) , 

189.  Los  formules  pour  l'approximation  des  fonctions  E  se  déduiraient  de 
l'équation  (12),  appliquée  successivement  aux  différens  termes  de  l'échelle; 
mais  la  quantité  algébrique  U,  qui  change  d'une  équation  à  Pautre ,  com- 
pliquera les  résultats  quand  il  s'agira  des  fonctions  incomplètes ,  et  à  cet 
égard,  les  formules  calculées  sur  l'échelle  ordinaire  méritent  la  préférence. 
Le  taéme  inconvénient  n'a  pas  lieu  pour  la  fonction  complète  E*c ,  dont  h 
valeur  peut  être  trouvée  par  les  formules  (i4)  appliquées  mcœs$iv^Hmtit  aux 
modules  àQ,  c00,  fetc 

Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  l'échelle  des  modules  o.  .%c<kC,  c++ 
e,  e,,  cti. « •  1 ,  formée  d'après  le  module  primitif  e;  mais  pour  conserver 
l'analogie  avec  l'échelle  déjà  connue,  il  importe  de  considérer  aussi  la  suite 
des  modules  complémentaires  1 . .  .bQ0 ,  boi  b ,  bfJ  bà.  . .  .0  formée  sembla- 
bletftent  d'après  le  «nodule  primitif  b.  Lies  propriétés  des  fonctions  F  et 
E  ^  rapportées  successivement  aux  modulas  ootnpiis  dans  cette  seconde 
suite,  seront  les  mêmes  que  les  propriétés  observées  dans  l'MÉre  suite, 
mais  il  y  a  de  pins ,  entre  les  deux  suites  de  fondions  %  quelques  propriétés 
particulières  qui  méritent  d'être  remarquées. 

Et  d'abord  les  équations  générales ,  pour  l'échelle  des  modules  b ,  de- 
vant être  de  même  forme  que  celles  qui  ont  lieu  pour  l'échelle  des  mo- 
dules c,  on  pourra  supposer 

,3 
et  on  aura  généralement  »s=-t  conformément  à  l'observation  déjà  feite 

(art.  181).  Cette  même,  relation  «ntre  les  coefficient  ségulalews ,  m  H  *, 
aura  lieu  également  pour  deur  autres  termes  consécutifs»  Ofe  topwefa  m 

3  3  3 

effet*  par  les  formules  de  l'art  186%  Jfc»  — *  it'ss  -*  ,  etc.  ,  n0  =  — , 

3 
/i00  =  — ,  etc.  De  sorte  qu'ayant  déjà  calculé  pour  l'échelle  des  modules 

c  la  suite  des  termes  m^,  nto^my  m,,  m„,:ebc;,  on  em  déduit  insmvKate- 
intfnt  lés  termes  ^00?  7^ ,  * ,  n> ,  nn* «  ♦  qui  «pparàenaçnt  à  Héobeèèe  des 
modales  b. 

Si  0*1  mwMplie  entre  telles  4es  deux  técpstkws  F  (A,  <4)  ^  nF<^,  4*)> 
B(^i,  f,)fcsî  mf(ic^  '<p)>  on  0n  déchira 


on  aura  semblablement 
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ainsi  de  suite.  D'où  Ton  voit  que  le  facteur  3  et  ses  puissances  remplacent 
dans  la  nouvelle  échelle  le  facteur  2  et  ses  puissantes  qui  ottt  lieu  dans 
l'autre  échelle  (art  85). 

L'équation  que  noua  avons  donnée  entre  les  fonctions  F  qui  se  rapportent 
aux  deux  termes  by  bfJ  servira  également  à  comparer  les  fonctions  qui  se 
rapportent  à  deux  autres  termes  consécutifs  de  la  même  échelle.  Les  fonc- 
tions E  se  compareront  de  la  même  manière  au  moyen  de  l'équation  générale 

E(*-  +)=»!e(»,',  4-)- <"t"ff  "*>.>(*„  4J.+T'»  .(*>) 

où  h  quanti*  dgebnqu,  V.=  £±££+3.  ^frjfl»*-^  ;  « 
dans  le  cas  des  fonction»  complètes*  an  aura  simplement 

Ainsi  dans  la  nouvelle  échelle  }a  comparaison  des  fonctions  complètes)  tant 
pour  PécheUe  des  modules  c  que  pour  celle  de  leurs  complemens  b}  peut  se 
faire  par  le  moyen  de  la  seule  suite.  . .  m^  m0,  my  mn  mfé.  • . .  calculée 
d'après  un  premier  terme  donné  m. 

190.  Nous  remarquerons  enfin  que  de  l'équation  (29)  et  des  équations 
semblables  prolongées  indéfiniment , .  on  déduit  pour  le  cas  des  fonctions 
complètes 

Donc  si  bp  est  de  l'ordre  dûs  quantités  négKgtabta*,  auquel  cas  F  *(<?,,)  a» 


aura 


—.*:=_  log  5-—.  01) 

Cette  équation  appliquée  au  cas  de  c  =  b,  donnera  l'expression  de  tt  par 
un  logarithme,  savoir  it  tan  —  log     'a  -,  où  m^  doit  être  un  terme  éloigné 

a  volonté  dans  la  suite  m,  jh/S  m,,,  etc.,  calculée  d'après  le  module  primi- 

3o.. 
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tif  m,  qui  convient  à  c  =  sin  45°;  on  verra  dam  l'exemple  II  ci-après,  que 

4.  ** 

ce  module  m=|/(3  +  a\/3)  =  acosiS^i/S. 

De  même,  l'équation  précédente  appliquée  au  cas  de  c  =  sin  i5a,  où  Ton 

a  m  =  |/3,  TWzrsy/SF'Cy  donnera  pour  ne  cette  seconde  expression...* 

^  =  — logr^— .  Ces  formules  sont  analogues  à  celles  qpe  nous  avons 

trouvées  dans  le  chap*  XX* 

Nous  allons  maintenant  faire  voir  dans  quelques  exemples  comment ,  à 
l'aide  de  la  nouvelle  échelle ,  on  peut  parvenir  directement  et  d'une  ma- 
nière très  simple ,  aux  résultats  contenus  dans  les  trois  chapitres  précédens. 

Exemple  I. 

191 .  Soit  m  =i/3 ,  on  trouve  immédiatement  par  les  équations  (5)  c  sa 
sin  1 5°  et  a  ou  c,=sin  75°,  ce  qui  est  déjà  connu  par  la  table  de  l'art.  1 8 1  •  Ré- 

ciproquement,  étant  donné  le  module  <?= sin  i5°,ou  c*= — -X-,  on  trou- 
vera par  les  formules  (17)  et  (19),  C/  =  sin75°  et  m=:\/3.  C'est  uqe  véri- 
fication qu'on  pourra  faire  sur  ces  formules,, en  observant  que  la  substitution 

1  * 

des  valeurs  €=/*%  cT  =  -;,  où  Fon  a  ft  =  1/2  ,  donne  lieu  à  différentes 

^é 

réductions  telles  que  1/(1 +  /**+•  A*4)  =  1  +  /*,  (At«+- 1) |/(ft* -—  i)=j/3, 
après  lesquelles  le  radical  cubique  f*  disparaît  entièrement  du  calcul. 

Puisque  te  module  c,  est  égal  dans  cet  exemple  au  complément  du  mor 
dule  c,  on  aura ,  en  mettant  b  à  la  place  de  c,}  l'équation 

F(*i*)«/3F(«,f), 

dans  laquelle  les  amplitudes  <p  et  <p/  sont  liées  entre  elles  par  l'équation 

tang  i(fi,  +  <P)  =  -5<|/3-f- 1)  tang  9  =  */a.tang  <p. 

On  peut  donc,  par  cette  équation ,  exprimer  toute  fonction  F  dont  le  mo- 
dule est  b  y  par  une  fonction  semblable  dont  le  module  est  c  $  et  réci- 
proquement 

Il  en  est  de  même  des  fonctions  £  pour  lesquelles  on  a  l'équation 

On  a  ainsi  une, démonstration  très  succincte  des  résultats  obtenus  par  <fa»-> 
très  voies  dans  le  chap.  XXV 111.  t 
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Ëxefnpîe  III  ''..*. 

192.  Soitc  =  sin45°==V/'¥î  &  0I*  W*  P9ur  abréger  r.=\/ (2  (/3  -^  3) 
===  3  sini5°^3,  w  déduira  4^8  forpiulea  (17),  «  '    -  '  ^  ,  'N  ' 

.   c,  =  c»(i  +  r)*,;       o0  =<?(!  —  r)*,    '    >  :  . 
b,  =  ^(f.—  r/>    ^A  =  A«3(f  +  r)»j 

d'où  l'on  voit  que  les  modales  c,  et  ^#  v^ui  suivent  et  précèdent  le  module 
primitif  c,  sont  complémens  l'un  de  l'autrp y  il  en  e?t  de  même  des  modules 
cê  et  Coo,  et  en  général  des^odules  paiement  élpignés  du  terme  moyen  c. 
Dans  le  même  Cas  on  arira^à*  la  formule  (19},  m  =  t/(3  +  2 1/3) 
=±4*  cos  i5°v/3;  et  de  cette  Valeur  de  ni  an  déduit  celle  <le  m0  par  la  for- 
mule  (21),  savoir, /w0p:  — ==  V^C2^ — 3).  t    ; 

Gela  posé,  kp  fonctions  F  rapportées  aux  modules  ;c0,  ù,  ci  ou  69,  seront 
liées  entre  elles  par  les  deux  équations 

auxquelles  correspondent. les  équations  des  amplitudes 
tangf  (^  +  9)  =  ï(m+i) tang<p,     tang7(<P+<po)=^î(wa+i)  taug^ 
Si  dans  l'expression  des  modules  c0  et  b~ou  ttet  au  lieu  de  r  la  valeur 
r==(^|=^).v<3,xxnBura  -.    '  '  ! 

Nous  retrouvons  donc  dans  ces  valeurs  les  modules  désignés  par  cet  2>  dans 
le  chapitre  XXIX,  et  les  proji^t^a  <^  /oçctions  relatives  à  ces  modules 
peuvent  être  exposées  maintenant  de  la  manière  la  pins  simple  et  la  plus  di- 
recte, au  moyen  des  équations  précédantes  <jui  ne  .sont  susceptibles  d'anctine 
réduction  ultérieure.  .  '    -.,:....',  j1 -' hm  ■'•  î- ■  \™ 

Ayant  obtenu  deux  équations  entre  les  fonctions  dont  les  modules  sp&t 
<?o  G»  A>>  on  pourra'  réduire  l'une  à  l'autre  deux  de  ce3  fonctions  à  vo- 
lonté. "Ainsi,  par  exemple,  toute  fobôtion  F*  (coy  0O)  dont  lé  trioduïé  est  c0 
se  réduira  &la  fow&ion  F  (c,^  dont  le  module  est#)  ta  moyen  dé  réqua- 

lion  F(<?0,'  p0)  ss-i-  F  (c,  $),"tet  en  déterminant" l'amplitude  ^par  fèqua&ou 
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De  même  on  pourra  réduire  Tune  à  l'autre  les  deux  fonctions  F  (b0 ,  <p,)  et 
F  (c,  $),  au  moyen  des  équations  F  (i0J  f)  =  tfiF  (c,  ç)9  tang  £  (0,  -f-  $) 

=  Hm+  0  teng  <P-  - 

Enfin,  s'il  était  question  de  réduire  l'une  a  l'autre  les  deux,  fonctions 
F  (b0 ,  çf) ,  F  (c#,  $0) ,  dont  les  modules  sont  complémens  Pun  de  l'autre,  on 
aurait  pour  cet  effet  i'équatioi*  très  simple     -',-*   *    ^  --  -        * 

f  e&o,  <?/>==  3^(c0Te0>, >  ----  - 

et  la  relatioh  entre  les  amplitudes  fa  fc  se  déduirait  des  deux  équations 
,tang{  C<p4-<pJ  =  i  fa-h  'ij  tangiPa 

La  possibilité  de  ces  réductions  a  été  démontrée  dans  le  chapitre  XXIi, 
mais  la  complication  des  formules  n'avait  pas  permis  de  les  effectuer,  et  il 
#ne  fallait  rien  moins  qu'une  théorie  fondée  snr  les  propriétés  de  la  nouvelle 
échelle  pçur  faire  disparaître  les  difitaulté*»  insérantes  à  de  gènte  de  trans- 
formations. 

Au  reste  la  réduction  des  fonctions  E  se  fera  de  ipêœç  eu  moyen  des 
formules 

dans  laquelle  U  désigne  la  quantité  algébrique. ••«.»»• v. *••*•• • 

Exemple  Iil 

193.  Revenons  à  la  valeur  primitive  u  m  «in  r5*  qui  donne  c,  t=  sin  75* 
=?  i  j  si  d'après  le  module  c  nous  cherchons  le  module  précédent  cQ  et  son  com- 
plément &9,  A0  sera  en  même  temps  égal  au  module  c,,  qui  suit  cr  0n  trou- 
vera c0  et  î0  par  les  formules  (17)  en  faisant  c  =5  sin  i5%  ou  c*=s  ■    %■     » 

s 
et  qui  donne  s  m  jb*  (fc  étant  y%)\  \/{t  -^é4*l*)  ca  1  -f-  /*......  . 

et  ^[a  V^(x^**+^)  — *— a]  =fi  V/Ca*\'— 'O?  ou  am*  dpnq  ?«,.« 
=  —  (/i  —  1)  y/  (/*•  —  1);  etparcfrque  ^^=;2— yO,-  aca+  /3  » 
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on  aura 

tf0  =  ci*[>  —  v/3  —  (^~i)v/(^  —  i)?f 

Substituant  la  valeur  y'S  =  (/*•+■  0  t/  (/**  — ■  0  >  oa  aura  plus  simplement 

Ces  valeurs  de  a  et  i>.  s^accordent  a*eo4e*  Tataus  <les  mondes  ligués 
par  k  et  i  dans  le  chapitre  XXX.  Ainsi  nous  pouvons  présenter  de  la  ma- 
nière la  plus  simple  et  la  plus  directe  les  résultats  auxquels  nous  ne  sommes 
parvenu  <qae  par  une  voie  très  laborieuse  dans  ce  chapitre ,  et  au  moyen 
des  propriétés  de  la  noUvtffie  échelle  nous  pourrons  rendre  effectives  les 
«comparaisons  <m  réductions  éool  nous  avions  seulement  démontré  la  pos- 
sibilité 

Nous  connaissons  qliaftre  ternies  consécutifs  de  la  nouvelle  échelle ,  sa- 
voir >Qt9  V)  A,  t6;  ee*  quatte  termes  donneront  îïèu  aux  trois  équations  sui- 
vantes entre  les  fonctions  F,  et  à  trois  équatxotts  Correspondantes  entre  les 
amplitudes  : 

F(*o,  *J  =  *"$$>  *>)>  tangl(*ii  +  •/)  =  î(^  +  Otang  *,, 
F(4,  <p,)  =  roF(c,  <p),  tangift,  +  <f>)  =  i(m  +  1)  tang  <p, 
*(*,  <p)  =  ro0Vfc0,*o),  tangK<P  -^  *0)  =±=  |(i7i„  ■+•  1)  tang  &. 

On  observera  d'ailleurs  que  de  la  valeur  m  =^3  oto  déduit  mt=i  ILZ^L 

3  3 1/3 

et  /w0  =  — =  r"jT-g-  Tout  est  dope  ceenn  dw>  eeaigpations  qui  offrent 

les  moyens  de  comparer  deux  à  deux  les  quatre  fonctions., 

Si  on  veut  comparer  les  fonctions  F(c0,  ?0)«  F(£#>  <Pt)  à  la  fonction 
F(c ,  $) ,  on  aura  pour  cet  effet  les  équations  ~^~    ;  ^ 

Pfo  <p)  =  /ifcÊ  fo,  ^) , ,  \F$J.  &)  ^^ûfeFj^,  *). 

Si  on  veut  compatfçr  4totte  elles  les  ^metioni  Ffcô_,  ^0},  F»^0?  <pj ,  dont  les 
modules  sont  complémens  l'u»  de  Pautr^  jon  onulUpJiora âpUvç  ai^ea  des 
trois  éqûtitionb  précédentes ,  ce  qui  doanera 

Quant  à  la  manière  de  déduire  Qti  de  <p0>  ou  ^/fltf  0J,,  dfc  âe'peiA  trouver 
rien  de  plus  simple  que  les  trois  iquatàm»  des  amplitudes  où  9  s»t  mn  in- 
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termédiaire  qu'on  ne  pourrait  éliminer  sans  compliquer  beaucoup!' les  ré- 
sultats. :  _  ;        —  :      —  ".    •  ' 

On  comparera  semblabkpoçnt  les  fi^netion^  -E  qui  se^rapportent  à  nos 
quatre  modules,  au  moyen  des  trois  éqqatiops.  .  -    .  . ,  *  •   t    ••;'  • 

E(*0,  «g  B  i-E(ô,  *>  -  fr+ff»  *-*>*(»,  *)  +  u„ 
E(*,    *)  =  iE(c,  >)  -  ^±JH3-±^F(c,  f)  +  U, 
E(«,  »)  s=r  ijBfo,,  «>.)  -  (J2d^Z^o)F(c0^0)  +  ■!?.,  . 

où  l'on  connaît  les  valeurs  des  quantités  algébriques  U0U,  UD. 

A  l'égard  des  fonctions  complètes,  il  est  inutile  de  reproduire  ici  les 
valeurs  que  nous  en  avons  données  dans  le  ehap.  XXX*  ; 

Nous  observerons  en  général  que  les  mêmes  formulés  qui  établissent  la 
comparaison  des  fonctions  F  et  E,  dont  les  modules  sont  c0  et  6*,  tant 
entre  elles  qu'avçc  le?  fonctions  dont  le  module  est**?,  s'appliqueraient 
également  aux.  fonctiop3  dont  les  modules  sopt  e^  et  bù0>  et  à  une  infinité 
d'autres  comprises  dans  la  même  échelle.  *  ■  ■  / 

Exemple  IV.      . 

194.  Prenons  encore  pour,  exemple  le  modale,  c  =  \/a  —  i  dont  nous 
avons  fait  connaître  les  propriétés  (art.  87);  on  aura  pour  le  calcul  des  formules 

(17),  *■■=**,  «=  £,  V(«  —  0  =  **,  »/(i4-«+«*)»=ï-f-i/3;  donc 

*,  =  i*(t*l/3),    *0  =  iî(i--ï/3);  •  '    ' 

et  par  ces  valeurs  on  obtient 

*,  as  P[i  —  i'c(i-fv<3)]*=?i6*cssin*370i, 
c0  sis  c^a^v^s:  rôc'sln'iS*;  :  = 
./*.  ==„*»[i  -~  **(i  — y/3)]*  =  i64c»sm*7»i  ; 

on  aura  en  ntéme  temps  iTsiâC,  V(1_r  J*)=Cj  l/(«  Hr^+^ssa  — c, 

ms=v/6  —  c  =  i-|-séc  i5's=s  2— — £jï?/n«—  i^=3asin  i5,siriiav>ïCos7°ï, 

^•^.iC'+.K^r-O^C    :■...„*  :'■■!•  il    '    '      '-•    " 

Au  moyen  de  oes  valewrs  ;'on  4uwr  teé  équations  .  '•-".••.  .* 
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Ffc,  fc)  t*  mF<c,  *),''  tang-fOP,  +  ♦)»  t(«  4-'i)Ung^,  • 
F(c«,  f  J  =  ™,F(c,  ?,),     tang  ±(0„  •+■  <p,)  =  £(/»,  +  i)  taug  p,.       t 

De  même,  si  on  fait  n  sa  «-  ;  n'iâ  -5,  aa  mirapour  1^  modules  complet 

mentaires  ces  équations.  ^        ..>.;.  .      /  -:    -  ,-,N 

F(*,  4X=nF(*/r4>)v    tatofe^t^^)^ "i(?  >*  ?$  tang  4, , 
F  (*„  40  =  h^.  4 J ,    feng  i(4#  +  4;^  ==■'  ±  (n,  +  1)  tang  4„, 

tes  suites  des  unes 'et  des  autres  pouvant  éhve  indéfiniment  prolongées. 

J'observe  maintenant  que  par  la  propriété  particulière  au,  module  c  on 
peut  réduire  entre  elles  les  fonctions  F(5,'4)j î*(cj  $);  on  à  pour  cet 

effet  les  équations  N!  .      .        ,         , 

■  •  '  ■      '.  *  *  .,'.>»'      ••-  >       '   '  '  * 

F  (0,9)  ==*/*.  F(&y)  ain^1— ;0)  =  csin*  1 

E(c,<p)=  /aiBC^.+cF^)]^^^^       tang((p  —  <g'j=:  c  tang  tf  J 

On  pourra  donc  réduire  entre  elles  les  fonctions  F  (bn  47),  F  {cp  $t)  dont 
les  modules  sont  complémens  l'un  de  l'autre  ;  on  réduirait  de  même  les 
deux  fonction^  F:(è7i)'  ^/i)>  ^  (  */i>  4//)>  4^  80nï  <îans  le  même  cas  et  une 
infinité  d'autres  semblables. ,  .         -  «       ■  '    v      ,    ^ ,         -  -   iV  * 

Voici  les  formules'  a  employer  pour  la  réduction  des  premières  et  les 
équations  correspondantes  dea,  amplitudes 

F  (c/,ij  =  mF  (c,(p),1      talhgi  (>,-f-$)  =  ±  (m+  1)  tang  <p, 
F  (c, 9) sa  y/a.F($,<p'),        tang  (<p  -^  )  =  *  tang <p', 
F(ft,4)  =  /»F(*/,4/),      tangi(4  +  4/)  =  i(W+,)tang4/. 

Étant  donné,  par  exemple / la  fonction  F(i/',  4/)>  ?fn  déterminera  4  par 
4,,  au  moyen  de  Fèquation  tang  £  (4+  4J  ==,  ï  (?+  i)  tang  4/ ;  faisant 
ensuite  $'  s  4  >  on  déterminera  0*par  Péquatiou  iahg  ((p  —  4)  =  c  tang  4  ; 
enfin  <p  étant  connu  on  déterminera  <pt  par  l'équation  ,tang£  (fy  -|-<p).  •  ♦ 
—  1(77*4-1)  tàng  (pj  ensuite  on  déduira  du  produit  des  trois  équations  pré- 
cédentes 

ce  qui  donnera  l'expression  de  F  (bn  4/)  V**  k  moyen  de  F  (c,,  <p7).  Pour 
avoir  en  particulier  une  équation  entre  les  fonctions  complètes ,  on  fera 
4,  =7  9T>  ce  qui  donnera  4  =  i^r=:f,  0— ^>  0,  — ^î  donc  on  aura 

et  on  connaît  la  valeur  de  e,  qtti  donne  lien  À  dette  équation. 
T.  L  ,  3i 
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195.  Pour  l»:-c«4£acttS4[n  dp»  Jbnfc&mi  E  Oft  a«ra  «emblaUement  les 
trois  iqiiaJtio&s    ;  /•*•    -.\    •  ' 

E  («,  <p)  =  j/3 .E(^0  +  ci/a .F(*,f) — **rfc 

e  *  40  *f 5* ;  A.  4?  ^^3^;f^,4/3;^>     , 

au  moyen  desquelles  on  .peut  exprimer  les  jonctions  E  (£3 ,  ,^f  E(f|*.ft)  par 
le  moyen  des  fonctions  semblables  E  (c9f).p  F.(^<p),  ou  «par  le  moyejades 
fonctions  E  (*,4)#  F  (*t4)'  ^>*  P611*  ûuafi*  «primer  la,  fonction  E  (*/i4i) 
par  les  fonctions  E  et  F  dont  lé  module  est  o,  et  réciproquement,  ne  qui 
est  un  nouvel  exemple  de  la  réduction  entre  des  fonctions  dont  lès  modules, 
3atat«ompiémensfun  Ae  Fautre. 

Etais  te  cas  cfes  Ibnctions  cd^)flètes~lës^ïb^ 
nent  :  y 

Fs,  =  t  EU^*m+y)'^?Fte,  F'*,  mtfte, 

E*i,  =  ?  E'*  +  (»+»)(»-»)  ™  T'&,  =  ï  *'*. . 

Substituant  les  valeurs  n  as  — ,  F*$,  s  t  F'^,  la  seconde  tkjuatkm  devient 


et  parce  que  les  valeurs  de  ÊV,  ElBr  JV,  F*£,  peuvent  être  exprimées, par 
une  seule  de  ces  transcendantes.,  _par  exemple  par  F'c,  00  exprimera  de 
même  les  fonctions  E^c,  F'*,,  E'4;,  F'3,. 

Pour  faciliter  la  vérification  niimçrique  des  deux  équations  précédentes* 
ùù  peut  exprimer  les  soefliciens  en  lignes  trigonométri^pe^#. de  50te  ma- 
nière :  '*.*"" 

E%m         3co§i5°  «.  lin 45°  a», 

'      e*,  =  ^£  E'M- !  ^SîfTA  ■  "    " 

■96/ffe»a\«»^4e^kÇpé~d^  ce  (foi  précède  les  propriétés  pBfleipifcr 
qui  distinguent  la  nouvelle  échelle  de  ranciènne ,  cependant  nous  devons  fiiire 
encore  remarquer  que  si  les  deux  échelle*  sont  formées  d'après  un  même 
module  primitif *,  il  ne  ,pojogra  ywek  amu»  aOUs  .teWftMWBHro  fffl* 
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les  deux  suites  c,  c\  d\ . .,  c,  <?„  c^  etc., . prolongées  dans*  im  9es* du dans 
l'autre.  r   . ,        ,;  . 

Car  supposons  qu'on  eût ,  par  exemple  cu  =  </",  on  aurait  également  le 
complément  b„zz:yb#.  Mais  par  lesl  propriétés  des  onctions  complètes  on  a 

d'une  part  j^  si  2*  p^,  et  d'autre  part  p^  ==  3*  =^  j  équations  qui  ne 

peuvent  s'accorder  entre  elles,  puisqu'on  n'a  pas  a*  =  3â,  ni  en  général 

Si  l'égalité  entre  deux  tenues  des  deux  suites  ne  peut  avoir  iieu,  il  n*en 
est  pas  de  même  de  l'égalité  enteè  te  complément  d'un  module  pris  daaa 
une  suite  et  un  terme  pri&fiaqs  l'une.Qu  dans  l'autre  suite*  Ainsi  on  pourra 
avoir  sans  sortir  de  l'échelle  nouvelle  b  =  c#  ce  qui  a  lieu  lorsque  es  sin  i5°, 
puisque  alors  ct  ==:  sin  75*  ss  B  j  oja.  pourra  avoir  semblablement  h  s=s  cn , 
mais  alors  on  aurait  bê  ss  ct  s=s  sin  45°  ;  on  pourrait  aussi  avoir  b  s  *?,„ , 
mais  il  s'ensuivrait  bt  =  c/i5  et  par  conséquent  ct  ses  sin  i5°.  Tous  ces  cas  se 
réduisent  aux  -deu* seuls  daaa  ksqwb;  le  moduler  primitif-est  $w  i5°  ou 
sin  45*.  .  _ 

Mais  on  peut  trouver  une  infinité  d'autres  cas  en  passant  d'une  échelle  à 
l'autre ,  et  il  en  résultera  une  infinité  die  solutions  nouvelles  du  problème 
OÙ  l'on  àe  propose  de  trouver  de»  fendions  dont  les  modules  sont  compté* 
mess  l'un  de  l'autre ,  et  qui  soient  réductible?  entrq  ellps>,  comme  le  sont 
les  fonctions  qui  oui  pour  modales  sin  îô>  etânjS0. 

197,  Pour  est  donnée  un  exemple,  cherchons  la  valeur  du  modale  c  tel 
qu?oirpitte»fi'*  oùr  pour  pltia  oie  eferfcénous  feisfftis  0=^,,  L'équation  supposée 

donne  b  =s=  ^- ,  et  on  en  tire  £*  (1  —  a%)  ss  4*0 ,  ou  frÇ •  =  fac  j  sub- 
stituant les  valeurs  doonées  en  fQUQtjkm*  de  n»  pai;  k&  équations  (£),  «  *u** 
à  résoudre  l'équatiçupr    ..' 

(3  4*  am  — ^  sa  8m  (m*  -f-  2m  —  3). 

Soit  3  —  mm=  srar ,  on  aura  (1  -f  or)fc :=  4(i  —  x)  ou  or*  +  &r s=3  j  donc 
x  — _3  +  2v/3,  et*i  =  —  x+ 1/(^*4- 3)s=(i+  i/2)(3—  1/6). 

Connaissant  le  régulateur  irt,^on  en,  déduira  a*  ass  ^  =2  ^"^     sin  i5°  et 

c  =  (»— •  1)  pin  iS°;  ces  valeur  peuvent  êtt»  exprimées  entièrement  en 
lignes  trigQpométriques,  et  par  ce  moyen  on  aura  immédiatement  lew3  lo- 
garithmes comme  il  suit  : 

#W5»  16  fein  6o°  sin  i5°  sin»  37*  {< .o.u354  uoo5  BzqqS 

Si.. 
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ta  —  i  as  16  siu  i5°  si»  7"  ~  sin  3^  £, 


—  =  16  sin  i5°  cos  70  y  cos  37°  i, 
0  es  16  sin»,  i5*  cos  7*£  cos  37°' f,  9-93584  76645  8  198S. 
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Le  module  c  étant  ainsi  détermine  on  aura  les  équations 

Ffo,*,)  =  ™F(c,<p),  Ung £(*,  +  *)  =  *  (m +i)tangfc 

F  (J?  û)J  =  ifi+cj  Y(ei7*)7     tang(a>  —  »')s=c  UngV; 

De  là  resuite  en  faisant  û>^=  (p,  ,  l'équation 

dans  laquelle  la  relation  entre  lès  amplitudes  mf  et  f  doit  être  tirée  des 

deux  équations  suivantes,  où  il  y  a  un  intermédiaire  &  qui  pourrait  être 

éliminé  : 

*  1 

tang£  (&+$)  =^(m-f-i)  tangp,  tang  (û> —  m'}=c  tan  g  a'  j 

si  on  fait  ùf  =  7  ^,  on  aura  ûù  =tt  ,  <p  ses  tt  y  et  par  conséquent 

F'*=m(t+c,)  F'<?, 

On  aurait  des  équations  semblables  pour  déterminer  E(&3  û/)  par  le  moyen 
de  E  (e,  <p)  et  réciproquement,  • 

On  connaîtra  donc  les  fonctions  complètes  E'A,  F'i,  par  le  moyen  des 
fonctions  E*c,  F'cj  ensuite  par  1  équation  desfonctions  complémentaires,  on 
pourra  déterminer  E'c  par  F'c,  de  sorte  que  les  trois  fouettons  E1*?,  E*A,F'i 
seront  exprimées  par  le  moyen  de  la  seule  transcendante  FJtf,  Ces  résultats 
pourront  ensuite  etre  étendus  à  toutes  les  fonctions  dont  les  modules  ap- 
partiennent à  Tune  ou  à  l'autre  des  échelles  formées  d'après  le  module  c. 

198.  Supposons  pour  second  exemple  i=  aF's  a  étant  mis  pour  c  ,  un 
aura  c  =  £"  ;  et  par  les  formules  de  l'article  78  qui  donnent 

ou  trouvera.     ,      _ 

ensuite  là  condition  *'*+  £'rs=  r  /donnera  une  équation  entre  a\  &7  c*,  £*, 
dans  laquelle  substituant  les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonctions  de  m  tirées 
des  équations  (5)?  on  aura  l'équation  nécessaire  pour  déterminer  m, 
La  soin  lion  serait  pénible  par  cette  voie  j  il  est  plus  simple  de  partir  d'une 
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valeur  supposée  de  c,  d'en  déduire  c'  ou  a\  ensuite  de  «  on  déduit  suc- 
cessivement *'  =  ^—  ,  ctMsss  -Kri*  et  il  reste  _à  _vo£r  si  cette  valeur  cl"  est 

égale  à  &  complément  de  c.  Après  un  petit  nombre  de  tentatives,  on  trouve 
que  la  valeur  de  a',  qui  doit  être  égale  Si' >  approche  si  fort  de  cos  i5a, 
qu'il  y  a  lieu  de  croire  "que  l'égalité  parfaite  a  lieu:  Supposant  donc  cette 
égalité,  ou  aurait  *'=  sin  75° ,  cl .=  tang1 370  £,  V  =  cos  i5%  d  =  sin  i5*, 
ê  s=  tang*  7°^:  Or  cçs~fletirf  valeur*  de  *  et  a,  -satisfont  à  l'équation. . 

y/(*o)  +  V^(€J)  =  1.  Ainsi  les  modules  trouvés  c  =  tang*  70  £ , 

«ss  tang*  370  £ ,  sont  ceux  avec  lesquels  on  a  exactement  b  a  a" ,  ou  c= £".. 
U  reste  à  trouver  «la  valeur  (correspondante  du  régulateur  m;  or  comme 

on  a  en  général  ^  =  m^-3*>  et  qu'en faisant  i5°  =  8,  on  aurait. . .  ««. . 

c  =  — t       A>  *  =     v>   ;,  sm  g  s=      :,  ->  cosflagy    ;     ,  sin  fl  cosfl 

œ  £  ;  on  trouvera  aisément 

wi5==(3-$-ii/3)  (3  —  3 1/2}=  8  sin 6o#  cos*  i5*  tangua*  7, 
log  m  =  0,0449-?  68043  17563, 

m«=  9  —  6/3  +6^/3  —  4|/6=  1,10906  45ooo  4i356. 

11  est  inutile  au  reste  de  poursuivre  plus  loin  ce  calcul  qui  aurait  pour  ré- 
sultat d'exprimer  la  fonction  F  (£,?)  par  la  fonction  F  (<?,4)*  La  possibilité 
de  la  réduction  n'est  pas  douteuse  puisque  le  module  c  fait  partie  de  l'é- 
chelle dont  le  module  <f  jx=  sin  i5°;  car- alors  le  module  b  fait  également 
partie  de  l'échelle  dont  le  module  est  V  z=z  cos  i5°  ;  or  en  général  les  fonc- 
tions F  et  E  dont  le  module  est  &  peuvent  s'exprimer  par  de  semblables  fonc- 
tions dont  le  module  est  sin  i5a;  pareillement  les  fonctions  F  et  £  dont  le 
module  est  h*  peuvent  s'exprimer  par  les  fonctions  semblables  dont  le  mo- 
dule est  sin  75%'  cela  résulte  uniquement  des  propriétés  de  l'ancienne  échelle; 
donc,  puisque  par  le  chapitre  XXVIII,  les  fonctions  dont  le  module  est 
sin  i5°  peuvent  s'exprimer  par  celles  dont  Je  modple  est  sin  75°,  il  s'en- 
suit que  les  fonctions  dont  le  module  test  #*  peuvent  s'exprimer  par  les  fonc- 
tions dont  le  module  est  bc  et  réciproquement.  On  aura  en  particulier 

F'i  as  a  |/3  JF'c,  ce  qui  est  une  suite  de  l'équation  générale  ^-=3^, 

puisque  dans  le  cas  de  c?  =  sin  i5#,  on  a  F1**  as  i/3  FV. 

199.  Appliquons  maintenant  les  formules  de  la  nouvelle  échelle  aux  fone- 

tions  de  la  troisième  espèce.  Soit  pour  cet  effet  II  sa/  7-3; — >  %  \*f*    v  ^ 
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transformée  en  9  sera 

en  faisant  D  =  (i  +  k  sin*  p)*  +  v  sin*  ^(m  +  A  sin*  p)\ 

Le  polynôme  D  aura  toujours  un  facteur  réel  î  +  n  sinB  Q  ,  de  sotte  que 
nous  pourrons  supposer 

D  =  (1  +  u  sin*  <p)  (î  +  p  sin*  p  •+-  y*  siu*  <p), 

et  il  faudra  satisfaire  aux  équations 

fa  +  Z^aA  +  i^Vy*:»-, 

np  H-  ~  =:  A*  +  armfc. 

Considérons  pour  plus  de  simplicité  m  et  n  comme  les  deux  éléineDs  don- 
nés, nous  en  déduirons  les  valeurs  des  autres  élément  comme  il  suit  ; 

ensuite  la  fraction  sous  le  signe  étant  ainsi  décomposée  r 

D  i-f-nsin>  ~  1  -f-j)  sin*  p-f-  y*  siu*f  ' 

nous  aurons  en  intégrant  la  formule 

n(w)  =  Art(n)C,9>)-f.p, 

P  désignant  l'intégrale/^  .  .^ff;';.;.,,.  «  *<*  voir  mainte- 
nant  quelle  est,  suivant  les  diiférens  cas7  la  valeur  de  l'intégrale  P, 

200.  Puisque  dans  les  fonctions  de  la  troisième  espèce  un  paramètre  positif 
co^fl  peut  être  remplacé  par  un  paramètre  négatif  de  la  forme  — *  î  +5*sinifl, 
nous  pourrons  nous  borner  à  considérer  les  valeurs  négatives  de  n,  savoir, 
les  valeurs  plus  petites  que  c1  représentées  par  —  c*  sin*  0 ,  et  les  valeurs 
plus  grandes  représentées  par  —  î  +  4*  sin1  EL 

Considérons  d'abord  le  premier  cas ,  et  soit  n  =  —  £*  sin*  0,  on  aura  eu 
même  temps  p  =  —  **  sin*  A ,  de  sorte  que  les  deux  paramètres  n  et  i>  st* 
ront  de  la  même  espèce  à  laquelle  nous  avons  donné  le  nom  de  logarithmi- 
que* En  effet,  par  la  substitution  des  deux  valeurs  de  n  et  de  t  f  oa  trouve 

$m  Xc=5  — — ■  ■  Tp--; *  s 

t  +  tnifê       > 


de  sorte  que  l'équation  entre  les  angles  A  et  ft,  ort  fl+mfehttc  A  ifléq*atiei* 
entre  les  amplitudes  a  et  $,  et  çeut  &re  mise  sous  la  forme  plus  simple 
tang  J(  A  +  A)  =  £  (in+ 1  )  torçg  1 

En  vertu  de  cette  propriété  J'angle  ,A  augmente  avec  Fangle  6  par  degrés 
insensibles,  et  ils  parviennent  simultanément  à  la  même  valeur  7  7t.  Donc 
toute  valeur  4m ^ai??ni4ti^/ip=  ^-  c»  ,sin*  0  Joéppndi*  à  ji&e  valeur  sembla- 
ble du  paramètre  v  =  —  a*  sin*  A  et  réciproquement. 

Pour  déterminer  dans  ce  cas  la  valeur  de  l'intégrale  P,  "H  faut  connaître 
les  fackçuxs  4u-d£PQaoiBa4tfur  1  -4*/Hpîb*  P'^t^V^Pi  °*  ^&  désignant  ce» 
facteurs  par  j  -}"  »' sina $  et  1  4- »* ^nVfc,  ou  anira  par  le*  fojawks  p*&ér 
dentés  et  en  substituant  au  besoin  les  yaleprs  connues  de  A,  A,  c%  a*  en 
fonctions  de  m,  ces  deux  équations 

,    È      m  ,  ,    Wï^  (»  —  ty 

b'  -  «"  =  •*V#)—-^=^  Vt-rf*  4-  «*  (*  +  •» 

Ta  conséquence  :gënéi^le  qui  résulte  de  ees  équations  est  que  les  para- 
mètres tt'-et  wP  ^i'"p)  i^i^gmajjr^^/iwteft^gii  fo»  que  le  paramètre  n  sera  de 
la  forme  —  c*  sin1  ôj  alors  le  paramètre  v  sera  de  la  même  forme ***+*&&&  y 

etSBBm  *Jft\-*&at$  -  lea  deux  pacctflMtnes  n',  nf  aoot  <égaux  *t  réels,  meîsles 
formjules  calculées  jpow  «  xm  pwfculier  »ç  wwd^itf  £ptax  jr^t^ts 
déjà  conms  pirtr  les  formules  (7)  et  (9). 

©am  le  cas  genérafl  Féquation  fl'fo»,  a>)  =  ÀIT(fi,  c,  (p)  ^V9  ne  donne 
l'équivalent  de  la  fonction  II  (*,*,#)  que  joar  une  expression  beaucoup  plus 
composée  dans  laquçlU41  Jaùdraît  Jubs.Cihier  îa^raleur  de  P  donnée  par  la 
formule  de  l'article  131..  AlQrs  la  fbnctfou  H  (f,  *,  ai)  serait  exprimée  par 
deux  fonctions. seroM<fefarfiu( bpt  f  él**$y  Cff)-i  H(  —  $*sin*jU,  €?,  <p),  ou 
pour  l'une  des  dwx  soulemgnjt,  si  .elfes  étaienjt  réductibles  eqtre  elles* 

jioi.  On  pwt  mm  $**  mjJWK^ifcvj^ 

posée  de  deux  fonctions  dont  les  paramètres  sont  imaginair^$wJ^^TO^tf>U 
P  =  II(r,#,û>)  —  An^^^.CQi^p^^ed»^  fiwptipnsdoçt  J*»$fw- 
mètres  sont  réels,  ce  qui  fournira  une  nouvçjje «solution  du  problème  résolu 
parlâ'4bmtttfeMAa*iiM»."~~  ;  ~ 

Pour  parvenir  à  cette  nouvelle  solution  il  faudrait  détew*t»er  tm  éenx 

f*  sin4  (p  que  nous  représenterons  par  1  ^-  ar  cos  y  sinâ  f  4"7^n9*¥t  6a«itftt 
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donc  à  résoudre  les  équations    -  ' _..•  '•  •        .  -%     ~ 

h{k  —  n)       '  ' 

arcosy  =  3À:—  n^ — ^-. 

Soit  pour  cet  efiet  m=s  i  +  aa? ,  on  aura  isjc1,  Assa^  +  x*,  ,  . .  # 

**(a* + *•  — r)       ^  %, ,        fc.  ,."...--- 

/*  =  .v    ,    . — r^ ,  et  1  équation  en  x  sera 

o  —  at-i-2  (i—  r) J^?-^ 2r (2+ços y)  j?*  — aj«r;(i — ^-f-r*. 
Soit**  — rssay,  on  aura  ^â  H- 2  (1  —  r)  j^  — ar  (r+cos>)  ;==o;  donc 
^  =s  r  —  1  ±  v^(^  +  2r cos  j' + 1), 

Connaissant  la  valeur  de  «r  qui  doit  être  positive  et  plus  petite  que  l'unité, 

on  connaîtra  ttî  =  ox  -f-  i ,  et  ensuite  n  =*  —  — ~ — ^. 

17  ^    ar — ^      • 

A  l'égard  des  coefficiens  3  et  C  qui  entrent  dans  l'intégrale  P ,  on  les  con- 
naîtra  ainsi  que  A  par  les  équations  A  ss  n%_^m'     4,^»  P*^*1 — A, 

aoo*  Exarainonsmamtenantle  cas  où  l'on  a  iims—i-f-  im  sin*  8,  alors  on  peut 
prouver  que  v  doit  être  aussi  de  cette  forme,  et  qu'on  aura  rcs — 1  +6*sin*  À. 

En  effet  substituant  ces  deux  valeurs  dans  l'équation  p  =  n         yNr  ,  et  ic- 

duisant  les  quantités  h,  k,  b*y  €*>  en  fonctions  de  m,  on  trouvera  les  deux 
formules  *   .     .         -    •   :  ,  • 

>  —  s'n  *  [jk  —  j  (a*  +  1)*  sin*,!] 
Sin  A  —  ^  _  J(3— m)  Of»+.i)sin*ô  > 

'         >  _  cos8[i-i(^40t  sîn*#] 
•    -COSA—  t— i(à  — mi(«+i)3inT 

ou  plus  simplement  encore  la  formule  tang  j  (A— fl)  =  £  (m  —  1)  tang  fl , 
au  moyen"  de  laquelle  il  sera  facile  de  déterminer  Fangle  A  par  le  moyen  de 
A,  et  réciproquement. 

Soient  y  et  o  les  plus  petits  des  angles  qui  satisfont  aux  équations.  . . . 

sin  y  =  — ^— ,  sin  cT  =  2  *J*  ,  ou  cos  /=  1  «—sin  y*  on  déduira  des  for- 
Ut»  -p  1  '  m  -f-  I  -        w  ' 

mules  précédentes  :  . 

.;i°,  Qtfe  depuis  0bso  jusqu'à  ô  =>  ,  l'angle  A  augmente  depuis  A  es  0 
jusqu'à  A  ?»£;*$-  ;  > 


20.  Que  depuis  ô  sa  y  jusqu'à  Q  sa  / ,  l'angle  A  augmente  depuis  X=  7  tt 
jusqu'à  A  =  ^; 

3°.  Enfin ,  que  depuis  0  s=  <T  jusqu'à  fl  as  7  ^r,  l'angle  X  augmente  encore 
depuis  A  ==  ^  jusqu'à  A  as  §  at. 

U  y  a  donc  trois  valeurs  du  paramètre  n  as  —  i-f-  **  sin*  fl  qui  donnent 
la  même  valeur  du  paramétre  p 'sa—'  1— f-€*sift*A,  et  oft  voit-quejès  va- 
leurs de  0  seront  toujours  comprises,  la  première  entre  zéro  et  y  $  la  se- 
conde entre  y  et  J^  la  troisième  entre  «T  et  7  -ar. 

■  Dans  tous  ces  cas  la  valeur  de  A  se  déduit  facilement  de  celle  de  fl,  non- 
seulement  par  Féqtiation  taog  7  (A-^  fl)  sa  7  (m —  1)  lang  ô ,  mais  encore 
par  l'une  ou  l'autre  des  équations  *  '   ; 

:    taW(>-iA)==^i|^taDg(45--Hie)     "    "'  : 

t^lAastangjflcoi.--^--  cot~-; 

■y  '      ■ 2  a  .  , 

ce  qu'on  peut  vérifier  en  mettant  successivement  au  lieu  de  m  les  valeurs 

a  i+f*cos/ 

ws-r-»—  1  «  m  sa  i,. 

sin>  7  1— cosy 

H  est  visible  maintenant  que  si  on  désigne  par  0,  fi7,  d^lee  trgis  valeurs 
de  û  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  A,  et  qu'avec  ces  valeurs  op  forme 
les  trois  paramètres  n  =?  -*•  1  4-4*  sin*  fl  ,  rJ  sa  —,  1  -f-  b*  sinâ  fl', . . . .  • 
**=-—  1  -+•  ^  •»*  0*?  1^  dénominateur  D  de  la  formule  à  intégrer  (art.  199) 
sera  le  produit  des  trois  facteurs  (  1  -+-*  sin1^)  (1  4-/1'  sin*  $)  (1  -f-n"  sinâ  0); 
car  en  prenant  pour  n  l'une  des  trois  valeurs  n9  riy  n\  il  en  résultera,  tou- 
jours la  même  valeur  de  A,  et  par  conséquent  la  même  valeur  du  para- 
mètre p. 

Cela  posé  la  fonction  n  (r,  et,  ci)  rapportée  au  module  et,  pourra  s'expri- 
mer par  trois  fonctions  semblables  rapportées  au  module  e>  au  moyeu  de  la 
formule  générale  - 

n(r,  *,  ai)=a  An  (*,  c?  <p) -f-  À'n  (n',  c,  <p)  rh À'n  (ri'9c,  <p), 
dans  laquelle  les  coefficiens  sont  ainsi  détertainéa  : 

a_       m{k—nf.         a#_       mjk-riy  A„_       m[k—n'Y 

ao3.  La  formule  précédente  ne  peut  guère  avoir  d'autre  usage  que  celui  de 
transformer  une  fonction  donnée  n(*,  «,  ai),  dont  le  paramètre  p  est  de 
la  forme  -*-i4-£*sxnâA,  en  trois  autres  dont  le  paramètre  est  de  forme 
T.  L  3a 


a5o  FONCnORS  EIXIPTIQUES, 

semblable,  tt  qui  m*  pour  module  œmmw  *4gc  tarne  de  1»  nouvelle 
échelle  immédiatement  inférieur  au  module  donné  et. 

Pour  cet  eflet,  il  faudra  préalablement  déduira  du  upodule  *  Us  valeurs 
de  c  et  de  m,  ce  qui  se  fera  par  les  formules  (17)  et  (19),  et  «mante  déduire 
de  1'wgle^cttiné  A,le*troi^aagks  $>  tyy$\  par  Ja  çé^tttien  deTàquation 
tang7(A^d)a^7(m-^i)ta»g49:ei^ûb8erwii&.q^  œs  angles  doivent 
être  renfermés  entre  des  limites  déternprée*  par  k»  angles  y  et  ^. 

La  transformation  dont  il  s'agit  pourra  être  employée  comme  moyen 
d'approximation,  si  le  module  c  déduit  de  «  est  assez  petit  pour  qu'on 
puisse  négligeriez  termes  de  Facdro  c*,  ou  au  moins  ceux;  de  l'ordre  c4. 
Car  si  on  peut  négliger  les  termes  de  l'ardcç  c'y  on  aura  simplement 

n(»,  *,  <p)  =* fv+%%\tf  9  =*IS5»  ***  ^^  ^f^aîafltang*;  et 
si  on  ne  peut  négliger  que  les   termes  de  l'ordre   c*,  on  aura . 

°~-/*(ffiffft-  Ai*  £(»-  A>  "*  -  «*  *-  - 

moyens  d'approximation  sent  bornés,  et  que  ^00  procédait  h  nue  seconde 
transformation,  la  fonction  proposée  serait  transfotmée  ep  neuf  autres  >  ce 
qui  entraînerait  une  trop  grande  complication. 

204.  Si  on  examine  tes  différentes  formules  par  lesquelles  l'angle  X  peut 
être  déduit  de  fr,  on  ne  manquera  pas  de  remarquer  quHl  existe  une  grande 
analogie  entre  ces  formules  et  celles  qui ,  dans  la  noureHe  échelle,  donnent 
la  relation  entre  les  amplitudes  *  et  f,  analogie  qui  semblerait  indiquer 
une  troisième  échelle  différente  des  deux  autres. 

En  effet,  ai  on  considère  A  comme  fonction  de  la  Variable  ♦  on  aura  par 
la  différenuanon  : 

formule  qui  étant  intégré»  donnerait  immédkiteBieBt  yeqnatiendéjià  «routée 
tangi(X— fl)s5s|(m —  i)tangfl. 

Ensuite  PéqtUktion  r  =;  (^jÀn àamhqaiàlë on substituera lervaleurs 
nss—  i-f"**»n*6>   9ss:*imi*i-C*suP\t  donne 

1  ■**  -2-  (ir—  1)  (1+ m)û*n 
v    '      '  \    »     /      , — }(,»— 1) (3 4- m) im' 6 

000(1  ÏÎ^ÂJ  =  S^7'  et  m  int<%«wt 

F(C,  A)«mF(*,  f). 
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ComparoBS  maintenant  cette  équation  avec  celle  qui  résulte  de  la  seconde 
échelle,  nowe  awnayon^y  joig— t  lot  oqaatfaaa  dw  amplitudes, 

F(£,  X)=wF(i,  8),    tangi(A— fl)=f(/n^i>ngfl, 
F(*,  «)*^F(C,  <p>,    Mt^f)n»iL- tngf. 

Soit  0=û>,  on  aura  l'équation  F(£,  X)  =  3F(Cf  #),  dans  laquelle 
les  amplitudes  f  et  2i  ont  ^nire  elles  la  xelation  que,  donneraient  p^l'élir 
mination  de  »  les  deux  équations 

tang|(A  —  »)Œ£(m  — i)tang*,    tang£(»4-?)Œ-^  tang?. 

Delà  on  voit  que  Péquation  F(£,  X)=zmF{b9  6)^  n'est  qu'une  rombtoaiqon 

de  Péquarôon  F(*v*)==s£;F(C,  p)  dwwaparla  nkwU*  Abatte*  ariefe 

l'équation  de  la  tripEcation  dés  fonctions  F  <Ï6nt  le  module  est  £!  ïl  «Y 
a  donc  dans  ce  résultat  rien  qui  établisse  une  troisième  échelle  de  modules; 
mais  on  peut  en  déduire  une  conséquence  très  remarquable  pour  la  trisec- 
tion de  la  $>nction  F.  # 

*65.  Etous  avons  vu  (art.  a3)  que  cette  tmeetrâto,  ttonsidété*  *tt-  général, 
dépend  d'une  équatkm  dwmnxhèmB  dageéç  lm>  Sot  mule*  yéteadm^Mt  dwfrr> 
nent  doue  la  facilité  de  réduire  cette  éqwtfiep  du  ae«9riïme.dqgré<à  deux 
du  troisième.  i 

En  effet,  pour  satisfaire  à  l'équation  F(€,  A)sw3F(£,  <p)roù  l'on  con- 
naît le  module  €  ai  Famplitude  X ,  iTÈut  d'abord  d^tprmiopg  fe  régulateur 
m  par  le  module  donné  6  ,ou  par  s#u  coiaplém^nt  a,  ce  qui  se  firça  par  la 
formule  de  l'art.  186,  ensuite  on  détermiqçra  *  «par  l'équation.  ....• . 
tangj(X— »)=y(m— -i)  tan^»,  c'est-à-dire^ en  faisant  tang£t»=»c, 
par  l'équation  '  *  r 

,  mx— -a?zs^t  i  •—  ma?)  tang  £*. 

Connaissant  »  on  déterminer  <f  pur  l'àjwtiqa l»^K«^«)Sn  -^ *WB  ft 
qui  se  réduit  pareillement  au  troisième,  degré. 

Ainsi,  la  résolution  de  l'équation  4»  n Wfième  degré  est  réduite  à  celle 
de  deux  équations  du  troisième,  ce  qu'il  aurait  été  ,p«nt7étre  difficile  de 
découvrir  par  une  autre  voie.  \   •       -    r  -     , 

La  trisection  de  la  fppcfion.  complète  se  résoudrait  ^ssez  aisément  par  ces 
mêmes  formules  en  faisant  A=çr,  ce  qui  donne  coti<êz=\/my  mais  elle 
•e  rê90trt  encore  plus  aisément  par  les  formules  dfrectes  àvt  h9;34' 

32.. 
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CHAPITRE  XXXII. 

De  quelques  formules  générales  qui  peuvent  se  ramener  aux 

fonctions  elliptiques. 

i 

3û6.  JLjà  nature  des  fonctions  elliptiques  étant  connue  et  approfondie, 
il  importe  de  ramener  à  ces  transcendantes  le  plus  grand  nombre  de  for- 
mules intégrales  qu'il  sera  possible.  Comme  la  multitude  en  est  infinie  et 
aussi  variée  que  les  substitutions  qu'on  peut  mettre  en  usage,  nous  nous 
contenterons  d'indiquer  quelques-uns  des  cas  principaux  où  cette  réduc- 
tion a  lieu, 

I.  On  peut  réduire  aux  fonctions  elliptiques  l'intégrale  /  f  «  jll'TZul  *\' 
dans  laquelle  P  est  une  fonction  rationnelle  de  x. 

Car  si  on  fait  x*=z,  on  pourra  supposer  P=M+Ny%  M  et  N  étant 
des  fonctions  rationnelles  de  zf  et  l'intégrale  proposée  deviendra 

f £MA Ç  jKA 

J  |/(«  +  B?  +  p  +  **)"*"■/  Vi*+U  +  >*■  +  **) ' 
dont  les  deux  parties  sont  comprises  dans  les  fonctions  elliptiques. 

3 ,  dans  laquelle  P  est  une  fonction 

rationnelle  de  xf  peut  se  ramener  aux  fonctions  elliptiques. 

Car  on  peut  toujours  faire  PsM  +  Nx,  M  et  N  étant  des  fonctions 
rationnelles  paires"  de  x.  Considérons  la  partie 

Vïxdx 


\f(*  +  Cx*  +  yx*) 


♦*  m 


Si  on  fait  /(*+ &r*  +  >x*)=:z,  ce  qui  donne 

il  est  clair  que  par  la  substitution  de  la  valeur  de  x*,  Hxdx  ne  contiendra 
d'autre  radical  que  j/(£* — 4*>  +  4>&4)?  donc  toute  k  difficulté  se  réduit 
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à  intégrer  une  quantité  de  la  forme 

dans  laquelle  Q  est  une  fonction  rationnelle  de  **• 

Quant  à  la  partie  -jr- — — ,  sionfeit  if(*-\-Gx%  -\-yx*)z=zxjr , 

y(+  +  Cx*  +  yx4)  mZ  . 


on  aura 

D'où  Ton  voit  que  la  transformée  en  7  contiendra  une  partie  rationnelle 
et  une  de  la  forme 

R  étant  une  fonclioBLjrationnelle  de^j  donc  Ja  fonpule  proposée  est  tou- 
jours réductible  aux  fonctions  elliptiques. 

III.  On  résoudrait  absolument  de  la  même  manière  la  formule. ... 
f?dx  ^{cl  -+•  €x*  -+•  yx*) ,  P  étant  une  fonction  rationnelle  de  x. 

Ces  deux  cas  comprennent  fe. formule  /Pdx(a+€a^  +  yx^):iz^,  et 

-      -  mtm   1 

aussi  la  formule  fQdjr(a  -i-fy-{-yjr*)  *,  Q  étant  une  fonction  ration- 
nelle de  y,  car  en  faisant  ^  =  x*r  cette  dernière  dévient  un  cas  particu- 
lier des  deux  autres. 

TV.  On  peut  réduire  aux  fonctions  elliptiques  la  formule 

/Pir(tf  +  ^  +  >'JCa+^r,)—*,P  étant  une  fonction  rationnelle  de  x. 
Cette  réduction  peut  se  faire  de  plusieurs  manières;  et  d'abord  si  on 
fait  l'une  ou  l'autre  das  suppositions 

fo  +  €x  +  yx*  +  fx*)=     fa  +  z, 
t/(*  -f-  Cx +yx*  -f-  JV)  =  x  i^<f-|-  z, 

la  transformée  en  z  sera  comprise  dans  les  fonctions  elliptiques.  On  peut 
aussi  faire  disparaître  à  volonté  le  coefficient  <x  ou  le  coefficient  cf  sous. le 

radical;  il  faut  faire  pour  cela  x  =*m  +jr,  ou  x  =5/71  +  -,  et  prendre 

pour  m  une  racine  réelle  de  l'équation  a-f-  €m+ym*-\-  JW = a.  Supposons 
qu'on  ait  fait  disparaître  de  cette  manière  «F ,  alors  on  fera  *+Cx-i-yxê=z?, 
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ce  qui  donne 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  proposée,  toute  la  difficulté  se 

réduira  a  intqgaer  une  différentielle  de  la  forme  ^^.^  /^iv  y  Q  étant 
une  fonction  rationnelle  de  z. 
Y.  On  peut  réduire  aux  fonctions  elliptiques  la  formule 

/v^+fr+^+ff+^+^+^r  p  ëtanl  une  fonction  raUonneUc 

de  x. 
Car  si  on  fait  x*  -f-  1  =  xzy  cette  formule  deviendra  d'abord 

/\ P*~*dfc 

ensuite  comme  onaxsiz~b£  )/( z*  ■—  4)  *  cette  valeur  étant  substituée 
dans  P,  le  résultat  sera  de  la  ferme  MdbN  vT** — 4),  M  et  H  étant 
des  fonctions  rationnelles  de  z.  De  pflttt  on  a 

a? —  1  =?:fc  a?  l/{z  —  2), 

Donc  toutes  les  substitutions  étant  faites,  la  formule  proposée  sera  composée 
de  deux  parties,  l'une  de  la  forme  C^q*  *+Jiï>  ^  étant  une  fonction  ration- 
nelle de  *,  et  Q  désignant  le  polynôme  *(s8^3*)4-£(*a— a)+>*"W% 
l'autre  étant  de  la  forme  A/foTTZT^n»  %>'  *****  muasi  tt&e  *»olian  »- 

tionnelle  de  z.  Doits  U  transformée  en.  s  aemJntég»ble  par  les  fonctions 
elliptiques. 

VI.  On  pourra  donc  intégrer  de  même  la  formule  /|/fg  4.rv»+/vM  w*  4  fy^"» 
P  étant  une  fonction  rationnelle  de,/. 

Car  si  on  firit  P  =  M+N/,  M  et  N  étant  des  fonctions  paires  de  jr, 

et  qu'on  appelle  H  le  radical,  la  partie  -^rentrera dans fe  cas  précèdent , 

en  faisant  a^o  etj*?szx.  L'autre  partie  -^jp  se  réduit  pareillement  à 
une  fonction  elliptique  en  faisant  jr*  =  x. 
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VII.  On  peut  ramener  aux  fonctions  elliptiques  la  formule  /    .(     c  ^ .— §r , 

P  étant  une  fonction  rationnelle  de  a:,  pourvu  que  a  et  y  soient  de  même 
signe. 

Car  en  faisant  y=aurt  et  mx  =jry  cette  formule  se  trouvera  comprise 
dans  h  cas  précédept* 

VIIÏ.  Soit  propos  la  formule  Z  :=j7/77~^^r\  >  Q  ^jaxt  une  fonction 
rationnelle  paire  de  sin  <p,  et  m  étant  plus  grand  que  Funité. 

Four  ramener  cette   foramle  ans  fonctions  elliptiques,  soit  d'abord 

ffi^-r-pj  on  voit  que  a  doit  être  la  plus  grande  valeur  de  <p.  Soit  donc 

sin<p:=sin<tsia4>.et  tfaessin*,  la  transformée  sera  Z=s/\.  ^ST*  »ja>  et 

Q  deviendra  par  la  substitution,  une  fonction  rationnelle  paire  de  sin  4* ; 
de  sorte  que  la  formule  proposée  sera  ramenée  aux  fonctions  elliptiques. 

IX.  Si  on  avait  la  formule  Z  ss  /!--— ^S,— —  m  étant  positif  et  d'une 
grandeur  quelconque,  il  suffirait  pour  rajnenet  cette  quantité  aux  fonctions 
elliptiques,  défaire  £=^£^—4^  et  j~-^a=c^. 

X.  Soit  proposé  la  formule  Z^fw+fSH+kàair  àtmsltkquellefy 
g>  h  «ont  des  constantes*  et  Q  une  fonction  rationnelle  de  sis  Q  et  cosf. 
*    Onferad'abqrd  ç=.a^4"w*^*ttl^^ 

que  tang  m  =  - ,  alors  la  quantité  jf-f-  g*  eo» ^-f- À  sin  f  deviendra  de  k 
forme  y'sfc^sin*  ^,  et  on  aura  Q^==(MHhKsiii4cûâ4)i^4>  M  ct  ^ 
étant  des  fonctions  paires  de  sin  4*  La  partie  ^^/f  7-7TC  peut  être  ren* 
due  rationnelle  eu  faisant/'  rib^'  sin*  4=^*  wuûL  il  ne  reste»  à  inté- 
grorqfte  la  différentielle  ^(>^/^tt>  el  il  est  évident  que  cette  krté-» 
grale  ne  dépend  que  des  fonctions  elÇptiques. 

XI.  Si  Ton  a  plus  généralement 


7—Ç        0^ 


-f-Ccosf+^sinf +  /cos*f  +  *^nfG«f  4*€»u?f)' 
Q  étant  une  fonction  rationnelle  de  sin$  et  c*sf;,  en  fera  tang£$ssz, 
ce  qui  donbesin<p=  -4r"*>  cos?=|^ ^  <fy=-q^yfU*  transformée 
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en  z  ne  contiendra  qu'un  radical  sous  lequel  la  variable  ne  passe  pas  le  qua- 
trième degré}  elle  sera  donc  généralement  réductible  aux  fonctions  elliptiques. 

XII.  fateZ^/    .+Wf^fa^,frf),  Q  étant  d'abord  une  fonc- 

lion  rationnelle  paire  de  sin  $ ,  si  on  fait  tang  <p  =  m  tajpg  4  >  tf*  étant  une 

.    ,  /         .    ,  .  *  ^  ***  «in*  ^  .  J  «v*  4> 

indéterminée ,  on  aura sin'  ?  =  n+^  +  cW™  *  =  ^sin^+cc^"^ 

*  =  m'sin'^cos»*  '  Ct  k  transfbnnée  S*™  Z  =/^^>  <**"*  H^ 

R=[tf(m*sinâ4+c°»â4)+^^nt4]  W 

Soit  «m1  ■+•€/»•==  a,  ou  mâ  =  ^r^,  on  aura  R=À+B  sin*4>  A  etB 

étant   des  cocfficiens  connus;  et  l'intégrale  sera  réduite  à  la  forme 

I  /rA^uR  «aï  (^ans  ^a(lue^e  Q^era  une  fonction  rationnelle  de  sin*  4?  ^^ 
elle  sera  ramenée  aux  fonctions  elliptiques. 

Cette  solution  suppose  la  quantité  *(*■+•  6)  positive;  si  elle  ne  l'était 
pas,  non  plus  que  y  (>+  £)  qui  pourrait  la  remplacer ,  on  ferait  tout  sim- 

plement  sin  <p  =*,  ce ^.donnerait Z ^f^^^y^^^.y^+^y 

et  cette  formule  où  Q  peut  être  supposé  une  fonction  rationnelle  de  a?,  est 
ramenée  au  cas  I,  dont  nous  avons  indiqué  la  solution;  on  peut  même  sup- 
poser que  Q  est  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  sin  $  et  cos  Ç;  alors 
Q  se  réduira  toujours  à  la  forme  Q'+Q^  l/(  !—#*)>  dans  laquelle  Q*  et  Q* 
seront  des  fonctions  rationnelles  de  a?,  et  on  aura 

.    z_  r  Qfo .  r         o»<fr 

intégrales  qui  rentrent  toutes  deux  dans  les  méthodes  connues. 

207. Nous  ne  multiplierons  pas  davantage  ces  exemples  de  réduction;  ils 
suffisent  pour  indiquer  les  substitutions  à  faire  dans  les  cas  analogues  à  ceux 
que  nous  avons  développés.  Nous  terminerons  en  réunissant  dans  un  même 
tableau  quelques-unes  des  formules  les  plus  simples  qui  se  rencontrent  fré- 
quemment dans  l'application  des  fonctions  elliptiques. 

'  f—  =  F  (c  <p  \ 

J  a  \  7  r;  1  formuies  principales, 

/dp         1  v        cft  sin  Q  cos  Q 
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Afroos'»  =  j  (F—  El  4*  ÏÏ12-£^Î 

/<fr  sin' » i     /u_t,i?\         »in»co»» 

jdstogu = aA  tang ,  f  +  F  _  aE> 

/â^I^  =  aA  ten8  •  *  +  aF  -  aE> 

/Adiptang^ssAtangp-f-F — aE, 

fù*dip  »  £  Amp  co*M-  ii^E  —  |  F, 

yAd^>  sin»  <p  =  —  $  A  sin  ?  cos>  -f- ^~  E  +  ^  F, 

fAdp  cos«>  =  i  A  sin  <p cos  (p  +  i-^  E  —  ^  F, 

tontes  ces  intégrales  sont  prises  à  compter  de.ftaa  o. 

ao8.  Les  formules  suivantes  font  connaître  les  différentielles  des  fonctions  F 
et  E,  en  faisant  varier  le  module  c.  et  celles  de  la  fonction  n=xf- — ■ —  .  .  v 
en  faisant  varier  soit  le  module  <?,  soit  le  paramètre  n. 

:„*=£L^:n+iE-fi±^>  +î$«« . 

)       <w»  »*  '   »  \     n*    /       '    i  +  nnn'f  * 

tf=(i-f-n)(l+^)t 
T.  I.  33 
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Relativement  aux  fonctions  complètes  F',  E*,  on  donne  comme  exemples 
qui  peuvent  être  utiles,  les  intégrales  suivantes  prises  à  compter âec  =  o. 

/F»  cdc=:El  —  bf*       ■-'■ 

^«fc  =  F'-.fi», 

309.  Enfin  pcurjasjer  .du  nodule  «  tu  module  <  et  réciproquement , 
on  a  les  formules  suivante»  relatives  aux  fonctions  F  et  E  j 

F(*,r)  =  (i  +  *)F(«,f), 

Les  deux  premières  formules  peuvent  servir  à  vérifier  un  résultat  dont  nous 
avons  &it  mention  (art.  3b)j  elles  donnent    '     ' 

or  on  .  E (*,f) -  W^,^^^^  ^^ «^"p,. 

âtive  ;  de  même  sîn  p  est  positif  depuis  <p  =  o  jusqu'à  <p  =  a*.  Donc  dans 
tont -cet  inter^k  o^tité  E(^ 

aura  en  gênerai  E(c,<p)>  bf  (c,^),  eten  pai*icuUerE'C>.*FV,  œqui 
est  le  résultat  que  nous  voulions  vérifier.  De  plus  puisque  [**"**& 
>fdpcos*r,ou>ir+iàn2<r,on»m*to  général.. .  *}??!?.... 
E(c,  *)»F(c,«0  -H^  +  ,^0  fS-i  »*%  «  en  particulier 
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CHAPITRE  XXXHI. 

V 

Développement  de$4ijférens  cas  compris  dans  t  intégrale 
Z  sa /*r7Q>  P  ^&**  une  fonction  rationnelle  de  a:  et  Q  un 
polynôme  de  la  forme  *  +ffxâ-f-7o^+JVc€. 


3io.  iM  ous  ayons  déjà  fait  voir  (art.  206)  que  cette  intégrale  peut  toujours 
être  exprimée  par  des  fonctions  elliptiques,  mais  il  ne  sera  pas  inutile  de 
développer  les  dHEérens  cas  compris  dons  cette  formule,, domine,  nous  Pavons 
fait  (art  6)  pour  le  cas  où  le  polynôme  ne  passe  pas  le  quatrième  degré,  c'est- 
à-dire  ,  pour  Je  cas  dû/  =5  oi  N014S  obtiendrons,  aiwi  un  certain  npmbre  de 
types  qui  fiiciliteront  beaucoup  les  applications  dé  la  formule  proposée. 

Le  polynôme  Q  se  décomposera  toujours  en  trois  facteurs  réels  de  la  forme 
fîP  +  g,  où  en  un  facteur  réelfxf  +  g  et  deux  facteurs  imaginaires  for- 
mant le  facteur  trinôme  x*  -f-  2/nx*  cos  0  +  nf. 

Chaque  facteur  réel ,  dans  lequel  on  peut  omettre  tout  multiplicateur 
commun  positif,  est  susceptible  des  trois  formes  ar* +«*,#• — **,  *â—  a?âj 
d'où  il  paraît  suivre  qu'en  n'admettant  que  lie*  facteurs  fiétU  dans  Qr  ce  po- 
lynôme serait  susceptible  de  27  formes  ;  mais  on  trouvera  aisément  que  ces 
27  formes  se  réduisent  à  rj  essentiellement  différentes. 

D'un  autre  côté ,  s'il  y  a  des  facteurs  imaginaires,  le  facteur  réel  qui  les 
contient,  pmrra  se  combiner  avec  les  trois  formes  qui  emvienneneàufae- 
teur  réel,  ce  qui  fera  trois  formes  distinctes.  Ainsi  nous  aurons  en  .tout 
dix  cas  à  examiner ,  et  dans  chacun  de  ces  cas  il  faqdra  résoudre  séparé* 

ment  les  deua  formules  71  =  T po  %2»"  =»  fir/o*  ^ans  lesquelles  se  dé- 
compose la  formule  proposée ,  lorsqu'on  fait,  comme  cela  est  toujours  possi- 
ble ,  P  =  M+  Fte ,  M  et  N. étant  des  fonctions  rationnelles  de  oc*. 
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Cas  I».      Q=:  (**  +  «*)  (xH-awa^oosfl-hm*).    Limites  j  *ï!°' 
ai  i.  Pour  avoir  l'intégrale  Z'  = /-pè  »   ao'1  *  =  «  lang  +  «*  ensuite 

sin  «sj/ssy,  ce  qui  donne  immédiatement  jc*  =   *_fl»  î  soit  en  même  temps  : 

A  s  |/(*«— ama'cosO-f- /»•),  cos  aA= j ,  sin  aX  =  — j— , 

on  aura  pour  première  transformée  Z'  =y^(Ay  +  aA>w  «„  ^ .  ^ + ^)' 
dans  laquelle  M  est  une  fonction  rationnelle  dey*.  Soit  ensuite 

011  aura  v^ày+^caim-rf)  =  ^vfe  ,\/(.-t.iu'»):p,aîlleuraPar 

la  substitution  dey*  =:  ^  tang*  £  <p ,  ou  directement  par  celle  de 

x*  s=  7 — *    , '7"?°  a >  1*  quantité  M  se  changera  en M'-f-  M*  cos f , 

M' et  Mf  étant  des  fonctions  rationnelles  de  sin*  <p  ;  donc  on  aura  cette  trans- 
formée finale 

2i/Ai»  V  t/(i  — o*«nâf)  "*"  2V/AmJ  l/(i  —  Csin*?)* 

La  seconde  partie  s'intègre  par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes  en  faisant 
c  sin  <p  =  *in  a>  ;  la  première  partie  dépend  des  fonctions  elliptiques  dont  le 
module  est  c. 

Au  reste  on  peut  observer  que  l'amplitude  <p  ne  croit  pas  indéfiniment , 
car  la  plus  grande  valeur  dey  étant  î  a  0  ne  doit  pas  surpasser  la* limite  dé- 


À 
terminée  par  l'équation  tang  £  <p  —  v/— • 


Venons  maintenant  à  la  seconde  formule  Z*  =  f — g- ,  nous  ferons. .  • 
a^sr/*  —  a%  puis 

A  = /(**  —  aai*' cosO  +  m% 

et  nous  aurons  pour  première  transformée  Z"  c=  /-———-- — ^  ■  .r>v 
Soitensuite^= /A.  tangua»,  Àcssin^,  du  ^  — i~(m^~*')> 
on  aura  Zf/  =  —7=  •  j7/(rmmmp  -  *m\  i  et  °omme  N  est  fonction  de  j'* ,  on 
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pourra  supposer  N  =  N'-f-N"  cos  a,  N'  et  N*  étant  des  fonctions  ratiqii- 
nelles  de  sin'a,  ce  qui  donnera 

La  première  partie  est  intégrable  par  les  fonctions  elliptiques ,  la  seconde 
Pest  par  arcs  de  cercle  et  par  logarithmes.  . 

Remarquons  que  les  modules  c  t=  sin  A ,  A:  =?  sin  ;*,  sont  tels  que* . . 
A  +  ft  =  900  •+•  7  9 ,  c'est  la  seule  relation  qu'ils  aient  entre  eux  ;  car  d'ail- 
leurs ils  n'appartiennent  pas  à  la  même  échelle.  T 

Cas  11.  Qss'(«»-^-o»)  (o^-f-ai?wr*cosO-f-m*).        Limites  j*^0' 

[  X  ïS  et. 

313.  Soit J?s=sttsinJ/>onaura77^=.rAtA      ,  .    .     A^^   ^  7 — i"rr — rît 

À*  =  a*  4-  %nut%  cos  8  -|-  m% 

'           «t**cbs#+n»     .  v  -        «'sin! 
cos  aA  = j ,  sui  aAs=  . 

Soit  ensuite  tang  4  =b\/t  •  tanS £  $>  c*  =sin*  A=£ — i  •  °°*a  ***> 
on  aura  la  transformée  Z'  ss  »    ■  '    N  /  -77 .f  *  a  %•  Et  comme  on  a 

x*  ss  a1  gin1  4  s»  >,.    *JT;lsXT^À:      1%  >  à  on  substitue  cette  valeur  de 

j*  dans  M,  le  résultat  sera  de  là  formeM  =  M'  -f-M"cos<p,  M'  et  M' étant 
des  fonctions  rationnelles  de  sin*$  ,  ce  qui  donnera  finalement    - 

Là  première  partie  dépend  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module  est  c,  la' 
seconde  est  intégrable  par  arcs  dé  cercle  et  par  logaritbnfës.  Ces  intégrales 
s'étendront  depuis x  =  o  jusqu'à  a?  =  «,  ou  depuis  <p  =  o  jusqu'à  <p s=s ?r ; 
par  conséquent  si  on  veut  avoir  l'intégrale  complète,  la  seconde  partie  de- 
viendra nulle  et  il  suffira  de  tenir  compte  de  la  première. 

Occupons-nous  maintenant  de  la^econde  formule  Z"  =*r  7— ^r-;  si  on  fait 

toujoqft  x  z=a  ot  sin  4  ?  on  aura  pour  première  transformée 

7tt f  *Ndï$m+ 

~~J  y(f*  sin«*  +  *m*%  cosô  siaâ+  +  m*Y 
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Soit  ensuite  cos*=r,  on  aura  Z'=f  n#+aZZ%y>+<fy>> 

À*  as  a*  -ham**  cos  fl  +  i*% 

*  /*tf4-»*ce*ff\     .    ^  .  »     Miînl  . 
cos3ft  =— f    ■■    A    ■     u  sinajfcss— j— • 

Soit  enfin  jr  =  ^—  cot£a>,  ce  qui  donnera  directement  d^ss**— Àcot*£*> 

siFon^tAistm^ouAfŒl+^^S2^»  H=sBK-hWe<*  *; -w  aura 
pour  dernière  transformée 

La  seconde  intégrale  ne  dépend  que  des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes, 
la  première  s'exprimera  par  des  fonctions  feHiptiques  dont  le  module  est  h. 
Au  reste  les  modules  csssiix  X,  Assinft,  ont  entre  eux  cette  relation 
A+^c=  ï  (7r-f-8),  comme  <Ua9  le  caf  1.  tt  faut  observer  aussi  que 
l'amplitude  m  croît  depuis  la  valeur  #?p£  déterminée  par  l'équation 

tang  ££==—,  jusqu'à  *  =  ft-. 

Cas  ni.         .  ^ ±*{a?  — <*)  (** -f-anuc*  coaft-f**iM)> 
oe  cas  se namène au  précédent ,% en  frisant  &  =ï. 

Cas  IV.        Q=(^+<)X^+^)(x«+>->.     fi««»{*J^' 

2i3!.Nousisuppofleraas^tuftletiioteurs  sont  écrite  dansi'ordrede  leur  gran- 
deur, de  sorte  qùtan  ait  *.<£  et  £  <>.  Soit  x=satang4>  ^  ensuite 

sin  4/  =,/>  «*  tout  d'un  coup  a?  =  ~j;,  on  aura  -^j?  = 

. '    <fr  ~Soiti —   ysip*     qujc1—     ^V"'» 

Et  comme  dans  ce  cas  M  est  une  fonction  rationnelle  de  sina<p,  il  n'y  a 
pas  lieu  de  partager  cette  intégrale  en  deux  autres;  on  remarquera  seule- 
ment que  la  valeur  de  <p  ne  peut  s'étendre  que  depuis  <PN— o  jusqu'à  la  valent 

de  <p  qui  donne  sin*$  =  î— : —  ou  eos  p  =  -. 

Venons  maintenant  à  la  seconde  formule   Z's  jf  —tt j   si   on   fait 
ocsssdtangxj/,  et  ensuite  cos  4  =  77Fç^Z7\  ^^9  A^sss*^^,  la  trans- 
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fbnneese» 

dans  laquelle  N  qui  est  fonction  de  x%  deviendra  fonction  de  sin**  par  la 
substitution  x*5=(^— «*)  Uogè  «#— r«\  Cette  nouvelle  intégrale  s'étendra 

depuis  tang  »^'t/(frt»yT»  *V  «P**5^*  jusqu'à  0s=£*r,  valeurs  qui 
répondent  aux  limites  x=sq,  4?aF*o« 

ai4.  Soit*=*8b4,oti<iM*^^ 

Soit  ensuite  tang  4,  spjgpj—jtang  f,  *t  u*^=  -ji£p^,  ce  qui  suppose 
y  >  €,  on  aura 

Ct  la  valeur  de  «•à  substituer  dam  M  «fera  x*ss^  l^^v 
Pour  avoir  la  seconde  intégrale  Zv=  f^Qt  on  fera  â?s«no^  P^s 

Mais  oomme  il  convient  de  rendre  l'intégrale  positive,  qn  fera,  suivant  les 
formules  connues,  sin  ^sss  i/ftmmm^  »  »    \>  ce  qui  donne  <d#$$ftewent..., 

g'sft1  —  l         A.a*>  et  la  transformée  finale  sera 
1— c*sin*#  '  -r-^- 

Cette  intégrale  s'étend  depuis  la  valeur  dé'  m  qui  donne  tang  <*  as  - 
jusqu'à  cs=s£ft»,  valeurs  qui  répondit  aux  limites  arçs.o,  Xt±z*.  ' 
•  Cas  TL  Qs=(i*— ^)(^4-€*)(^-H>â),  " 

ce  cas  se  ramène  au  précédent  en  faisant  x  =  -. 

Cas  Vn.  <J«(«l^<,)(«»wf)  (**H-Y)- 

ai5.  On  suppose  que  £  eeflapius  grande  des  deux  quantités  «  et  £,  et 
d'après  Wtte*uppo&itioi* l'étendue  de  l'intégrale  comprend  demt  parties, 
l'une  depuis  «se  jusqu'à  «r=at,  l'autre  depuis  *;=£  jusqu'à  œmoo. 
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Dans  la  première  partie  nous  ferons  x  =  «  sin  *\ ,   puis  tang  4  = 

^(/^^)t^y,<^=-g>(V+^r  *t=8#+^\et  nous  *ur<m8 

la  valeur  de  ôr*  à  substituer  dans  M  étant  x»=-     ,y"fmj-:-  Cette  inté- 

y"-f-*"corp 

grale  s'étendra  depuis  <p=o  jusqu'à  <p  =  £7r. 

Dans  le  même  cas  on  aura. -^  m V(*-^«w4>).^(7H-«Wco.4)- 
Soit  cos4=  v  v-  ^    'cogf,  ^ssïj-p-g;,  pn  aura 

la  valeur  de  x*  à  substituer  dans  N  étant  jc*=aâ  —  (^*-f-aâ)cosâ£. 
Les  limites  de  £  seront  cos£=g         *  ou  tang  Ç  =  -,  et  £  —  7^. 

Considérons  en  second  Meu  le  cas  où  la  variable  x  s'étend  depuis  x=£ 
jusqu'à  a:  =  oo.   Soit  «r  =  — r ,  ensuite  sin  %[/  sss  *^*  "*"      ■  cosa,  .  .  . 

^=?^q^5,  on  aura  g°i^«^y^)/^(l,,fltfry 

Pour  rendre  positive  cette  intégrale,  soit  encore  cosffss    .(      "*|  .  %   y 

on  aura  finalement 

M<£p 


et  la  valeur  de  x*  à  substituer  dans  M  seraVss    .^J1 — J£n*  *A«  Cette 

y*cos*  ^  —  ftv  8U1*  $ 
intégrale  s'étend  depuis  <p  =  o  jusqu'à  la  valeur  de  $  qui  donne.... 

sm*=y/(£^),  ou  tang(p=g. 

Pour  avoir  l'autre   intégrale  on  .fera  ar'çs;  £â  M-  (  £â  —  <t*  )  tang*  *, 


fr  =  T»Tfr>  e*  on  aura 


l'intégrale  ayant  pour  limites  û>  =  o,  a»  ==  £^\ 

,  On  voit  que  les  modules  c  et  A:  sont  les  mêmes  .dans  les  deux  parties  de 
chaque  intégrale,  et  les  formules  entièrement  semblables. 
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Cas  VIII.  Q  =  (a*_  *')  (£'— **)  (*•+>*),  hyp.  £>*. 

ai 6.  L'hypothèse  contraire  «>6  ne  donnerait  pas  une  forme  différente 
parce  que  alors  le  produit  (x*— «•)  (£*  —  a?*)  devrait  être  remplacé  par 
(**— £•)  («•  —  x*). 

Pour  avoir  l'intégrale  Z'  =  [—£+  soit  x*  =   -  .      *.  ^ — r-  > 

**  =  £(£+<)'  **  =  £(>*+«»)'  on  aur?  la  transfonnée 

où  la  variable  (p  a  pour  limites  (p  =  o,  <p  =  7  tt. 

Pour  avoir  l'autre  intégrale,  faisons  ^=-^^1^=  *      K.  /"  ",  nous 

aurons 

7f,_  ^NxdSg  __  1  f  N<fr 

•/    V/Q  ~  l/C^  +  C1)*/  V/(t  —  ^sin»*)* 

les  limites  de  &  étant  o>  =  o ,  «  =  7  tt.     ' 

Cas  IX.      Q  =  (xf —  a1)  (x*  —  £*)  (i*  —  >*) ,      hyp.  *<£,  £<>. 

217.  Il  y  aura  alors  deux  parties  à  considérer,  l'une  depuis  a: = a  jusqu'à 

x  =3  6,  l'autre  depuis  or  =  y  jusqu'à  x  =  00. 

„  .  **£*  y*(C*  —  «*) 

Soit  i°.  g*=  .  .  tA  ,  ^ — r:***3^"^! — ^  >  on  aura 

7/ /»M<& i__  /*  Mrfp 

les  limites  de  p  étant  0  =  o ,  $  =  |  tf.     . 

Pour  la  seconde  intégrale ,  soit  x*  =  cl*  cos*  4  -f-  £•  sin1  %[/ ,  h  =^^%;  " 
on  aura 

""i   \/Q    '""  i/(y«— «^JvCi— *sm'*)' 
les  limites  de  ^  étant  encore  aJ,==5.o,  >(/:==  £tt.  _-_  *.t 

20.  Les  limites  de  x  étant  x  =  ^ ,  x=  00 ,  soit  d'abord  x  =  — ^  et  en- 

suite  sin  ^  =  ^     J~      tang  à >  ou  iârarédiatement  x*  =  r%_   %  ■  t    >  •  •  • 

^=£fer^>onaura 

t.  1.  à4 
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les  limites  de  et  étant  û>=  o,  sin  «=  -. 

Pour  avoir  la  seconde  intégral*  >  soit  **  =  y%  •+■  (y%  —  £•)  tang*£, 
*»=^— ^onaura 

les  limites  de  £  étant  eneoVe  '(sso,  £  cûb£  5*> 

CasX.  Q  =  (;*»*- a»)  («•— . ^  (>*—«•). 

31 8.  On  suppose  cl  <£  et  £<>.,  ce  qui  donne  lieu  de  considérer  chaque 
intégrale  dans  deux  différens  systèmes  de  limites. 
Sbient  i  ?.  lesJimitcs  X '=*  o^Xss #7  <m  Qtt=  (a*  4— #*)  (£*—.*•)  fy*~-  j?*), 

on  fera  a:  =  «  sin  4>  P*»8  tang  n|/  =  w/J^f^  »  ou  tout  d'un  coup 

x%  =  -r^-i — îr,  <r=srrjA — rf  >  *t  ta  aura 

>•  — #*cos*9  '  u*  (y*  —  *•)  > 


Z' 


f  W  -*^) J  V'fr—^  **'*)* 


y*  —  C* 

Soft  de  aomeau  x*  sont*  —  (y*  —  «•)  oot'a»  À*ga^_  a>  et  on  aura  la 
seconde  intégrale 

Les  limites  de  »  tent  co$+>-wm  - ,  *>  ae  £  *r. 

Soient  2°.  les  limites x  =  6 ,  a:  =  y , îoarftra  jc'c*  VJL/Tfe  "*T  ' 
c-  =  p4rr~"-^  >  '**  ***  Çwa  1*  première  intégrale 

Soit  ensuite  or*  =     """  S?\*  i  frat7*"^  «^  on  ttum  1*  seconde  ifcté- 
gtalè  ^  - 

...    ^     ^ .  ~      ~  W-^WVIi-'m'O1  ,      l  *=*«■• 

219.  Ayant  ainsi  résolu  les  différens  cas  que  peut  présenter  la  formule 

—=,  dans  laquelle  P  est  jme  fonction  rationnelle  de  a:  et  Q  un  polynôme 

de  la  forme  a  -f-  €x*  «4-  jPar*  -J-1  ^é,  iiotfs  pfcutons  appliquer  ces  solutions 
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à  la  formule  générale  /-w-  dans  laquelle  K  est  un  radical  de  la  ferm? 

|/(«  +  fx  +  ya*  +  fa*  •+-  #c*)y  sans  &re  oJJigé  de  foire  les'transfor- 
mations  indiquées  (art.  4)*  En  effet,  si  le  polynôme  du  quatrième  degré 
ee  +  Cx  ■+•  >#*  H-  etc. ,  a  un  facteur  réel  du  premier  degré/-}-  gx ,  soit 
ce  facteur y+  gx  =c«l,  et  le  polynôme  exprime  en  x*  n'aura  pas  de  terme 
constant.  Cette  opération  -étant  ^emsée  faite  d'avance  ^-$n  pourra  supposer 
et=  o,  ce  qui  réduit  R  à  la  forme  V<(€£  +  y#*  +  JV  +  w4^  Mainte- 
nant l'intégrale  /-jt-  devant  être  considérée  pour  toutes  lqs  valeurs  de*, 

on  pourra  «apposer  {*ûu*  les  valeurs  positives  x  zsxjr i^t  pour  les  valeurs 
négatives  xsc««-/;  deux  ça$  qui  doivent  &r*  traités  séparaient. 

Soit  x  =  j*,'  alors  P  deviendra  une  fonction  de  j*,  et  en  faisant. . . 

Q  =  6  +  >jâ  •+•  Jy4  +  !T8  >  on  aur*  l'intégrale  jTf/Q  T»  sc^ra  comprise 
dans  tes  dû  cas  dont  npu$  avons  donné  Ja  solution.  JJ  <jq  ferait  4e  même 
de  l'intégrale  prise  dans  le  sens  négatif ,  où  ilïaucjra  faire  ^=^:—-jrâJ  et  qui 
dépend  toujours  des  mimes  formules. 

Mo.  Le  seul  cas  qu'on  ne  peut  traiter  par  cette  voie  est  celui- oà  le  poly- 
nôme du  qmtri&ÎW  4*8N  sou?  le  n*dip*l  n'aurait  que  dçs  factura  jroagi- 
naires.  Alors  nous  pourrons  supposer  R*  es  (a*  -|-  ^ctar  cos  0  -f-  #•). . 
(£*  +  aCx  co6A  H-  «•).  \N 

Dans  ce  cas  il  faudra  recourir  à  la  méthode  ordinaire  pQUr  faire  dispa- 
raître les  puissances  impaires  de  la  variable  sous  le  radical.  Soit  pour  cet 

effet  x  =  £-3*2^  y  fl  faudra  satisfaire  aux  équations 

a- -l-acosft  (^ -f»f) +  ^ç  =  o,w      —  ^   r 

&  rtr^COS  A  (p  -^  q)  -f^ PC  œ  O, 

d'où  l'on  tire    ,     ,. 

rmtm9        ncosô  —  Ccos*'  ™  «cos#.~rCq9#*    .\ 

Soit  pour  abréger 

/  =  **  +  £•  Ju  2aÇ  <ps  (0  +  X)y 
£*  =  **  +  &  -î-~2a6  éos  (0  —  A), 

on  déduira  des  équations  précédentes  p  — -  q  =         #_% r  >   et  Èû**11* 

encore  «  cos0  —  Ç  dq&A^±5  J\  onaara      .    »        /  .  '    ^  — v^" 


34.. 


1      i 
\.  -  -  M 

;  /  ■  'i 
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Cela  posé ,  la  substitution  de  la  valeur  de  x  donnera 

■     R'(t-r-z)*=(M-f-iyz*)  (A  +  Bs»); 
on  a  d'ailleurs  séparément 

(x  +  »)?  {*•  4- acuc  cos  6  +  x?)  =  M -f- N«*  i . 
(  i  H-z)»  (£* -f  2&r  cos  A -f- fc»)  =  A -f- Ba»  ; 

et  si  l'on  fait  successivement  z'=J  o  ,•  s  =  oo ,  valeurs  qui  correspondent  à 
x  =p,  x  =  q ,  on  aura 

Mœ**+  î*p  oos  6 -f- p%y     A  sa»  £*  ■+•  a€p  cos  X  -f-  J>% 
N  =s  *»  4-  2«7  cos  8  -+■  ?Ny  B  =  C*  +  a€?  coVA  ■+-  y», 
ce  qui  fait  voir  que  ,ces  quatre  coefficiens  sont  toujours  positifs. 
On  a  encore  sous  une  autre  forme 

M  =  (p  +  &  cos0)  (p  —  q),    A  =  (/>  +  £cosA)  (/*  —  ?)> 
N=  (q  H-  a  cos  8)  (q  —  />),     B  =  (y  +  ^cosA)  (y  —  />); 
de  là  résulte 

MB  =  —  (p  —  t/Y  (pq  +  pG  cos  X  +  ^racosfl  +  a^cosô  cos  A). 

Substituant  les  valeurs pq  =  «*(«"»*- g<™0^  =  ^=^F^v  • 

?  — ar^ ~y  on  aura 

MB  =  \  (p—q)*  {&  +  *•  —  a«£  cos  fl  cos  A  dzfg). 
Mais  £*  +  *'— ao£v  çosfl  coA==  £(/•+■£')>  donçMB=4(/>— y)*  (/=fc#)â. 
,  On  aura  semblablement  NA  ==  ^  (p  -rr  q)*  (fzp  gY. 

On  peut  prendre  à  volonté  le  signe  ambigu  provenant  de  la  valeur  de 
/>  —  <7  •  si  on  prend  le  signe  supérieur,  afin  que  MB  soit  le  plus  grand  des 
deu*  produits  MB,'  AN ,  où  aura 

,    v*  =  i(p-i)r.(f+gY, 

Maintenant  l'intégrale  proposée  Z  =   /  -=-  étant  réduite  à  la  forme 

z  =  (9-pïfVWK+w)<A.+  bô?  °°  fel*  z==  v/£  ' -taD€<p» 
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11  convient  que  la  variable  <p  qui  remplace  or  croisse  en  même  temps 
que  x  ;  c'est  ce  qui  aura  lieu  si  q  —  p  est  positif;  et  comme  nous  avons 

q  —  /*  =  j -~ g,  cette  condition  sera  remplie  en  prenant  pour 

€  cos  A  le  plus  grand  des  coefficiens  £  cos  X ,  tt  cos  0 ,  afin  que  la  différence 
Ç  cos  A  —  a  cos  6  soit  positive. 


'_p+9\/t 


.tang? 

11  restera  à  substituer  dans  P  la  valeur  x  s v,  J° ,  et  le  ré- 

i+^gtang^ 

sultat  sera  toujours  de  la  forme  P  =  P'  +  Pf/  tang  ^,  P*  et  P*  étant  des 
fonctions  rationnelles  de  tang*  $,  ou  de  sin1  <p  ;  on  aura  donc 

f+gJ  l/(i  — c*  sin*?)  ^fFgJ  V/(i  —  c*  sin*  f)# 

La  seconde  partie  deviendra  rationnelle  en  faisant  1  —  c*  sin1  <p  =  a:1  ; 
quant  à  la  première,  elle  dépend  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module 
est  c. 

La  solution  précédente  n'aurait  pas  lieu  si  on  avait  cos  6  =  €  cos  A  ; 
mais  alors  la  substitution  x  -f-  a  cos  6  =y ,  suffirait  pour  faire  disparaître 
le  second  terme  dans  chaque  facteur  de  R*,  et  la  formule  serait  ramenée 
au  cas  IV  de  l'art.  6. 

11  ne  sera  pas  inutile  d'ajouter  ici  un  exemple  numérique  où  l'on  trou- 
vera l'application  de  plusieurs  de  nos  formules. 

Exemple. 

*ai.  Soit  proposé  de  trouver  l'intëg^  (3+^ 

En  supposant  d'abord  jr  positif  on  fera  jr  =  x*>  ce  qui  donnera 

~J  VIL*  +*a)  (*  +  *>ï  (3  +  *1)]  > 
cette  formule  se  rapporte  au  cas  IV  :  faisant  donc  a*  =  1 ,  £•  =  2,  y*  =  3, 

on  aura  c*s=^,  4*  =  £ ,  s  =  sin  6o° ,  x*  = *m.  \  ^  ,    et  la  transfor- 

* 7  + 7  7  2  —  3  sin*  $ 7 

mée  sera 

3  sin'  p  '  ■   dç 


«-Ai? 


3  sin*  p  "    \/  ( i  —  0*  sm*f  " 
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11  se  rencontre  ici  une  fonction  -de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est 
négatif  et  plus  grand  que  l'unité;  cette  fonction  devra  donc  être  transformée 
par  la  formule  de  l'art.  5a,  et  on  aura 

£j  —  106  VaA  —  tang*/       J  (i  —  i«n»f)A' 
Dans  cette  nouvelle  formule  le  paramètre  —  ±  étant  représenté  par  —  c* 
sin»6,  on  a  sin*  9  =  f  =        ft  ;  donc  aFfl  sa  Flc.  Donc  par  la  formule  du 
n«  55 

Ainsi  l'intégrale  Z  se  réduit  à  «me  fonction  de  la  première  espèce,  et  on  a 
simplement 

Z  =  log/^+^^+llog(^  +  rin^cosfY_1 

Lies  limites  de  0  sont  <p  =  o ,  sin  <p  =  v/f  ;  dans  cette  dernière  limite  qui 
répond  à  x  =  oo ,  on  a  2 A  =  tang  <p  ;  ainsi  Z1  est  un  infini  logarithmique. 
En  second  lieu  supposons^  négatif  et  soit^=  —  jt%  nous  aurons 

dans  cette  intégrale  il  faut  considérer  deux  parties ,  l'une  depuis  x  sa  1 
jusqu'à  x  =  v/a  >  l'autre  depuis  a:  s  j/3  jusqu'à  x  =  00 . 

Four  la  première  partie  soit  x  =  — -r  et  sin  \p  =  y/£.sin  <p ,  ou  tout 
d'un  coup  «r*  sa  i_lgin<t    ,  la  transformée  sera ,  en  faisant  toujours  c*= ff 

y— r  * 

Nous  retombons  ainsi  sur  la  fonction  de  troisième  espèce  II  ( —  ~)  qui  se  ra- 
mène immédiatement  à  la  première  espèce ,  de  sorte  qu'on  a 

Cette  intégrale  «'étend  depuis  x  sa  1  jusqu'à  x  a  |/t  9  ou  depuis  fa  0 
jusqu'à  <p  =  £  ?r  ;  dans  cette  dernière  limite  qn  aura  l'intégrale  complète 
Z1a=|Flc. 

Considérons  enfin  la  seconde  partie  de  l'intégrale  qui  s'étend  depuis 
jpSs^Î  jusqu'à  o?aoo;  alors  la  quantité  mus  le  radical  étant 
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(»•  — j)  (ar*  —  2)  (x*  —  3),  si  <m  applique  les  formules  du  cas  IX,  ou 
aura  c*  =  | ,  x*  =5  l^ml^m  7  et  l'intégrale  cherchée 

mmmmJ  2  —  3  sin*  #  *  V^(i  — c*  ain*  #) 

ou  Z=2y  |/<i.  —  fû'i)  +Ji  —  f  sinft«  *  1/(1  — c*sin»«)# 

Par  les  réductions  déjà  indiquées  on  a 

z-w_n(-*)+h,.S±gK, 

et  enfin 


Z-fFfe  .)+,og.^±^--_J.<s.«±^ 


#  eo§* 


ad— iang*       *   ^^  aA  —  siiuvco*» 

Cette  fournie  s'étend  depuis  »  es  o  jusqu'à  è«s  i/f ,  *«•  dam  cette 
dernière  limite  elle  devient  un  infini  logarithmique. 

222 .  L'intégrale  proposée  se  détermine  comme  on  *oit,  dans  ses  différentes 
parties,  par  les  seules  fonctions  de  première  espéoe  -jointes  a  4es  quantités 
logarithmiques.  Mais  je  remarque  qu'il  aurait  été  possible  de  trouver  cette 
ifttégrale  d'une  manière  beaucoup  plus  simple.  ** 

En  effet  si  on  éork  la  formule  proposée  de  cette  manière 

7_  Ç 2ÊL 

on  voit  immédiatement  tjue^pourfeire  dispacattre  les  puissances  impaires  de 
la  variable  sous  le  radical,  il  suffit  de  faire jr  =£  (x —  3),  ce  qui  donnera 

ou 

7  —  r      ***  r      M* 

~~J  f[C**~  *)<*•- 9)]      J  VK**-*)  <f~*  9)3* 
Là  première  partie  s'intègre  par  logarithmes  ,  et  là  seconde  par  une  fonc- 
tion de  première  espèce ,  de  sorte  qu'on  parviendra  tout  d'un  coup  au  ré- 
sultat que  nous  n'avons  pu  trouver  par  l'autre  méthode  qu'après  plusieurs 
réductions. 

Dans  ces  dernières  formules  il  faudra  considérer  deus  parties,  l'une  de- 
puis x  ss  o  jusqu'à  x  =  1 ,  l'autre  depuis  x  =  3  jusqu'à  x  s=  00 . 

Pour  la  première  partie  le  radical  sera  l/[(i  —  Xe)  (9  —  x1)] ,  et  on  aura 
d'abord 

r      «*        =  -  ioe  (vi*-*)  +  v<*—/r\. 
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Pour  avoir  l'autre  intégrale  A/^I_X«^  i/rQ_>w  ^  •r=sin  $°>  c°=y  > 
la  transformée  seraj        _^%  ^       =  F  (c%  0°).  Ndus  indiquons  ici  par 

c°  le  module  de  cette  nouvelle  fonction  ,  parce  qu'en  partant  du  module 
c  =  {  \/3>  dont  le  complément  A  =  7,  le  terme  suivant  de  l'échelle 

c*  sss    3"  h  =  I  ;  on  aura  donc  l'intégrale  cherchée 

Z  =  F  (*,*■)-  log(S2î^-> 

Cette  intégrale  s'étend  depuis  f  co  jusqu'à  $°  r=  |  tt  ,  ainsi  l'intégrale 
complète  sera  Z1  =  ¥là°  -f-  £  log  a.  Cette  même  intégrale  correspond  à  l'in- 
tégrale enj^  prise  depuis^  = —  |  jusqu'à^  = : —  1.  ' 

Tenons  enfin  à  la  seconde  partie  de  l'intégrale  prise  depuis  x  =  3  jus- 
qu'à x  es  00 ,  alors  on  aura 

yi/(^~o.v/(^-9)  ~  ^  \        ^8  > 

c<»  =  i,  elle  deviendra  -yi^_^5_j-  =  -.F(c«»,4)+F'c-onaura 
donc  l'intégrale  totale 

z = log  (m^H^pïzM) + F(A  4)  _Fl0„. 

Cette  intégrale  s'étend  depuis  x  =  3  et \|/  =  £  «r  ,  jusqu'à  or  =roo  et 
•vp  =  o.  Elle  devient  donc  encore  un  infini  logarithmique  dans  la  seconde 
limite. 

Les  expressions  que  nous  avons  trouvées  par  la  première  méthode  sont 
moins  simples  que  celles-ci;  mais  il  n'y  a  pas  de  doute  qu'elles  ne  donnent 
le  même  résultat  pour  l'intégrale  prise  entre  deux  valeurs  donnée»  d*j.+ 


1 
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CHAPITRE  XXXIV. 

Sur  le  développement  des  fonctions  elliptiques  en  séries. 

22Z*  Il  peut  être  nécessaire  dans  plusieurs  cas,  surtout  dans  les  pro- 
blèmes de  Mécanique,  d'exprimer  par  la  seule  variable  <p  les  fonctions 
elliptiques  dont  ces  problèmes  dépendent.  Alors  le  développement  se  fera 
de  la  manière  ordinaire,  mais  les  méthodes  précédentes  serviront  toujours 
à  simplifier  la  détermination  des  coeflicieus. 

Considérons  d'abord  la  fonction  F=  I  ^,  et  supposons 

|*A  —  aA,  cos  2$  H-  4At  cos  4?  —  6A3  cos  6$  ■+•  etc. , 

il  s'agit  de  déterminer  les  coefficiens  A,' Ai,  A*,  etc.    Pour  cela   soit 

«  —  h 
c°  =  — r-ï*  on  aura 
i  +6' 

donc  si  on  fait* 

P=i— ic*^^-i^^o^^^-i  — i^cos^/-,+etc#) 

Q=  i—  ±^e-^v^-i+^^a-4^-i_|^^e^^i+etc., 

on  aura  —  =  (i -f-c*)PQ.  Tout  se  réduit  donc  à  multiplier  entre  elles 

les  deux  séries  précédentes,  pour  former  successivement  le  terme  con- 
stant et  ceux  qui  contiennent  cos  20,  cos  4<P>  cos  6<p,  etc.  On  trouvera 
ainsi,  pour  les  coefficiens  cherchés,  les  valeurs  suivantes  dont  la  loi  est  facile 
à  saisir  : 

A  =  (.  +<•)  (.-f-U)V>.+  Q$  **+  G£f)>  +  etc.), 

a,—     t     ^  c  -tt.^c    -t-2.4- iT^o    -hetc.j, 

T.  I:  *  35 
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A  i  +  c°/i.3    ftft    .    .     i.3.5    ..    ,    i,3      1.3.5.7    ..    .      a    \ 

A.=  — —  (— je °*  +  t.— 7-7-  ^H 7  •      /  g  u  ^  +etc.  ), 

•  a      \a»4  a#4#6  '    a. 4     a»4.o*tt  /' 

As—^^  Va. 4.6C     +*  -2.4.6.8  e     +a.4#  2.4.6.8.10e    "+"etc-> 

A^—  ^4^U.46.8e     +  *' 2.4.6  .10*    ^  2^  #  2.4.6..  12  e     -retc> 
etc. 

De  là  où  voit  que  là  suite  A,  A0  aA.j  3A$,  4^o  et€*?  décroît  coati-  . 
nuellement  de  manière  que  le  rapport  d'un  terme  au  précédent,  approche 
de  plus  en  plus  de  la  limite  c°,  le  décroissement  étant  plus  rapide  dans 
le  commencement  de  la  suite.  On.  voit  aussi  qu'en  appelant  N  le  coeffi- 

cièttt  !■■■■■  '"'"^ri  9  in  valeur  du  coefficient  A»  sera  toujours  comprise  entra 

a. 4*0. .     a/i 
71  n  b° 

L'usage  des  séries  précédentes  sera  d'autant  plus  avantageux  que  le  module 
secondaire  c°  sera  plus  petit}  et  comme  là  valeur  c°=z£,  répond  à  un 
module  primitif  c==§  1/2  =  0*9428;  on  pourra,  tant  que  c  ne  surpas- 
sera pas  cette  limite  >  employer  ces  mêmes  séries  pour  calculer  les  valeurs 
des  coefficiens.  Mais  si  c  était  plus  grand  que  la  limite  qui  vient  d'être 
fixée,  alors  c*  devenant  plus  grand  que  £,  les  suites  seraient  peu  conver- 
gentes; voici  dans  ce  cas  le  moyen  qu'il  conviendrait  de  prendre  pour 
calculer  les  coefficiens. 

224.  Si  on  multiplie  successivement  les  deux  membres  de  l'équation  sup- 
posée par  dip,  dtycosKpy  <£pcos4??  et  qu'on  prenne  de  part  et  d'autre 
l'intégrale  depuis  0=xo  jusqu'à  ^  =  £t,  On  aura 

A-î=/r>  A,^/^2iî£,  ^.î^tefe,  etc. 

Ainsi  chaque  coefficient  peut  se  déterminer  en  particulier  par  une  inté- 
grale définie ,  et  toutes  ces  intégrales  ne  dépendent  que  des  fonctions  com- 
plètes F1,  E1,  qu'on  sait  évaluer  dans  tous  les  cas,  avec  la  précision  néces- 
saire. 

Les  deux  premiers  A  et  A,  sont  ceux  qu'il  importe  de  déterminer 
le  plus  exactement;  ils  se  trouvent,  par  les  formules  -A  ssF'c,  et  -At 
=  —  (F'c  —  Ê'c)  —  F*cj  et  si  on  substitue  pour  F1  et  Ê1  leurs  valeurs 
données  (n#$  69  et  90),  on  aura  , 


CHAPITRE  XXXIV.  *>$ 

A  =i/Q  A0.*00.*000,  etc.), 
A.=  A^+--r4— -g— H-etc.). 
Ces  deux  premiers  coefficiens  étant  trouvés,  on  pourrait  en  déduire  tous  les 

autres.  Car  en  différenciant  l'équation  -  =A— aÀ1cos2^+cos4  A  tcos4^— etc., 
on  en  tire 

ZJJtï^î  xzz  4At  sic  aç~  1 6Aâ  m  4$  4*  36As  *in6^*~.  etc. 
Multipliant  le  premier  membre  par  —  et  le  second  par  la  quantité  équi- 
valente —  — »iH-cosa<p;  comparant  ensuite  le  résultat  avec  l'équation pw 

posée  multipliée  p*r  sin  ?f,  <en  trouvera  les  ^équatvcm»  -suivantes  entre  trois 
coefficiens  consécutifs 

3.3A,=  JA,  (£  —  i)~  A,      , 

3.5A3:=  i6Aâ/-5  ••*• 1  Viw»  i  »3Aj,  - 

4.7Aa  =  36As(J-i)-ï:5A.;  '**  ' 

5.9A$  =  64A1^  —  i)  — 3.7AS, 

etc:  "  1 

En'  général  Am  désignant  le  n!mt  teq»e  de  JU  suite  An  A„  A*,  #fc.,  on 
aura 

n(an—  i)Â.=(a;i  —  a^A...^—  1)  —  (À  —  2)(2n  — 3)  A._,; 

c'est  la  loi  suivant  laquelle  chaque  £Qgflfcjiej)t^  à  compter  4e  A3>  se  déduit 
des  deux  précédens.  ^e  coefficient  &m  excepté  (Je  la  Joi  génénale^e  déter- 
mine par  l'équation  6A3  5=  4A,  f  ^  —  1)  — A,  ou  directement  par  la  for- 
mule 

^  =  c-^(i  +  0CT+îl-  +  -^+etc.). 

Lorsque  c  sera  très  peu  différent  de  l'unité,  on  déterminera  El  et  F1  par 
les  formules  qui  conviennent  £  ce  cas,  £t  jon  Jpguvera  les  coefficiens  A  et 

A,  par  les  formules  ^  A  =  F',  ^  A,  ==  ^  (  F1  —  E"  )  —  F1;    on  calculera 

ensuite  Aâ  par  l'équation  6At  =  4A  ,  (^  -*-  1  j — A  ;  les  autres  se  déduiront 

35.. 
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chacun  des  deux  précédens  par  la  loi  générale  que  nous  avons  exposée, 
laquelle  donnera  des  résultats  d'autant  plus  exacts  que  c  différera  moins 
de  l'unité.  Mais  l'usage  de  ces  formules  n'est  plus  aussi  sûr  lorsque  c  se 

rapproche  de  la  limite  o ,  parce  que  le  facteur  —  — •  i  qui  devient  de  plus 

en  plus  grand,  donne  Heu  aux  erreurs  de  s'accumuler  et  de  rendre  de  plus 
en  plus  fautive  la  détermination  des  coefficiens. -Nous  donnerons  par  la 
suite  les  moyens  d'obvier  à  cet  inconvénient,  il  suffit  pour  le  présent  de 
remarquer  qu'on  évite  toute  difficulté  par  l'usage  des  séries  données 
ci-dessus. 

aa5.  Ayant  calculé  jusqu'à  la  limite  convenable  les  coefficiens  À,  At, 
A*,  etc.,  on  aura  l'expression  générale  de  la  fonction  F,  savoir: 

F  =  A^  —  A,  sin  2$  +  Am  sin  4P  —  A3  sin  6p  +  etc. 

Pour  avoir  semblablement  l'expression  de  la  fonction  E,  soit 

E=:  Bp-f-  B,  sina  p—  B.sin  4$  +  BS  sin  6$  — r  etc., 

on  aura  en  différenciant  chaque  membre, 

y/(i  — c*sin*<p)  =  B  +  nB,  cos  2<p  —  4B*  °os  4p+  6B3  cos  6f  —  etc. 

Différenciant  de  nouveau,  il  vient 

i/0~!^)s=sa'B'sipa^--4'B.sin#4-6'B,8iD6(p--etc. 

Le  premier  membre  a  aussi  pour  expression, 

i  c*  sin  iQ  (  A  —  aAt  cos  2Ç  -f-  4A.  cos  4^ — 6A,  cos  6$ H-  etc.) , 

ou.,  en  faisant  le  développement, 

±   -f        Asinap—   A,  sin /tf  +  aA.  sinôp  —  3A8  sin  8p  +  etc.l 
T     1-2A.  H-3A,  -4A4  +5A,  .      f 

Donc  en  comparant  ces  deux  expressions,  on  aura 

B,=|(A-aA.), 
a»B.  =  |(  A.-3A,), 

3-Bs  =  |(2A.-4A4), 

4»B4  =  |(3Â,-5A,), 
etc.* 
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A  l'égard  du  premier  terme  B,  il  se  déduit  immédiatement  de  la  valeur 
connue  de  E1,  puisqu'on  a  Elc=zBj"X. 

Ainsi  on  a  en  quelque  sorte  par  un  même  calcul  la  suite  des  coefficiens  A 
et  celle  des  coefficiens  B,  ce  qui  permet  de  développer  aussi  loin  qu'on 
voudra  les  fonctions  E  et  F ,  ordonnées  suivant  les  sinus  des  multiples  pairs 
de  l'amplitude  p. 

226.  Si  on  veut  développer  semblablement  la  fonction  de  troisième  espèce 

n  =/(T+"»£»,)a>  0D  9UPP°sera 

n  =  M<p  —  M,  sin  2p-f-Mm  sin  4 <P  —  M3  sin  6<p  +  etc . , 
et  on  aura  pour  déterminer  les  coefficiens  M,  M,,  etc.,  l'équation 

=  M  —  aMi  cos  2^  -f-  4M»  cos  fa  —  6M3  cos6p  +  etc. 


(1  +  n  sin*  f)  A 

Si  on  fait  <p  =  £  w,  on  aura  II'  (/*,  c)  =  M.j tt$  ainsi  le  coefficient  M  est 
déterminé  par  la  fonction  complète  II1  (/i,  c)  dont  on  connaît  la  valeur  en 
fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce.  On  pourrait  de  même  dé- 
terminer les  autres  coefficiens  par  les  intégrales  suivantes  prises  depuis  <p=o 
jusqu'à  f  =  Ji: 

M  2  Ç  —  dfrcoss»  M  __2  r  dfcosfo'  qM  _  2  /*— focosfo»  ol„ 
M*  —  ÎJ  (i+*sin-*)A>  2JW»  —  ÏJ  (!  +7»sin'f  )A>  0flls  ~  ij  (i+i»3iV^> elC- 

Mais  quoique  ces  intégrales  puissent  aussi  être  exprimées  au  moyen  des  fonc- 
tions de  la  première  et  de  la  seconde  espèce,  elles  ne  peuvent  guères  être 
utiles  dans  la  pratique,  à  cause  de  leur  complication  toujours  croissante, 
et  parce  qu'elles  contiennent  comme  diviseurs,  des  puissances  de  plus  en 
plus  élevées  du  paramètre  n  qui  peut  être  très  petit.  11  faut  donc  avoir  re- 
cours à  d'autres  moyens. 

Observons  d'abord  qu'en  faisant  a  =  Y/         ^~— ,  on  a  l'équation 

■      •  »-  =  1  ■+■  a*  cos  2$  -f-  2*m  cos  4$  ■+•  2AS  cos  69  +  etc. 

D'un  autre  coté  on  est  censé  connaître  les  coefficiens  A,  A,,  A,,  At,  etc., 
qui  satisfont  à  l'équation 

—  ==  A  —  2A,  cos 2$  4-  4^»  cos  4P  —  6AS  cos 60  +  etc.; 

il  né  s'agit  donc  que  de  multiplier  les  seconds  membres  de  ces  équations  et 
d'égaler  le  produit  à  la  suite 
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k  (M  —  2M1cos2^-{-4M»co6  4P  —  6Mscos(ty  +  etc.)  , 

dans  laquelle  k  =  {/(\  +  ri).  Ce  produit  convenablement  disposé  donnera 
les  valeurs  suivantes  des  coefficiens  que  l'on  cherche 

kU  =  A  —  2*A,  -H  4a*A.  —  6*SAS  +  8**A4  —  etc. , 

1      1—  *A,  -H  4*A.  —  6**A,  +  8*'A4  —  etc., 

AkM       ftf(*M+À)-.MA1 

4      '       1+  4A.  —  6*A,  +  8*'A4  —  io  a*A5  +etc. , 

_fiÀM  —K  (*M  +  A)  —  2*'A,  +  4*A% 

8  " l—  6AJ+  8*A4  —  10  ««A.  +etc, 

8*M  _f^(*M-HA)—  2^,  +  KA.- 6aAs 
4      H-  8A4  —  io  aAs  -f- 12  a*A«  —  etc., 
etc. 

La  loi  de  ces  expressions  est  très  facile  à  saisir;  d'ailleurs  connaissant  déjà 
les  coefficiens  A,  et  la  constante  a  étant  toujours  une  fraction  assez  petite, 
il  ett  clair  qu'on  pourra  prolonger  indéfiniment  le  calcul  des  coefficient  M, 
sans  craindre  de  multiplier  les  erreurs  ;  avantage  qu'on  ne  pourrait  peut-être 
obtenir  par  aucune  autre  méthode.  On  aura  donc  avec  toute  la  précision 
nécessaire  le  développement  de  la  fonction  II. 

227.  Remarque.  La  forme  sous  laquelle  nous  avons  mis  ci- dessus  (223) 
la  valeur  de  A*,  conduit  immédiatement  à  cette  formule 

log  ^  =  log  (1  +c*)  —  c°  cos  2<p  +  £  c01  cos  4^  —  |  c°s  cos 6p  +  etc- 

H  en  résulte  que  n  étant  un  entier  quelconque ,  l'intégrale  (<fy  00s  inp  log  -p 
prise  depuis  <p  =  o  jusqu'à  <p  =  j  tt  ,  a  pour  valeur 

fd<p  cos  an  <p  log  i  =  —  (—  c0)». 

Le  cas  de  n  =  o  ferait  exception ,  mais  il  se  résout  directement  par  la 
formule 

yrf(pl0gi=îlog(lH-cO); 

et  parce  que  les  puissances  paires  sinMp ,  cos1*  <p ,  peuvent  se  développer  en 
cosinus  des  multiples  de  2$ ,  on  aura  aussi  les  intégrales  suivante*  pme* 
entre  les  mêmes  limites  : 
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ydpC09«*l0gi=ï[l0g(l+*°)-£], 

/^■in'*logà=j[log(i +*)  +  £], 

/^co8*<plogi=f6[31og(iH-c-)-4f+j]. 

/^sin^logi  =  f6[31og(i  +  ^)+4f  +  7]. 

fd<p  cos»<p  log£  =  ^  [10  log  (1  +C)  —  i5  £  ■+■  6  Ç  —  Ç~) , 


etc. 


On  trouverait  de  même  la  valeur  de  l'intégrale  ld$  sinM^  cos**<p  log  ^. 
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Sur  diverses  suites  d'intégrales  définies ,  dont  les  valeurs  peuvent 
être  assignées  par  les  fonctions  elliptiques. 

Lies  formules  que  nous  avons  rassemblées  dans  ce  chapitre  étant  très 
nombreuses,  nous  avons  cm  devoir,  pour  plus  de  clarté,  les  ranger  dans 
une  table  générale  divisée  eu  seise  cases  qui  forment  autant  de  tables  parti- 
culières. Par  cette  disposition  on  aura  l'avantage  de  saisir  d'un  coup- d'oeil 
l'ensemble  des  résultats  et  de  retrouver  plus  facilement  les  formules  dont  on 
pourrait  avoir  besoin. 

CASE  I. 

228.  D'après  les  dénominations  rapportées  en  tête  de  la  case,  si  on  fait 
sin*  a  s  sinâ  a,  ços*  <p  -f-  sinâ  €  sin*  <p  ,  on  aura  généralement 

— >—  es  y*Q  (sm*  *  cos*  <p  +  sm*  b  sm*  ^)". 

Mettant  le  second  membre  sous  la  forme  sinM£/yip(i  — Acos*^)*,  dévelop- 
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pant  le  binôme  et  intégrant  chaque  terme  par  les  formules  connues,  depuis* 
9  =  0  jusqu'à  <p  =  ï  ir ,  on  aura  pour  résultat 

/dm  cos m  sin**"*"1  *         w    .    M/o/  ,    ,    .    n.n —  1   ^     1.3  .    \ 

Le  second  membre  pourrait  encore  être  mis  sous  la  forme  -  X" ,  X1  étant 

le  coefficient  de  x*  dans  le  développement  du  produit 

(1—  arsin1^)"^  (1  —  .r  sin1  £)""¥♦  , 

La  même  substitution  donnerait 

y»   d*co&m      Ç df 
MN  sin*»*1*  ^"J  (sin*  «  cos*  ç  +  sin*C  sin*  f)m+l  > 

mais  cette  formule  peut  être  mise  sous  une  forme  plus  simple  et  débarrassée 
de  fractions.  Il  suffit  pour  cela  de  faire  directement 


sin1  a  =  — 


'  sin*  et  cos*  ç  +  sin*  G  sina  9  ' 
et  on  obtient 

fmÂ^m  =  «in^-Jsin^g^  (siu*"  cos«(p.+  sin^sin^)-, 

l'intégrale  en  ^  devant  encore  être  prise  depuis  <p  =  o  jusqu'à  .0  =  £  tf. 
On  a  donc  généralement ,  quel  que  soit  n ,  cette  formule  remarquable , 

/*    d#co$ât      1 fdm  cos*  sin***4  « 

MNain*"*1*        sin*»*1  #  sin"4-1  C  y  Wî  '  " 

CASE  IL 

339.  Les  formules  de  cette  case  sont  entièrement  semblables  à  celles  de  la 
case  I ,  ce  qu'on  peut  voir  d'ailleurs  a  priori ,  en  mettant  M  et  N  sous  la 
forme  M  s=  •/(cos1  a  —  cos1  û>),  N  s  (/  (cos1  c*  — .  cos1  €). 

CASE  III. 

a3o.  Cette  case  contient  six  formules  générales  fort  remarquables,  surtout 

dans  les  premiers  cas ,  qui  offrent  des  résultats  très  simples  et  très  élégans. 

Et  d'abord  la  substitution 

•    *  sin**  sin*C 

sin1  où  =  — ■ — ; — .     -  .-—  , 

sm*  a  cos*  p  -f-  sm*%  sin*  f  7 

donne  immédiatement  pour  la  formule  A"  =  f — .  %a^^- ,  cette  trans- 
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formée 

s^,~^Jg  y^P  sin*  <p  cos»  <p  (sin*  a  cos*  0  +  sin*  £  sin»  <p)— , 

où  l'intégrale  doit  être  prise  de0  =  oà^  =  j^\  'Mettant  le  binôme  sou» 
la  forme  sin"T*£  (i  —  A:  cos*p)*-*;  développant  la  puissance  et  effectuant 
l'intégration  de  chaque  terme  entre  les  limites  données,  on  a  la  valeur  de  A** 
insérée  dans  la  case  III. 

De  cette  valeur  se  déduit  l'intégrale  B**,  par  le  seul  changement  de  sin  a 
en  cos  €  et  de  sin  £  en  cos  a.  f 

Par  la  substitution  sin*  a>  =  sin*  &  cos*  0  H-  sin*  £  sin*  <p  ,  l'intégrale 
fhKRdûù  cos  cù  sin*1"" 3  a> ,  désignée  par  C** ,  prend  la  forme 

C*"  =s  (sin*£  —  sin*  a)%  fép  sin*0  cos*0  (sin*«  cos*  ^  +  sin*£  sin*  ?)"""*% 
de  sorte  qu'on  a  en  général 

C*»  =  sin*"-'  a  sin—1 6 .  A**. 

A  l'égard  des  intégrales  désignées  par  D*%  K*",  H**,  il  est  aisé  de  vé- 
rifier immédiatement,  sans  transformations,  les  équations' 

D-  =  D*— *  H-  A»«,  R-  =  K*"—  +  B",  H**  =  H*"—  —  C*"  ; 

ainsi  tout  se  réduit  à  connaître  la  valeur  de  D°,  qui  est  la  même  que  celle 

de  K.°  et  de  H°  ;  or  on  trouve  aisément  D°  =  -  —  -  cos  (£— •a). 

Si  on  proposait  de  trouver  une  intégrale  telle  que 


/»     MNdêt  r 

-r^zz 7=-  OU    /  -r 
8IIl**ilCOS*,n#  J  811 


sin1""*"'  m  cosam"*"1  «  ' 

il  faudrait  simplifier  son  dénominateur  par  des  opérations  successives ,  au 
moyen  de  la  formule  t-t —  =  -r-7-  -f-  — r-.  Sait,  par  exemple,  Fin- 


tégraleP  =  /-r-5 y-:  on  aura  par  deux  applications  de  cette  formule 

J  sin3 m  cos**  *~"  J sin*  cos5  0    *   J  sin*  cos3*        J  sin3  4 
ou  en  d'autres  termes,  P  =  K>H-K* -f-D\ 


MIW*_    , 
'*  cos**^ 


Nota.  Les  résultats  contenus  dans  ces  trois  premières  cases  sont  exprimés  en  quantités 
purement  algébriques,  et  ils  n'appartiennent  proprement  à  ce  chapitre  que  parce  que 
leur  usage  devient  nécessaire  dans  quelques-unes,  des  cases  suivantes. 

T.  I.  36 
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CASES  IV  et  V. 

o       c-  i>       r  •*.     •   *    *  «m*ce  5ÎnéC tanjf  « 

soi.  Si  Ion  fait  sin*  û>  s=  -t-^ — -     ,    .  » — 7ïzrz>  ^=i  — .    ^>?ou 

si^b  cos ,^  +  sm  #  surf  *  tang*C7 

e  =  ^f  >  >  étant  un  angle  auxiliaire  tel  que  cos  y  = f  on  aura  en 

général 

JMNam**m        cosmsinÇJ   Ax  ' 

L'intégrale  en  $  devant  être  prise  depuis  <p  =  o  jusqu'à  ^  =  £  t  j  on  voit 
que  cette  intégrale  .pourra  toujours  s'exprimer  par  les  fonctions  elliptiques 
complètes  F1  (c) ,  E1  (c)}  au  moyçp  de  la  formule  de  réduction  que  aeiç 
avons  rapportée. 

La  formulé  génértftë  de  la  casé  Y  se  déduit  dt  cdfe  de  1»  case  ÏW ,  en 
mettant  £  tf  —  £  au  lieu  de  «,  et  j  *  —  a  au  lieu  de  £ ,  £e  qui  pe  cfapngp 
point  la  valeur  du  module  c,  ni  par  conséquent  celles  des  fonctions  com- 
plètes F1  (c) ,  E1  (c). 

Les  formules  de  rcfefe  dfetix  toases  serviront  à  trouver  en  général  k  valeur 

des  intégrales  | r=jj  tanguai,  f  =?=*  cotiE«  et  aussi  celle  de  l'intégrale. . . .. 

%  dm        * 

MW  .  %m sr  ,  puisque  ces  diverses  intégrales  peuvent  être  décomposées 

en  une  suite  finie  de  termes  compris  dans  les  cases  IV  et  Y. 

CASE  VI. 


u 


a3a.  La  même  substitution  dont  on  a  fait  usage  dans  les  deux  cases  pré- 
cédentes donne  la  formule 

/dm 8iV* m  __       sin**  <t      /»  dç 

MN       *~  coamtinCj  (r  —  c*  cw^sra1*)^ ' 

intégf&le  qui  doit  toujours  être^prise  entre  les  limites  (p  =  o ,  <p=  f  #. 

Cette  intégrale  peut  en  général  s'exprimer  par  les  fonctions  complètes 
F'(c),  E'(c),  II1  (—  c*  cos*  a,  c),  au  moyen  de  kr  formule  de  réduction 
rapportée  dans  la  case  VI,  formule  qui  est  déduite  de  celle  dç  l'article  9. 
On  peut  aussi  substituer  k  la  fonction  de  troisième-  espèce  H\  sa  valeur  en 
fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce ,  donnée  par  la  formule 
du  n*  116;  cette  valeur  est  (en  supprimant  le  module  c  commun  à  ces 
"firtfifitififtft  \ 
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Si  on  observe  ensuite  que  d'après  TéqsatioDU sjgs  b  tang  (|  it  —  «)  tang £ , 

on  a  (n*  60) 

F(i*—  *)  =  F«  —  F(É) 

E(i7r  —  *)  =  E'  —  E(É)  H-  c«cos«sinÉ, 
là  valeur  de  IT' pourra  s'exprimer  ainsi  : 

n»<  -C  cos-i)  =  jgjp  +*«g-l]B»F(C) -*fE<C)]  ; 

de  sorte  que  les  intégrales  de  la  case  YI  ne  -dépendront  que  des  fonctions 
FSE',F(É),E(É). 

a33.  Le  cas  de  *  =  o  mérite  d'être  développé.  Alors  on  a  immédiate- 
ment 

f*dm  sin'  m f*         dmàtnm 

.   J~mi       J i/(*os*#;—  cos*"^- 

Soit  cos  a»  =  ^,  on  aura  la  transformée  J*^  =  £  />  (J— ^J),  dans 
laquelle  il  faut  faire  Q  ss  £,  ce  qui  donnera 

Ce  résultat  se  déduit  également  de  la  formule  générale 

/^=ë-> +E"F  C^-F,E  Wj 

mais  pour  cela ,  au  lieu  de  faire  cl  ss  o ,  nous  ferons  a  as  €,  €  désignant  un 
arc  infiniment  petit.  On  aura  aloi*  4f  =  1  — •  «*  cot*  C,  A  sa  é  cot  € , 

De  là  on  voit  qpe  |^£  —JE  (£)]  î4  ftraïuniit  Jkjrçqu'on  lait  *  =  o  j  on 
a  en  même  temps  E1  =  1  ,et  F  (€)  es  i  ^(i±jg|).  Aioai Je  secowbnâiibre 

de  l'équation  précédente  se  réduit  à  7-^(73^^)»  <*  qui  est  Te  résultat 
déjà  trouvé. 

234.  Lorsque  a  est  égal  à  la  quantité:  infiniment  petite  4,  la  fitafitioâ 
II1  (— c^cos**)  représente  l'intégrale 

dp 


A 
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prise  depuis  p  ssz  o  jusqu'à  Q:  =  £  tt.  On  voit  donc  que  cette  intégrale  se 

réduit  dans  ce  cas  à  ^_  j/}  "rsin  \    formule  qu'il  serait  assez. difficile  de 

vérifier  par  l'intégration  directe  -  * 

Ce  résultat  suppose  que  €  n'est  pas  lui-même  infiniment  petit;  car  si  £ 

était  infiniment  petit  de  l'ordre  et ,  on  aurait  ©•=  i  — 7*>  à=  £9 

E  (€ )  =  F  (£)  =  €  y  et  la  formule  générale  donnerait 

/| dm  sin*» £pt  ,  v 
^/(sin»  m  _  sin»  a) .  |/(siBa  £_  sina  #)         fe       ^' 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  l'intégration  directe.  En  effet,  puisque 
cl  et  €  sont  infiniment  petits ,  la  variable  û>  ,  toujours  comprise  entre  ces 
deux  quantités,  est  aussi  infiniment  petite  ;  ainsi  l'intégrale  dont  il  s'agit 
est  la  même  que 

Ç m*dm 

Soit  (ê%  =  tt%  sin*  Ç  +  b'  cosf  Ç ,  et  c*  =  1  —  ç  ;  cette  intégrale  devient 

fQd<p  j/(i  —  c*  sin*  ^) ,  ou  CE  (c}  ^) ,  dans  laquelle  faisant  <p  =  |  ir  ,  on  a 
pour  résultat  £E*  (c); 

CASE  VIL 
235.  Considérons  la  double  intégrale 

J  J  cos*p+cos*  «sin*  p  co$*q  +coa*  C  sin*  p  sin*  y  * 

dans  laquelle  les  limites  de  /?  ,  ainsi  que  celles  de  q  doivent  être  o  et  7^. 
Si  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  ç,  on  aura      - 


;=i/ï 


dp  sinp 


•/(cos*/*-!-  cas*  *  sin*/>) .  */(c6$*p  +  cos*C sm*p)  * 

Soit  €  >  a,  et  cos  p  sscot  €  tang  $  j  si  l'on  fait  c*  =  1  —      *  *    on  aura 
la  transformée 


a  00s  *  sin  C„ 
laquelle  doit  être  intégrée  entre  les  limites  <p  =  o,  ?  =  £;  on  aura  donc 

2  cos  «  sin  C       v  T     ' 
Faisons  maintenant   les  intégrations   dans  un  ordre   inverse,   et  soit 
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pour  cet  effet  cos^j=x,  çop'acos*  j-fr cos*£  sin*ç=  cos*a>;  nous  aurons 
d'abord  à  intégrer,  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  i  y  la  différentielle 

.  ■  ds  ' dx 

L'intégrale  est  en  général  -: arc  tang  (x  tang  û>),  et  en  faisant  ar=  r , 

elle  se  réduit  à  -: ;  on  a  donc    -•-  *  "-  *. 

sin*  cos  #r 


J  sm*  cos»      ___ 


Mais  d'après  l'équation  cos*  *  =  cos*  a  cos*  ç  H-  cos*  C  sin*  q ,  on  trouve 
successivement  *  '*"  i'  ™  *         "'    x 

(cos*  «  —  cos*  C)  dq  sinq-omq  =  da>  sinœ  cos  a, 
sin  ç  .  {/(cos*  a  —  cos*  £)  =  f/(sin*  a»  —  sin*  a) , 
cosç  »  f/(ca?** *— -  cos* €)  ïps  i/(sijtf£  —sin*  a)  y ' 
A  x       A»  sin  «  cos  m 

aVm~  t/(s*V#— si^^^ 
Donc  enfin  on  a  )  ;  • 

j        C    >  *4* ,  ï 

*~~J  V/(«n*  m  —  sin*«).  |/(sinaC  —  sin*#)  * 

les  limites  de  l'intégrale  étant  &  =  *,&  =  £..     .*/.,. 

Comparant  oes  deux  valeurs  dç  Zf,  (  on*a  fa  jfo^u}e  ^^aïquaftle: 

V/(sina  m  —  sin*«) •  \/{*m*Q  —  sin*  #)  ^  '2cos  *  sinC  *  W'  G/  r 
c'est  la  première  de  la  case  Ylt  ..     —  ir     ;   ^ 
236.  Considérons  maintenant  la  double  intégrale 

J/  eos*/*+  ces* a  sih*/î  côs9  ^  4-  cds^C  sin*/>  sina  j^L 

qui  aura  également  pour  liantes  p~o$  /use  jt?r;  ^^oy^ce^fr^     . 
Si  on  intègre  d7abord  par  rapport  à  a,  on  aura 

rri *;  /*  ^  ,a^fliqf?cps*|p<.        ~r~  r,',    ,;  • 

aj    V^C  c08*/*  +  «a»*  *  tîn*p  ),.  v<(  coaV  +  cos*  C  sin4 /# 

Soit  toujours  £>*  £t^ûi/>l^cot£  tang^v  ot>(  aura  la  transformée 

r„: «r        cot*  C .  IpdfUnffp    » 

.     """a  *  cos  #  sin  ©J  A    ,  X  Vf 

d'où  résulte,  après  avoir  fait  <p  =  £, 
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2sinaasinC  Lcos*  v    '      '  J 

Revenons  maintenant  à  U  double  intégrale,  &l  faisons  comme  ci-dessus , 
cospsso:,  cosg  ûtcos*^+oo8g^  sî  n' y  =»  eosg  oignons  aurons  d'abord  à  inté- 
grer depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  i,  la  différentielle 

x*dx 
cos*# +  *•«■*•' 
L'intégrale  de  celle-ci  est 

-~-  —    .  ?  arc  tang(â?tang &). 
sm%  *         sin**  °v  "     y 

z        *  -  '-  v»  - 

Faisant  xsi.  cette  quantité  se  réduit  à     ".* — -:  on  a  dooc 
'  *  sin  # 

Substituant  la  vaieur-de  ify  en  feacârîn  det»,"il  vient 

Si  on  compare  maintenant  le*  deux  valeurs  de  T,  xm  aura  cette  seconde 
formule 

/•  (i—  «cot«)tf*cot»  °  ?rcos«      psinC        v  ,       *\  H 

Qn  a  d'ailleurs  dans  la  <*se  II ,  ; 

/dmcoim  w 

— — — — -  r^—  >  *  ■  -t  * 

MN  a  sin  «  sin  C 

donc 

Ajoutant  jrxette  intégrale  la  trieur  déjà  trouvée  de  f  rgs,  on  en  déduit 

/«A» y         /sinC  \ 

MNsina«—        asin*striC\5n^        l)  . 

c'est  la  seconde  formule  de  la  case  VII. 

Q37.  Si  on  prend  la  différentielle  de  la  quantité    .  t^#>  on  aura 
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,/MW«co»«\ MNducosm       (aw+i)sin*»5in*C     mdm 

>»(«in*W-f>tin*C-r-»ni*«jni*g)     #dV.      .  ,        r 
— «  sin«„  ;  MN 

(a»—  i)(i+«n,«  +  8{n'<r)     *&»        (an— a)«^ 

Intégrant  de  part  et  d'autre,  et  observant  que  le  premier  membre  est 
zéro  aux  deux  limites  de  l'intégrale ,  désignant  de  plus  par  If*  l'intégrale 

/sinëk' on  aura 

•  ~~~  '  '  ' 

(2>ï-f-  i)sin*asint€Zt^*s=2/i(8insa  +  sinsCH-sms«sin*f)Zâ* 

—  (*n— Ofi  +  ân'ft  +  sin^Z1"-» 

A1*  étant  {'intégrale  J     .  ^  -£  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  III. 

Cette  formule  secvitaà  trouver Z4  parle  moyen  de  Z*  et  Z%  qui  sont  les 
deux  premières  formules  de  la  case;  on  aura  ensuite  Z1  par  le  moyen  de 
làKy  &&Z*;  et  ainsi  des  autres. 

CASE  VIIL 

a38.  Si  dan*  la  seconde  formule  de  k  case  Vil,  on  met  £3T-»~0,  £tf — 6, 
ï?r—  a,  à  la  place  de  a,  a,  £,  respectivement r  ce  qui  né  change  sn»  an 
module  c,  on  aura,  en  prenant  toujours  l'intégrale  depuis  a  =  a  jusqu'à 
€»  =  £, 

MJW*  f3      ««É>6eai#     +acû,*iiii<  *(««**  —  a) 
Biais  par  les  formules  de  la  case  V >  Q*k  a 

De  plus,  les  angles  £*— *,  £*9atis  taisant  à  l'équation  i=4  taûg^cr—**) 
on  a,  (art.  60), 

F,W->(^iir-«)cS.FC«lC),     . 

E'(<j)— E(c,iw— et)=E(c,  C)— c*cos«sinÇ. 
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De  là  on  tirera  _    ' 

/»     mdm  frjcosC  — COS«j)    ,  ir  p^       f>\    \,        *&*£       p/       jj\ 

MNcos**- "      acos^acosC       ""acosasinC   **   '     *       a«eos*co8*C     *    '     '* 

c'est  la  seconde  formule  de  la  qase  VIII.  x 


23g.  On  peut  trouver  cette  formule  d'une  manière  plus  directe.   Pour 
t  effet,  si  l'on  différentie  la  quantité  -z r-f  on  auca 

•MN     \  MNAr  .  ~  mdm 


.  /    «MN    \         MSdm  m  'P 

ai-. }=- oos'acos'Ç . 

\sin«cos«/       8in#cos« 


MNco»*« 

Intégrant  de  part  çt  d'autre  et  observant  que  le  premier  membre  est  nul 
aux  deux  limites  de  l'intégrale,  on  aura 

mdm 


cos'çt  cos'.b  It7û—t"  —      J     ~     4-  sm'a  sin'b  /  = 
J  MN  co§*#       Jsmmoosm    ■  JB 


MNsin*« 
mdm 


%  4-  (es*  a  H-  cos*  £  —  i)fûû  . 

Substituant  les  valeurs  des  intégrales  données  dans  la  case  Vil,  et  celle  de 

/- —  donnée  dans  la  case  III ,  on  retombe  sur  le  même  résultat  que 
sin«  cos«  '  ^ 

nous  avons  déjà  trouvé. 

2^6.  Pour. obtenir)  les  autres  résultats  de  la  case  VllI.  il  faut  diflerentier 

la  quantité  ■     %m+l  ■   y  <*  ^m  donnera 
/#MN  sin#\         MNdm  8\nm 


<«MN  sin«\         MNdm  smm  ,         .       N         A  + 

*•+•  2/i  (cos**  +  cos*  <?  +  cos*  fit  cos*  C)  MN     ..j- 


MNcos"+*« 

mdm 


—  (2/1 —  1)  (i-f- cos** -f- cosâ£) 


MNcos' 

-f-    (2/1  —  2  )  ry^ „,,     • 

v  '  MN  cos**  *  • 

--       ,'  r  -7e 

Intégrant  de'  part  et  d'autre  dans  les  H  mi  tes  données,  et  désignant  par  U" 
KntégtfrleFa-  *  #t,  ■-,  on  aura  la  formule  générafe~de  réduction  rapportée 
dans  la  case  Vlll.  Cette  formule  donne,  en  faisant  /*  =  1  ,  la  valeur  de  U4 

C     *dm  —  '* 

ou  It= — -7-  ;  ensuite  on  obtiendra  de  même  Df,  U1,  etc. 
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Si  ron  fait  *  =  o,  on  a  c±=i  t  E(C)  =  sin  ^,  F(Ç)  =  |^(^^); 

ces  substitutions  faites  dans  les  deux  premières  formules  de  la  case ,  donnent 
les  deux  corollaires  qui  terminent  cette  case;  au  surplus,  le  second  de  ces 
corollaires  se  démontre  directement,  au  moyen  de  l'intégration  par  parties. 

CASE  IX. 

241*  Considérons  maintenant  la  double  intégrale  suivante,  prise  entre  les 
mêmes  limites  que  ci-dessus 

V  =    CC  Jpiqmpcotq 

JJ  cos*/)  +  sin*/>  (Cos*  et  co«*  q + cos*  C  sin*  y)  " 

En  intégrant  d'abord  par  rapport  à  p ,  puis  Jmr  rapport  à  y ,  wt  trouve 

sraaC— >sm'«/  y  vinS»--*siti*A/ > 

cette  intégrale  étant  prise  à  l'ordinaire  depuis  a>  =  a  jusqu'à  co  =  € . 

Si  <m  fait  les  itrtiégratiobi  dans  l'ordre  inverse,  et  que  {>our  intégrer  par 
rapport  à  ç,  on  applique  la  formule 

f  dçcos'g  _        j*      (  B\ 

J  jL%cos*q  +  B*$in*ç        A»—  B»\         A/' 

qu'ensuite  on  fasse  cos/?  =  x  ,  on  aura 

y j*  pT    dx      ^      dx  //cos'C+s'sin'gyi 

~ "sinâC  —  sijfaj  L*  —  **  "*""  «  —  **  *   V   \cos*«+*tsint«/J' 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  ar  =  o  jusqu'à  x=  1  ;  mais  il  faut  des 
précautions  particulières  pour  éviter  les  infinis  que  l'on  rencontrerait  en  in- 
tégrant séparément  les  deux  parties  de  la  quantité  sous  le  signe.  Voici  l'a- 
nalyse qu'il  convient  de  suivre  pour  cet  objet,  analyse  q«ù  est  dVûllew* 
indiquée  par  la  théorie  des  fonctions  elliptique^ 

Supposant  toujours  €  >>  *,  soit  «=  co*£  tang$,  £  =  ï  -*  ft  ^*  ,  ou 

c  sa  -r-4 ,  on  atifa 
an*  7 

Ap         //cos'C-f-*»  rinaC\  cos'C  cfe 

L'intégrale  de  cette  quantité  est     ^  .  g  .  ïl( —  j^Tç)*  Mais  cette  fqntètiôA 

ayant  son  paramètre  négatif  et  plus  grand  que  l'unité ,  il  importe  de  la 
T.  I.  37 
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changer  en  une  autre  dont  le  paramètre  soit  plus  petit  que  c*  ;  c'est  ce  qui 
se  fera  par  la  formule  du  n°  52  ,  laquelle  donne ,  en  faisant 

r  =  cot  b  cos  y  .       °    , 

n(—^-à=r-n(sin>y)+m£  log  l-±-r. 

\      sin*C/  v  ,y        acosy      °  i  —  r 

Multipliant  par      °°s  .    > ,  et  observant  qu'on  a  cos  €  =  cos  a  cos  y,  il 
vient 

Donc  en  appelant  Y'  l'intégrale  indéfinie, 

rr    dx dx         /  /cos*  C  +  stsin»Cyi 

j  Li  — '**         i—  xx  v    \cos*«+4P*8in!l«/J  ' 
on  aura 

V'=ilog(i±f)-ilog(i±^4-cotecosy[-F  +  n(-8in»r)], 

les  fonctions  F  et  II  ayant  d'ailleurs  le  module  commun  c  et  l'amplitude 
commune  <p.  ' 

La  partie  de  cette  intégrale  affectée  de  logarithmes,  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

d'ailleurs  en  substituant  la  valeur  de  r  et  celle  de  a:  en  <p,  on  trouve   ' 

l  —g* A» 

i  —  r*  ■"""  i  — s\n*y  sinaf  * 

Donc  on  aura  indéfiniment,  quel  que  soit  <p , 

r==5l°s  (HrO+ *los  ('  "  *Z  sîn'*)+cotgcos*  [-r +n(-8iP->)]. 

Mais  lorsqu'on  fait  a:  =  1 ,  on  a  $  =  £ ,  r  =  i ,  A  =  cos  7,  et  la  valeur  de 
V  devient 

V'=£  J%i  +  sinft£  —  sin'a)  4-cot£  cos>  [—  Ffo£)  +IÏ(—  sinâ>,  c,€)]; 

cette  valeur  étant  trouvée ,  il  en  résulte  une  seconde  expression  de  V,  la- 
quelle est  ^ 

v »  *        Vf 

siû'C— «in'« 
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Comparant  les  deux  valeurs  de  Y,  on  a  enfin  ce  résultat  remarquable  "" 

» 

,   „  sin  y  cos  C 

ou  Ion  a  c  =  -r— ;?,  etcos>= . 

sin  C  '  '        cos  * 

24^.  11  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  peut  parvenir  à  ce 
résultat  par  une  routé  fort  différente.  Pour  cet  effet,  appelons  Z  l'intégrale 

inconnue, 

/*   -»       //sin*«  —  sin*#\ 

prise  depuis  m  =  <x  jusqu'à  o>  =  é;  on  aura  (  parce  que  la  quantité  sous  le 
signe  est  nulle  à  la  première  limite  de  l'intégrale  ) , 

Réciproquement,  Z  pourra  se  déduire  de  l'intégrale  suivante,  prise  par  rap- 
port à  ci, 

Z  =  — Z-,  f —  da  sin  *F  (c,  €). 

11  s'agit  donc  de  trouver  l'intégrale  f —  da,  sin  a  F  (c,  £)  que,  pour  abréger, 
je  désignerai  par  Z'  ;  mais  comme  F  (c,  € )  lui  même  peut  se  mettre  sous  la 

forme  /  |//1_J!gin»^\  >  pourvu  qu'après  l'intégration  on  fasse  $  =  £  ;  on 

pourra,  dans  cette  supposition,  écrire  ainsi  la  valeur  de  Z', 

jf rr  —  dçd*  sin  «    ^_   /V' —  cfyAt  sin*  cas  et 

JJ  V(l  —  <>*sina?)        JJ  v/(cos*^  cosa*  •+-  ootftC«inmf  sin8*)* 

Prenant  d'abord  l'intégrale  par  rapport  à  a,  on  aura 

/rfftf/ (cos* 9  cos* # -f» cot'C sin* f  sin*«) fcosa.Adf 
cos*f  —  cot*Csin*i  J  ^ 

et  parce  que  c*  =  -r-^4,  cette  intégrale  devient 

cos  a  sin*7F-J-cos*cos*^n( r~r?)- 

Mais  j'observe  qu'à  l'intégrale  prise  par  rapport  à  a,  il  faut  ajouter  une 
constante  $'  qui  pourra  être  fonction  de  $  et  de  €  ;  ainsi  en  supposant 
fQ'dty  =  <D ,  <D  étant  une  fonction  de  $  et  C ,  laquelle  deviendra  fonction 

37.  • 


1        «n*C 
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de  €  seule  lorsqu'on  fera  <p  ?s=  £,  il  vient 

V  =  cos  a  sin? ^F  +  «os  et  cos*  ynC*-  -^rç)  -f-  •• 
Substituant  la  valçur  de  E[  f —  ~7~?ë)  ^on^  ^ns  ^art-  a4**  on  aura 

Z'=oos..F-^în(-.in->)  +  i2f/(l±r)+«, 
et  par  conséquent 

Z=5-^— =-F  — ^->n( — sin*>)-J-  7  xm — —  )H ?-?•. 


Mais  on  a  J/>(1±^  B  ï  jf  (i.H-r)  —  7  A'  ~  ^)i  d,un  autre  c6të> 

i  —  sin* y  sin*  0      sin*  C  —  sin*  p 


la  valeur  de  r  donne  ' 


i—  ifs 


^   sin*£cos*l    * 


et  par  conséquent 

4^'       ^  —  ?  A JT* )  +  ï£\  sin*Ccos*f  > 

Réunissant  la  parlië  —  7  ^  f81?  «J**"î— ^  avec  la  fonction  — ?->  * ,  comme 

ne  faisant  ensemble  qu'une  seule  fbnotiop  de  ^  et  de  £,  laquelle,  après 
avoir  fait  <p  =  € ,  devient  une  fonction  de  £  seule  et  peut  se  désigner  par 
4  (£)  y  on  aura  enfin 

—  **COS«   -r»  **COS*C        rr  /  -     +       \  *"•»/         i        •     »  >»  •     a      \ 

Z^nÛ^F-aca.A«ingn(-!aP  ^l-^'+^g— f«) 

+  4  (*)  +  ; /*. 

Pour  déterminer  la  fonction  arbitraire  4  >  ^  &u*  partir  d'un  cas  particulier; 
or  lorsqu'on  fait  £  =  *,  Tintégrale  Z  prise  depuis  a>  =  a.  jusqu'à  »  =£, 

doit  être  nulle.  Ainsi  on  voit  que  la  quantité  4  (£)  -J-  -  «Ta  se  réduit  à 

zéro  et  qu'on  9  simplement 

—  7^(1+  sin*  6  —  sin*  a). 

Cette  formule  s'accorde  avec  celle  qu'on  a  trouvée  dans  l'art.  241,  car  elles 
satisfont  toutes  deux  à  l'équation 
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*43-  Connaissait  Vwté$r%\ej^càdù>  qui  revient  k  tm*€  /  Mtf—J  '•]£$  * 

on  en  déduira  la  valeur  de  cette  dernière,  comme  die  est  içsérée  dans  fet 
table. 

/mffm  gin"*  M 
— =rj= —  ,  et  qu'ayant  diffé- 
rencié la  quantité  «MN  cos»  sin*"~sû>,  on  revienne  de  la  différentielle  à 

son  intégrale,  en  trouvera  la  formula  de  réduction 

a/iY**4**  =  (à/*—  i  )  (  i  +  sîn'ct  •+•  sin*  €)  V**-f*  etc. ,  donnée  dans  la  case  IX. 
Faisant  dans  cette  formule  n  as  i ,  on  en  tire  Y*  ou 

—  g  (sin  £  —  sin  et)*, 

d'où  résulte  la  formule  insérée  dans  la  case  IX.  Oq  connaîtra  en&ûjte  les 
valeurs  de  V8,  Y%  etc.  par  la  formule  de  réduction. 

a44-  Le  cas  de  a  =  o  fournit  plusieurs  corollaires  remarquables.  Alors 
on  a  c=  i  ,}/=£,  A  =  cos  (p, 

»<*0-«(£lï). 

n  (— sin>,  c,  ?)  —  F (c,  f)  =  /T- A».  ^  .  -i-  ^  -^tf] 

sin'C  /*r  cgp dfrcosfl      "n 

*""""  c&fCJ  Lcos^        t— *iin*Csina£J 

sin*C  ^/i  +  «in  9\  sin  ff     ^/i  -4-giaC  giftgX 

2cos'C^i  — sin^y         2<so?î      \i— sinC  sin?/ 

Faisant  <p  =  £  ,  cette  formule  donne 

n  -  f  =  ££L  A^^t)  -  -^L  j(l-±i?g). 

%  cos'  C~  \i  — tfnff/        2008*%  v  \i  —  sin*C/ 
Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  f^acLâ,  on  aura 

J  M0#  r  v  ^     '  4  \i— ainC/        a  ^  cosC      («=£. 

Cette  intégrale  se  réduit  k*  jtb9  lorsqu'on  fait  £  =  ?*.  En  effet,  on  sait 

d  ailleurs  que  l'intégrale  j      ^ ™*  " }  prvje  depuis  0!=  o  jwqu'%  <V3S?£  *, 
Wt  égale  à  £  */a. 
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245.  Si  l'on  fait  5  =  ±iC  dans  la  valeur  de  /  y^^->  qui  devient 

/„  .*     °°S*  «  x »  cette  valeur  devient  indéterminée.  11  faut  donc  supposer 
V/(sma  •  —  sinft  <t) '  r  r 

S  =  i  7T  — •  € ,  €  étant  infiniment  petit;  mais  le  moyen  le  plus  simple  de 

déterminer,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  /777-r-r *.  .  x  ,  est  de  remonter 

'  '  J  y(sm*  m  —  sin*  et)  7 

à  la  valeur  de  V  de  Fart.  ^4,*>  laquelle,  dans  le  cas  de  £s=s  $7r ,  devient 

J  i  -**  V        V(<»s*  «  +  ** sin**)/ * 
Soit  x  =  cot  a  tang  <p,  on  aura 

y'—  r    "»***      —  y/tang^  +  tang^X  _ 
v  ~V  sin*+8in*        •%  +taDg>tangi<p/         X     -  8  »  *" 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  (p  =  o  jusqu'à  0  =  a,  ainsi  en  fai- 
sant <p  =  a,  on  aura  V  =  ^(2  cos*  |  et),  d'où  résulte  enfin  la  formule 

J  y(sva *m  —  sina«)         2       v       '  '  \  m-^^w. 

De  là  on  peut  réciproquement  conclure  que  dans  le  cas  où  €z=z±7r— i, 

€  étant  infiniment  petit,  (fqui  donne  c*=  1  — **tang**,  sin*^  =  1  —  — —) , 
la  fonction  IT( — sin*^,  c,  £)  doit  se  réduire  à 

COS  «1/1  \  008  «  i         /         ,  % 

—  wg  (  1  ■+-  cos  a)  —  —  log  (  1  +  cos»  a); 
et  par  conséquent  l'intégrale 

/— 7- ** • 

'  (cos»f  +  — —  sin»<>)\/(co8,f +  .ttang*-6in*#) 
cos  et 

prise  entre  les  limites  0  =  o,  0  =  J^  —  *,  se  réduit  à 

cos  et  log  (1  +  cos  et)  —  £cos*k>g(i  +  cos*a). 

Nous  remarquerons  que,  d'après  la  formule  du  n°  a34 ,  la  même  intégrale, 

prise  depuis  ^  =  0  jusqu'à  0=£*r,  a  pour  valeur  j  cos  à  £(  '  +°°s«\    0II 

cos  et  log  (  1  -f-  cos  a)  -;-  i  cos  a  log  (  1  —  cos*  *). 

11  n'est  pas  étonnant  que  celte  seconde  valeur  soit  plus  grande  que  l'autre, 
puisque  l'intégrale  est  prise  dans  une  plus  grande  étendue;  mais  ces  deux 
résultats  seraient  très  difficiles  à  vérifier  par  l'intégration  directe,  et  ils 
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mériteut  par  leur  singularité  et  leur  difficulté,  de  fixer  l'attention  des  géo- 
mètres. 

246.  On  peut  néanmoins  trouver  assez  facilement  la  différence  qu'il  y  a 
entre  les  deux  formules,  à  raison  de  la  plus  grande  extension  de  Tune  d'elles. 
En  effet,  pour  avoir  cette  différence,  soit  $==  £^  —  8,  on  aura  à  intégrer 
depuis  0=o  jusqu'à  0  =  £,  la  différentielle 


(*+z&w+****) 


Soit  0  =  «  tang  atang«s|/,  la  transformée  sera-— ^-^™£2i2É  et  son  inté- 
grale {cosajC (  l  +cog*8;l^\  Faisant  à  la  limite  0  =  6,  ou  J,=£7r — <t, 
0  *  \i—  cos«siny/  T  7 

cette  intégrale  deviendra 

résultat  qui  s'accorde  parfaitement  avec  la  différence  que  nous  avons  trouvée 
entre  les  deux  intégrales,  l'une  prise  depuis  <p=o  jusqu'à  $=£?r,  l'autre 
prise  seulement  depuis  p=o  jusqu'à  Çs^i* — 6.  Au  reste,  on  peut  remar- 
quer que  la  formule  trouvée  art.  11 4,  se  rapporte  à  ce  genre  d'intégrales. 

CASE  X. 

247*  Considérons  la  double  intégrale 

Z: 


r PC       dpdgsmp(k+  Bcos»/?)  

rT^       r\coa%Ç       cos**/ 


dont  les  limites  sont  o  et  \ic  pour  chaque  variable. 

Si  on  intègre  d'abord  par  rapport  à  ç,  et  qu'ensuite  on  fasse  cos/?==or, 
il  restera  à  déterminer,  entre  les  limites  ar=o,  x=  1 ,  l'intégrale 

Z  =  -cosotcosC/— t .\     '       .; —  .  .  v 

2  J  y(i  —  **sm»C).y(i  — *»sin*«) 

Soit  C>a  et  a:  =  -r-4L  soit  en  même  temps  c  =  ^—7!,  on  aura 
„       9rcos#cosC  rdx/k    .    D8in*0\ 

d'où  résulte,  après  avoir  fait  <p  =  £,  l'intégrale  cherchée 

888     a«mC      AF(tf>g)  +  ^S^rin-CB^F^g)-E^g^- 
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Faisons  maintenant  les  intégrations  dans  l'ordre  inverse ,  et  pour  «et 
effet,  soit  cosp  =  x  et 

00«9  ff  COS*#  COS'ar' 

nous  aurons  d'abord  àfinlégrer  la  différentielle 

coar#(A4>Bâ^)cfc 
i— ;**sinft« 

Son  intégrale,  prise  à  compter  de  â?=?o,  est 

(A»in»«+B)cot»«^/i+*sm«y      ^  ^ 

asm*  \l— *ain«/  7 

si  ensuite  on  fait  x  =  i  et  qu'on  appelle  V  le  résultat,  on  aura 

Cela  posé,  la  valeur  de  Z  étant  f\dç9  il  faudra  dans  cette  formule  substi- 
tuer la  valeur  de  dq  en  fonction  de  a»  :  or  de  l'équation  supposée  on  tire 
successivement  « 

(sin*£  —  8in*a)sin*f  =b^(cos*û>  —  cos'É), 

(  sin'S  —  sin*a)  cos*f  =  — ^  (cosâ et  —  cos*û>), 

(  8in*£  — .  sm* et)  oy  sm  q  cosy  =  cos*  et  cos*  b . -^r^ > 

oosflCcosC  .  dlWtang* 

*7=y(sin\»  —  »n»#).y(ainaC—  sin**)' 

Donc  enfin,  si  on  fait  pour  abréger,  M=  /(sin1  *  —  sin**), 

N=l/(sin»e  —  su»*»),  Û  =  i  .£  (  7^^  J ,  on  aura 

Z^àcosacosS/-^ 

ces  intégrales  étant  prises  depuis  a>  c=  a  jusqu'à  a>  =  £. 

a48.  Comparent  entre  elles  les  deux  valeurs  de  Z,  on  en  lire  ces  deux 
formules 

Ajoutent  à  la  seconde  formule  la  valeur  &  f -îfâT  donnée  tlans  ,a  case  *' 
on  en  déduit 


/ 
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SiHT 


Nous  avons  ainsi  les  deux  premières  formules  de  la  case  X. 

Pour  avoir  en  général  la  valeur  de  l'intégrale  f  ?°î"  ,  que  nous  dési- 
gnons par  P*",  il  faut  différencier  la  quantité  .  tiH.l  ,  puis  revenir  de  la  dif- 
férentielle à  l'intégrale,  ce  qui  donnera  la  formule  de  réduction 

(m  -+•  i)  sin'  <t  sin'  £P-+*  =  an  (sin**  •+-  sin'  €)  P-  —  etc., 

rapportée  dans  la  case  X;  et  au  moyen  de  cette  formule,  on  trouvera  suc- 
cessivement les  valeurs  de  P<,  Pf,  etc. 

Quant  aux  corollaires  qui  terminant  la  case,  ils  se  déduisent  sans  diffi- 
culté des  formules  générales,  les  uns  en  faisant  £=£&-,  les  autres  en 
faisant  a  =  o.  Il  suffira  seulement  de  faire  voir  ce  que  devient,  dans  le 
cas  de  *  =  o,  l'équation 

K£i  ■"•  ).tSt =îsrâî  ce.  «>-*e.  «)]• 

Alors  le  second  membre  prend  une  forme  indéterminée,  et  pour  en  avoir  la 
valeur,  il  faut  supposer  et  infiniment  petit,  ce  qui  rendra  de  même  c  infi- 
niment petit.  Or  on  a  en  général 

F(c,<p)-E(c,  f)=fc^*dp. 

et  puisque  A==  y/(i — c'sin'p),  si  on  rejette  les   infiniment  petits  de 
Tordre  et  ou  et4,  le  second  membre  se  réduit  à  à*jdpsm*  p=—  (p — sin  $  cos  $) 
donc  en  faisant  <p=£,  on  aura 

/(O  —  8m«)c£*COft«  *       /*>  •    +         />\ 

Nsin9«  4*|nC 

CASE  XL 

a49«  Pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  I  —  ^tm  — ,  que  nous  dési- 
gnerons en  général  par  Q",  il  suffit  de  changer  le  signe  de  n  dans  la  formule 
de  réduction  de  la  case  précédente,  parce  qu'alors  P"  se  change  en  Q", 
et  l'oïi  aura 

(an+i)Q^i=an(sinâa+sin^)Qt?— (*n^i)sin' a  sin' £(}••-*+ H", 
T.  I.  38 
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H"  désignant  l'intégrale  j  ^2 — ï?  4qUi  Ji  valeur  a  été  donnée  dans 

la  case  III.  De  là  on  tirera  la  valeur  de  l'intégrale  Q%  en  faisant  n  =  o, 
puis  celle  de  Q*  en  faisant  »=  i ,  et  ainsi  de  suite. 

Les  corollaires  offrent  plusieurs  formules  remarquables,  mail  ils  se  déduisent 
sans  difficulté  des  formules  générales. 

CASE  XII. 

â5o.  Pour  parvenir  aux  formules  contenues  dans  cette  espe,  considérons 
la  double  intégrale 

cos*p  4-  sintp  f r%H r2-  1 

r     '  ^  \COS*  b         COSa  */ 

dans  laquelle  les  deux  variables  ont  toujours  pour  limites  o  et  i  *• 

Si  on  intègre  d'abord  par  rapport  à  /?,  et  qu'on  fesSe  —^-  =  — i^+  ~rj[  > 
on  aura 

l'intégrale  devant  être  prise  depuis  &  =  &  jusqu'à  *>«?=£• 

Faisons  maintenant  les  intégrations  dans  un  ordre  inverse  :  l'intégrale 
étant  prise  par  rapport  à  q7  si  on  fait  cos/7  =  x,  on  aura 

Y *-co3*«cos*C       Ç   dx     r    ^_  cosC     //»—  ^sîn'^X^l 

V        a(sin*€  — 8ÛL*«)J  i  —  »Lf        cos*  V  M—  ^«n'C/J' 

Soit  pour  abréger , 

'  YJf*L     *f     v  — cosC  /^  <fr         //<  —  «*si»*«\ 

n  ,         ..  ,,  7rco8*#co8*b*     /v      VN  «.        *  .. sra*      .  sin* 

afmqu'onaUV=;T^?z^.^(X--Y).SiOliÊut«=S^f,etc==sr?, 

on  aura  d'abord 

Y cosC     Ç Adp 

"~"  cos+ànCJ 


sin*  f  ' 


smab 
ou 

*  =  -! 7-3   /  ^.[sin'fltH- rr-J, 

5?b 
ce  qui  donne  l'intégrale  indéfinie 
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Mais  en  faisant  rsscotC  cos  «.— 55-?,  on  a,  comme  au  n°  ?4* , 

donc 

oos«3inb  sinC  v  *    ■    •      \i  —  r/' 

et  de  là 

x-Y=*4^y-i.<f±^ S=î_F+»J«î;n(-M.-«). 

*      \i  —  */       â      \i  -*rs      cûa«staC       ■       naC   -      v  ' 

Mais  la  partie  £  X(  ■  _    )  —  £  JP(  -~-  }•©  réduit,  comme  ci-dessus,  d'abord 

à  jC(   ^    j-y  «f  ( '"Hv  Jî  ensuite,  par  la  substitution  des  valeurs  de 
x  et  de  r  en  fonction  de  <py  elle  devient 

/>/'+«\  ■    m  /»/*  —  rin*«gin'*V 

jusque-là  il  ne  s'agit  que  de  l'intégrale  indéfinie. 
Maintenant  à  h  limite  de  l'intégrale  on  a  jc=  i  ,  ^ =£ ,  r=  i ,  A=cosa, 

1  ""Â'^r  '  4"tang*a  +  tan6*^î  donc  enfin  on  aura  pour  seconde 

valeur  de  V, 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  Y,  on  aura  la  formule 
Ajoutant  f  équation  T    kw^*  =s=  — ï-^  F  (o,  C),  on  trouve 

/Mes  -  îm*C-^/*.«> 

c'est  la  seoonde  formule  de  la  case  XII. 

a5i.  Pour  avoir  les  antres  formules,  désignons  en  général  par  T*?*1  l'in- 

38.. 
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tégraleyMNcosaB4.i<t>  ;  si  on  différencie  la  quantité  °  eJ^&  r.  et  que  de  la 

différentielle  on  revienne  à  l'intégrale,  on  trouvera  la  formule 

2ti  cos*  et  cos*£Ti,,+,  =  (ai» —  i)  (  cos* a  -+•  cos*  £  +  cos*  <t  cosâ  €)  T*1"1 

—  (2/1  —  3)  fi+cos**H-cosâÉ)TM--s 

B**  étant  l'intégrale  /- — J^?m  *  >  donnée  dans  la  case  III. 
Si  on  fait  n  =  i  dans  cette  formule  ,  on  aura 
2  cos*  a  cos'CT3  =  (cos*  a  +  cos*  S  -J-  cos*  et  cos*£)  I^fs — - 

/QdmcosPm    ,    w(coi«—  cosC)* 
MN       "■         ^ cos*  cosC 

L'intégrale   A  — J^        est  donnée  par  les  deux  premières  formules  de  la 
case  XI;  ainsi  en  substituant  sa  valeur,  on  aura 

/'    Qdm     sr  (sin*  et  cos'  C  4-  sin* C  cos*  «)    ,    co8*a+  cos'C  4-  cos*«  cosK  Ç  £idm 
MNcos3*""""  "  8  cos3  «  cos3  C  ■  a  cos»  a  cos' C  JMNcostf 

4sinCco8*«      v  '    y       4e08  «cos 'C      v  7     J7 

c'est  la  troisième  formule  de  la  case  XII. 

On  déterminera  ensuite  aisément  par  la  formule  de  réduction,  les  inté- 
grales T5,  T,  etc. 

CASE  XIII. 

252.  D'après  les  dénominations  rapportées  en  tête  de  la  case,  si  l'on  fait 
cos*  té  = ; ,  on  aura  en  général 

/dm  sin  m  cos*"4"1  •  I         rJ  1    r  •    *  A»         â    i\,  f  +  =  0; 

d'où  l'on  voit  que  cette  intégrale  ne  dépend  que  de  l'angle  ô- 

De  même,  si  l'on  fait  cos*  «  =  — *?* /.  »  ,  on  aura  généralement 

de  sorte  que  cette  intégrale  ne  dépend  que  de  l'angle  <A. 

On  peut  d'ailleurs  observer  que  6  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  sphéri- 
que  rectangle  dont  ctely  sont  les  deux  côtés ,  et  que  dans  ce  triangle  A  est 
l'angle  opposé  au  côté  y,  et  \ir — 6 ,  l'angle  opposé  au  côté  *. 


y 
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De  la  dernière  formule  on  déduit  les  deux  suivantes,  qui  s'expriment 
par  des  fouettons  elliptiques  dont  le  module  est  i  =  sin£  : 

/'  dm  sin  m         ,       I       r\**-\  J* 
PQcos"#       co*myJ  ***  f*=o, 

rdoAn*  cos"«  _  r  dp  {*  =  * 

J TQ  VÛ-+»' 

Si  dans  ces  formules  on  fait  «  =  o,  ce  qui  donne  €  =  y ,  A=s  £?r, 
Qs=  sin  * ,  P=  t/(sinâ6 —  sin**),  on  aura  les  deux  suivantes  : 

Jcos**m]/Ç3inX—  sin1*) =  cô?7?^  ^>  fP=o, 

/»     cfrcos"*  _        „c  fdf  ff=i*. 

J  i/(sin*C— sin'#)  ~  C°8    ^Ja-*** 

Ces  intégrales  seront  donc  toujours1  faciles  à  exprimer,  au  moyen  des  deux 
fonctions  complètes  F1  (c),  E1  (c) ,  où  l'on  a  toujours  c  =  sin  €. 
Si  on  observe  d'ailleurs  qu'on  a  généralement ,  lorsque  <p  =  ±t  y  (*) 


A 


=&  =  3^^""*^» 


/» 


et  que  dans  ce  cas ,  b  =  cos  €  ,  on  en  conclura 

l/(sin*C  —  ainSO      7      *     **> 

c'est  en  effet  ce  qui  résulte  immédiatement  de  la  substitution 

sin  a»  =  sin  €  sin  0. 

De  là  on  voit  qu'on  a  généralement 

J  |/(sin*C— sin*#)  ~~  C06    VSSFTTCriSf^liit^^ 
ces  deux  intégrales  étant  prises  entre  les  limites  «  =  o ,  a>  =  £. 

.     CASE  XIV. 

a53.  U  suffit  de  la  substitution  cosâ  o*  = ?°!^.  »A,  pour  obtenir  les 

i—  sin "^  sm  f    * 

deux  formules  générales  comprises  dans  cette  case. 

(*)  Cette  formule  a  été  démontrée  art.  148,  mais  on  7  parvient  directement  en  faisant 
tang?  =  I  cot  4/,  car  alors  A^î  a  Pcmr  tranformée  —  ^  fd^b*—1  (40  ;  or  cette 
dernière  intégrale  devant  être  prise  depuis  4/=ï«"  jusqu'à  4=°;  est  la  même  que 
pj-  fdpù?*-1  (?)  prise  depuis  f =0  jusqu'à  p  =  ï*. 


3o2  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

Les  intégrales  en  <p  s'étendent  jusqu'à  Q  =  \tt)  ainsi  elles  s'exprimeront 
toutes  par  les  trois  fonctions  complètes'F1  (s),  E*  (c),  II1  (— «c*sia*£,  c). 
Cette  dernière  peut  d'ailleurs  s'exprimer  en  fonctions  de  la  première  et  de 
la  deuxième  espèce ,  au  moyen  de  la  formule  du  n°  116,  qui  donne 

n«  (-c  «t*C,  c)  =F  (c)  +  ^rCF«  (c)ECc,ff)^.E'(c)P(c,0]. 

Si  on  a7  =  |T,  ce  qui  donne 

€  =  « ,    P ss  cos  » ,    Qs=j/(i  —  cos**  cos*a>)  , 

les  formules  précédentes  ne  peuvent  avoir  Heu,  parée  que  la  valeur  de  cos1* 
ne  peut  plus  être  représentée  par  la  formule  supposée.  Alors  on  a  l'inté- 
grale 

•/VC1— cos^co^*)*  1*  =  }*, 

dans  laquelle  faisant  sin  c*  ^=  tang  a  tang  $ ,  on  obtient  la  transformée 

CQStm-l*JcOSf  \  «ÛS*f/  |  ^  =  ï  «r  —  «. 

Cette  intégrale  ne  dépend  en  géoeral  que  de  la  transcendante  h-^z  qui} 
dans  les  limites  données,  se  réduit  à  ^jCÇ^^J  ,  ou  à  log  cot  7  a. 

CASE  XV. 

^54.  Il  s'agit  de  faire  voir  que  les  quatre  intégrales  désignées  par  T,  Y, 
T;,  V,  peuvent  être  transformées  en  quatre  autres  d'une  forme  plus  sim- 
ple, et  qui  ne  contiennent  qu'un  radical. 

Pour  cet  effet ,  substituons  d'abord,  au  lieu  de  « ,  la  suite 

tang  do  —  |  tang3  m  +  \  tang5  m  —  etc. ,  on  aura  la  première  de  ces  intégrales 

T==/ê(itailgÛ>~^tail88â'  +  etc)' 
Soit  ensuite   tang  »  =  tang  y  cos  £  et  cz=  —ï,  on  aura  la  transformée 

T=^/^^G-itang^cos^+itang^œs*^-etc.^ 

Supposons  qu'on  ait  déterminé  généralement,  pour  une  valeur  quelconque 
de  m ,  l'intégrale 

„      '  rd£  cos£  /m?         m5  _  .0    ,    m?        ,  *  t\ 

Z=JJLTJ1\J  —  T006  C  +  7  «**£  — etc.);       . 
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si  dans  oette  intégrale  on  fait  m  =  tang  y ,  ot  que  Z  se  change  en  Z' ,  on 

Z'  . 

aura  alors  T  =  .  étang»""  >  ^^  **u*  ^  r*d°ft  i  trouver  la  valeur  de  Z.  Or 

en  différenciant  par  rapport  à  m ,  on  a 

Soit  c  sin  £  =  sin  >J/ ,  ce  qui  doqne  A  =  cos  -j/ ,  on  aura 
dZ  nf      P  d^ 

Avant  d'aller  plus  loin  ,  j'observe  que  la  valeur  de  m  qu'il  faudra  substi- 
tuer  après  les  intégrations  &ant  taag>,  la  quantité  i  —  -~  est  toujours 
positive.  Soit  donc 


»" 


et  on  aura 

âz afr r        ety m 

dm        c(i  +  i?**)  J  cos**  +  »*6in*4  > 
d'où  l'on  tire  en  effectuant  l'intégration , 

Les  limites  de  £  étant  o  et  jît,  celles  de  tang  4  sont  o  etj ,  faisant  donc 


ne 


-r-sstangp ,  on  aura 


jp»y  Tnrdtn 

(IL  =   —7 — r—  rr  0. 


Mais  puisqu'on  ans:-  tang  <p ,  on  déduit  de  là, 

m*  =  sj  (c*  —  sin*  ^). 
Ainsi  en  substitrmfat  la  valeur  de  m  eu  <p,  on  aura 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  la  valeur  de  $  qui  donne  w  =  o, 
jusqu'à  celle  qui  -donne  jh  =  tang  ^  :  dans  le  premier  cas  on  a  $  =  X,  et 
dans  le  second  <f  s±=  8  ;  et  parce  que  A  est  >  €,  il  convient  de  mettre  Z 
mus  la  forme 
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Z  =  pfçdç  t/fc'— sin'p)  : 

et  l'intégrale  devra  être  prise  depuis  <p  =a  0 ,  jusqu'à  $  sss  X. 
De  là  résulte  l'intégrale  cherchée  --' 

T=_^-/^V/(8inâA— sin^)j  l*^6' 

c'est  la  première  formule  de  la  case  XV.  La  seconde ,  qui  donne  la  valeur 
de  V,  se  démontrera  d'une  manière  semblable* 

n55.  Pour  démontrer  les  formules  qui  concernent  les  deux  intégrales 
T;,  "V7,  il  faudra  substituer  au  lieu  de  il  sa  .valeur  développée  en  série,  la- 
quelle est  sin  m  -f-  j  sin8  où  +  y  sin5  a  +  etc.  Du  reste ,  le  calcul  sera  entiè- 
rement semblable  à  celui  dont  nous  avons  donné  le  détail  dans  l'article  pré- 
cédent. 

Si  on  fait  sin  <p  =  sin  À  sin  <v{,  et  sin  À  =s  c9  les  valeurs  prouvées  pour 
T  +  T  et  V  +  V  prendront  cette  forme 

T  -U  T'  —  iilE£-?il?lii  f     ^00>a^ 
"*"       """  a  sin**  ain*y  J  |/(i  —  c*sin*  +)  > 

Y+V'œ  — —  f        ** 

~  a  sinSj  f/(i  —  e*  sin*+)  » 

où  lep  intégrales  doivent  être  prises  depuis  4  =  «  jusqu'à  ^  =  |  tt.  On 
obtient  ainsi  pour  les  valeurs  de  ces  intégrales,  des  expressions  en  fonc- 
tions elliptiques  qui  se  transforment  comme  dans  Part.  a38,  et  donnent  les 
résultats  consignés  dans  la  table* 

a56.  Ces  mêmes  résultats  peuvent  être  obtenus  d'une  manière  plus  directe. 
Considérons  pour  cet  effet  la  double  intégrale 

« Çf  dpdg8mp(A.  +  Bca&*p) 

JJ  coïp  +  àn'p(^£  +  coïy  sin**  )' 

dans  laquelle  les  variables  ont  pour  limites  o  et  \ir. 

Si  on  exécute  les  intégrations  d'abord  par  rapport  à  q,  ensuite  par  rap- 
port à  p9  et  qu'on  fasse  c  =  ^^,  on  aura  pour  résultat 

1 n  P       *-cos**    t     5TCOS#sinC  ^  f        p^\ 

Z==BL-^î^  +  arinU«ia^E(<?>  €U 

Faisons  maintenant  les  intégrations  dans  un  ordre  inverse,  et   soit 
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cos /?  =  «£,  nous  aurons  d'abord  à  intégrer  la  différentielle 

jp  —    (A  +  B*»)3r 

où  Ton  a  m*=  — j^+cos'j'sin1^.  U  faut  pour  cela  distinguer  deux  cas, 
selon  .que  m  est  plus  ~gran4  ou  plus  petit  que  l'unité.  Or  je  remarque  que 
depuis  sîn  q  =  o  jusqu'à  sin  q  =  -r-7,  la  valeur  de  m  est  plus  grande  que 


l'unité,  et.  qu'on  peutrfaire  m  3=  —  j  mais  depuis  sin  «7  ==  ^-j  jusqu'à 


co§#'  *  'sin 

smq=n9  on  a  "»<!*  «t  il  faut  faire  /n=co6«. 

c  •*.      a  .  '  cos*flr    .        »      •  . 

Soit,  i°.  m *=;^  =  ^^  +  cos*7sin*7,  on  aura 

tfP  as  cos*  orr        _/.  »  -.  % 

Intégrant  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  1 ,  et  appelant  P'  cette  première  partie 
de  la  valeur  de  P,  on  aura 

F=5-7- B  cot1»  +  (  A  sin1»  +  B)  il  cptâ^f 

Il  ne  restera!  plus  qu'à  trouver  là  partie  de  l'intégrale  Z,  désignée  sembla- 
blemènt  par  Z',  dont  la  valeur  est  fP'dq.  On  substituera  pour  cet  effet 
la  valeur  de  dq  en  fonction  de  «/et  on  trouvera,  d'après  les  dénomina- 
tions de  la  table, 

Z7  =  A  cosa .  V'  +  B  cosa.  T. 

Soit  ,2°.       m  =  cos* o>  =  — 1-2  -|-  cosâ>  sin*  q ,  on  aura 

cos*»  -f-  4f*$m,#' 

et  l'intégrale  de  cette  quantité,  prise  depuis  x=o  jusqu'à  ,r=i,  donne 
pour  la  seconde  partie  de  la  valeur  de  P, 

fc"= -r^-  +  (  A  —  B  cof  *>)  -r-^-., 
siu'u    ■    x  ysin»cos» 

:.  I 

De  là  résulte  la  seconde  partie  de  la  valeur  de  Z ,  Z"=/P"<fy,  daus  laquelle 
substituant  la  valeur  de  dq  en  fonction  de  »,  on  trouve 

Zf,=k  A  cosa  .V+ Bcos  ct.T, 

donc  enfin  la  valeur  totale  de  Z  est 

Z;=Acosa(V  +  V')  +  Bcosa(T+T,> 
T.  I.  39 
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Comparant  entre  elles  les  deux  valeurs  de  Z,  on  en  tire  les  deux  formules 
données  dans  la  table  pour  exprimer  les  valeurs  de  T-f-T'  et  V-f-T7. 

Le  cas  de  y  =  a,  où  Ton  a  cos  C  =s  cos*  a,  mérite  d'être  remarqué, 
parce  qu'alors  les  quatre  intégrales  T,  V,  V,  V,  sont  prises  entre  les  mêmes 
limites  où  =  o ,  oo —  a.  11  conduit  aux  formules  rapportées  dans  la  table. 

Enfin,  le  cas  de  ^=|w,  où  Ton  a  €:={#•,  X=£çr,  0  =£«■ —  *, 
donne  ces  valeurs  très  simples  de  T  et  T', 

où  les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  $  =  £*•  — ce?  jusqu'à  p=z?!T. 
Or  en  général  on  a 

f<pd<p  cos  $  =  <p  sin  ^  +  cos  ^  +  const . , 

f(i7r  —  $)  dp  cosp  =  {{ 1C  —  <p )  sin 9  —  cos0  •+■  const. 

Donc  entre  les  deux  limites  désignées ,  la  première  de  ces  intégrales 
s=j7t(î  —  cosa)-f-&  cos  a  —  sina,  et  la  seconde  =siu  et —  a  cos  a.  De 
là  résultent  les  deux  formules 

/»_      (i  —  mcx>tm)d*  jw  -    «cola '  — »  i  (m  =  o, 

suiff/O —  oos**<»6*  ■»>"*""  i-f-ew*'         sin*      *  l« 


/»     (Sl  —  8\nm)d*cos*  r  — acot*  /  *  =  o, 

sin*#  t/(sin**  — sin**)"""       sin*       '  (  *  =  «, 


où  l'on  doit  remarquer  que  la  première  de  ces  intégrales  est  prise  depuis 
û>  =  o  jusqu'à  «  =  £flr,  et  h  seconde  depuis  «  =  o  jusqu'à  a=a. 

Ces  deux  résultats  peuvent  se  vérifier  par  l'intégration  directe.  En  effet, 
on  a  indéfiniment 


/; 


(l  — m  coi  m)  dm  y  \f{i  —  008**e08*«) 

sin*  |/(i  —  cos*  *  cos*  a)*-  sin*«sin» 


•+•  -7-7-  arc  sin  (cos  cù  cos  et)  •+•  C# 


•m"* 


Prenant  cette  intégrale  depuis  û»  =  o  jusqu'à  û>  =  £7T,  elle  se  réduit  à 


ï*         «    *  cot  «  —  I 


1  -f-  cos*  sin  * 

On  a  de  même  en  général 


/»  (Q  —  sin«)ri»cos« nt/(sin*#— 8iq*#)    ,    cos*  /cos«\    .  n 


Prenant  cette  intégrale  depuis  6>=o  jusqu'à  **=±set,  elle  se  réduit  à 
comme  on  le  trouve  à  la  fin  de  la  case  IV. 


•       —| 
sin* 
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CASE  XYL 

^57.  P*r  les  formules  des  cases  I,  H,  IV,  V  et  VI,  on  peut  connaître 

^cos"asin"û>,  quels  qufe  soient  les 

nombres  entiers  m  et  /?,  positifs  ou  négatifs,  pourvu  que  m-\-n  soit 
pair.  Les  formules  cfe  la  case  XVI  donneront  la  valeur  de  cette  intégrale 
lorsque  m  +  n  sera  impair. 

Soit  pour  cet  effet iiri*tf = sin*a  sinâ  <p + sin*  €  cos'p = sinâ 6  (  1  —  ca  sin*  ^  ) , 

et  c*=  1  —  .  ,g ,,  on  aura  en  gênerai 

Cette  intégrale  de^ra  être  prise  depuis  $  esd  jus<}u&  ?=j9r;  ainsi  elle 
ne  dépendra  en  général  que  des  deux  fonctions  complètes  F'(c),  E'(c).  Il 
en  sera  de  même  de  l'intégrale  générale 

et  ainsi  on  a,  quel  que  soit  », 

/df  cos«  1  /*  </«  CQ8«*in"a> 

ÎOf ^a^# **  «a^«iMf  Jf  MIT    "    ' 

Par  la  même  substitution  on  trouve  en  général 

/dm  i  Ç dp 

MNcos»""*1*       sinC cQ8**ij    (1  -f  c»  tanjfCibi't)"*' 

intégrale  qui,  étant  réduite  d'après  la  formule  /4?r  de  la  case  VI,  pourra 

toujours  s'exprimer  par  les  Irois  fonctions  complètes  F1  (  c  ) ,  E*(e), 
IP  (c*tang*£,  c)j  et  cette  derrière,  comme  on  sait,  peut  être  expriq&ée  en 
fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce,  par  la  formule  du  n9  107. 
Les  trois  autres  formules  générales  de  la  case  XVI,  se  déduisant  des  trois 
précédentes  en  mettant  £?r  —  É  et|sr  —  et  à  la  place  de  a  -et  t. 


39. 
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TABLE  GÉNÉRALE  DES  FORMULES. 


CASE  I. 


Dénominations  J.  N  =  •(•»*. *-«'•), 
sînÉb  —  sina« 

7Î?5 — • 


*=- 


Limites  des  intégrales  {  *  ^  *' 


=  5^, 


dWcos*sîn* 

dm  cos  m  sin3  m       *  ,t    .   „      .    .    .      ^  r     • 

<f*  cos*  sin5*      «r/i.3 


'/ 

/<Z*cos*sind*      «r/i.3  .   .      .   »   .  .   .     -       1.3  \ 

•  '     '  i     (>  '*  '      .      »  ;  J '    t    /•  j  ■     !:/  •  .     i.j. 

et  en  général, 

ou,  en  effectuant  l'intégration ,  '•'*'-' 

MNsin3*       2sin3#smffc\  '   a  " 

et  en  général, 


dm  cos  m   *r 

MN  sin#       2sinasinC 


ÇJ    dm  cos  m 


i 


sin^^iéin*»^ 


*tf 


dm  cos  m  sîn*"+l  m 


.  r 


CASE  II. 


Mêmes  dénominations,  eUimi,tes  que  dam  la,  cw  I. 
Déplus,  h=ï2£±H2?£î 


cos"« 


*  dm  sin  m  cos* 


y   mn 


*sinW#=!Gcos'C+-:co«%), 


MN 
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/dssuittcosP»       jt/i.3       ,,,  -  1.3        ,    \ 

MN  a\a.4  ^*  *  ^2.4  /'    - 

et  en  général, 

/d*  aineco?**1*      *•      ._    /  .     .    ,  it.n—i  ,.   1.3         ,     \ 
MN =  ;«y-(«-rt.  x  +  __A..-^-etc.). 

/ofosin»  ^ 

MN  cos*  ""2  cosCcos»' 

MNcos3*      acos3bco«J«v 

et  en  général  f 

/d&êinm       1  Ç  dm  sin  m  cos**4"1  * 

MNcos*-*"*  ""  COf+'ÇcQS***1*]   " 


MN 


CASE  III. 


Mêmes  dénominations  et  limites  que  dans  les  cases  I  et  II. 


'=/ 


MN</«cos« 


jr 


jL°=7(sinff  —  sin«)», 


"4 
y(sin*C — sin»*)* 


t w  (sinC—  sin«)» 

4sin«sinb 


i6sin3#sin3C    ' 
32  sur*  sin°b 


et  en  général,  - 

rPsinC/i        »—* 2  ,    1.3    ,   n  —  2.»  — 3  ^    1.3.5         fc     \ 
4sm*a-1«\4  ï  4-6  >-2  4-6g  •/ 


RtB ÇW$dm$mm 

"j       COS*"+»«    ' 


B°  =  j  (cos«—  cosC)% 


3 1  o  FONCMONS  ELLIPTIQUES , 


__       *r(cos«  —  cosC)* 
4cos«oos* 

R4 9T(C0Sft«—  COS'C)* 

i6cx)s3*cos3C     ' 


et  en  général , 

_..       ?rh*cos*  /i        /*  — 2.     1.3  .   /»— 2.n— 3  .,    1.3.5         a    \ 

C1"  =/MNdW  oos  «  sin1»-*  •, 
v(sinC —  sin«)* 

C<    — 7 — •  — A        f 

4sin«sin? 
C*  =  -.  (sinC  —  ftin«)V 


C*"=  sin*"-1  «  sin"-'  f .  A* 


}tv 


j  cos#8in,■■'■,»' 
D»=ï[i-coi(C-«)], 

tv>_  »mp'(C  —  «) 

4sm«srab 
D<  =  D'  +  A*, 


MN<fr 


J   •in•coy•+,#, 


4  cos  «  cos  w 


Kft«_Kut-.^B» 
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H" 

-J           cos.         ' 

H» 

-;!■ 

-«•<ff— )], 

H« 

cosC)», 

U* 

=  H»- 

■  c*, 

• 

\ 

' 

H^ssH111-*  — C1». 


CASE  IV. 


M  et  N  comme  dans  la  case  L 
Limites  des  intégrales,  idgm. 

y  angle  auxiliaire  tel  que  cos>= . 

Dénominations.  J  -,  ,  ,  aîn  y 

\  Module  c  =  -? — >. 
sin  C 

Son  complément  6  =    ™  ^ 


MNsïn'#~cos«ain**   W  ^Sn^Tsin^^  W> 

J  MN sin»-*»       cos-sinC J    A^T«w^  l  j  =  i  ». 

Connaissait  les  de w  premiers  termes  /  ~  =  F*  (?),/A^:=El  (c),  on  connaîtra 
en  général  l'intégrale  fû**+l  dç  par  la  formule 


CASE  V. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


/MN~eo^7MnlF,(c),   ' 

/*     <fi»  i         ra,v   .       sinff     _,/  . 

HT5?:  =  SîaspW  +  55n5»R«' 


3 1 3  FONCTIONS  ELLIPTIQUES , 

Ces  formules  se  développent  comme  celles  de  la  case  précédente,  et  on  peut  la 
exprimer  toutes  par  les  deux  fonctions  complètes  F'  (c),  £'  («). 


CASE  VI. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


J  MN_cos-sinlF,(c)' 

^^-=_jin^        _c.  «n|F  ip  1£ 

J       MN  costfsmb      v  '       cosC  w  .   s  '» 

/dWsin**  sin**       -     .     .  ,  .     .  .-\„t/       .       .        N 

MN  2cos*sinC-  .        /      \ 


sinCsin'*  p  (c)  _  sjnCços.  £l  (^ 


2COS« 


/</«  sintw« »in>m«     /] dp f  p  =  o, 

MN      ^cosasinTj  A(i— c^cos^s-n8?)"1  t  f  =  jy. 

Pour  effectuer  les  réductions,  soit  i  +  nsin*?  =D,  on  aura  en  général  la  formule 

Ta»-2    JaD^' 
Ainsi  en  partant  des  trois  premiers  termes  connus,  où  l'on  a  i>=—  c*oos*«, 

on  déterminera  généralement  l'intégrale  /jycs  prise  entre  les  limites  f=ro;  f=ï*. 


COROLLAIRES. 


N  cos«8inb       v  •'       oos«sin£      w' 

y,|^  =  F(c)ECc,C)-E«Cc)F(o,C), 
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/dm  mm  _  t   ^/i+sinCv  (  «  =  o, 

l/(sin*C—  sin'm)  ~  *  ^  \i  —  siuV    9  N  =  C. 

/'        A> sin3* _  i  -I* 8Jp*C    />^L+Î5?^N        i    •    /• 

cosC 
Les  deux  dernières  se  vérifient  par  l'intégration  directe  en  faisant  cos#  = . 


CASE  VIL 


, .    $f  émes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


/5!S  =  aeos*sintfF(Cjff)' 

/*     mdm «-(sintf  — sinC)    ,  w     '      p  /     ^v    ,        *-cos«      ^  f      - 

MNsin**  —      asin*«sinC      +  2  ces-  sinC  *  ^  *>  +  asin^sinC  ^  QC'  ^' 
/*    mdm      ' «-(sinC  — siniQ*       s    sin* «  +  sin*?  +  sina#  sîn'C  /"     #A> 
MN  sîn4  «  ~~        iasin^sinSf"  "*" *  '  sîn'n  singC  J  MN  sin*  m 

i+sinV-Min'C  Çmd* 
"-*"•         sinUsin'C    "J   MN*. 

rjrr-T^r-,  on  aura  cette  formule  de 
réduction! 

(27»  +  1  )  sin*  «  sin'CZ*"*'  =  a/»(  sing«+  sin" C  +  sinU  sinfff)  Z" 

—  (an—  i)(i  +sinU  +  sin'C)Zt*"t 
-f  (an  — a)Z—4— À", 

À**  étant  l'intégrale  /  — r^r; — ,  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  III. 
^        J       $mr*+*m       * 

COROLLAIRES. 

/(i  —  «cot*)A>cos« •    w     *cos»C  j./\  +sinC\  f  *  =  o, 

singi»l/(sin*C— sin*-»)- 4sin3C      8sio3C  ^\i  —  sinC/'  t   «==C. 

Te,  — cot^)^=5,  {"=?> 

J    v  '  sin'#        4  l  i»  =  ïjr. 

/»  mdmco&m *_  f     ta       '     ï  /   •  ==  ** 

sin^|/(sin*#-sin*#)""  asin«  U       unB«->  t   «^i*. 


CASE  VIIL 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


J  MN~a~^sinCF(c,C)' 

/*•    mdm y(cQ3C  — CQ3«)  x  _,,     ^  '  jrsinC       -        -. 

MNcos1*-      aoos*«cosC      ^  acos«siuC     *c*  /  "*"  acosiicos'C     ^°'    '- 

T.  I.  4o 


3x4 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 


/*    mdm       t  (cos«~cos£)*   %    ft     cos'/tf  4"  cos^  +  <*»'  *  cos* €  ■  P    *dm 
MN cos4 *         i2cos3#cos*£   "*" * '  *—         oosNfOos'C  J Mfteos'i 


a*  cos'C      J  M9 


COSa 


»<Afr 


En  général ,  sî  on  désigne  par  Ua"  l'intégrale  /  Tfjrr — s">  on  aura  cette  formule 

de  réduction  : 

(  în  *f  i  )  cos*«  ces*  C .  U»***  =*2»  (  cos** + cos* C  +  cos^cos^U** 

—  {a»  —  OCi+cos^  +  oos^OU»»-1 
+  (a*  —  2)Uf— *  +  B«% 

B"  étant  l'intégrale  /     ^^tlt^.l  ^    ,  dont  la  yaleur  >est  donnée  dans  la  case  III. 


cosmi 


COROLLAIRES. 


J  sin*  i/(sin*£—  sin*»)       4*"*^      \  i— ainC/ 
Jcôi? 


mdmsiïï* 


w(i-*-cosC) 


/  •  =  <>, 
1  m  =  C. 


m\/(siniC —  sin'*)  acos'C      * 


CASE  IX. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  IV. 


r 


MN- 2cos«sin?     *  '    J 
#dv  sin**  si 


MN 


ï*l*>  *>  -  -l^*-*  «<-**** *>  *> 


acosasint     x   '     '        a  cos  #  sin  C 

ir 


—  ^(i  +  sin^—sin'a), 

wfosin**      *•,.  *A     ♦.  «_N   ,  *•   a— cos*«fc,eos,C        *.      y .        .  ^„,    ^ 
MÎT-  =  8 (sm  f"; 8m^)  +  ? •      co,<,8mC~-F^<^|COS*8|Dir^(c'C) 

—  «7^ r-ifi+sin^  +  sin**)^— »sin**,  q,£) 

4  cos#  smC N  •  /     \ 

—  g  (i  H-sin^  +  sitf  #)  ^(i  +  sin*C— 4inU)* 

— -zr=? — ,  on  aura  la  formule  3e  réduction  : 

2n\M+*=(2n—  OCi+sin^+sm'QY111—  (an—  ajCsin^+sin^+sinVsin'OV»^- 

+  (2/i— 3)sinft«sinte  V"-*— Cg", 
Ca*  étant  l'intégrale  fMNdmcosmsm**-*2*,  dont  la  valeur  estdomrêe  dans  la«ae  MI. 
Nota.  La  fonction  n(  —  sinV>  c,  C)  et  la  fonottan  4l(^)c*cos*«,  «,<£),  *[ui 
entre  pour  sa  valeur  complète  dans  hs  formules  deh^case  VI,  ont  «enta 'aies  Ja 


CHAPITRE  XXXV. 


3i5 


relation  suirante,  tirée  de  la  formule  de  l'article  55 , 

sing#n  (— c*cos*«t,  c,  C  )  4-  cot^U^r^tit^y,  c,  C) 
_siaayp        n       sin'ycos*        / 1  -fr  «***£  —  «V*\ 
~sh??     *>  '    ;  asinC"*  X  \i— sm'C  +  sin**/ 


COROLLAIRES. 


/ 


£«&=     ^(,+™-C_d..«)  +  î^fRn(-«aV,o,f) 


rCOS*C 


2  cos«  sm 

wCOS'G 


jF(^), 


/5-*«-ï^(«+*'«-*'-)-^S3a«'(--^.^o 


+S5^^' 


i/(sin'ff  —  sin*.)  "~  a  X  Vcos  C/  '  l  •  =5=  (T. 

y  ^  |/(«n*C-sin».) = ï  (i +«nC)  /»  (  i + ainC)  +  ^  (i  -mbQ^Ci  -  siof ) , 

r#c6»  sin.  V'C «n'C — sinV)  s  g  fin» £  —  %  oos* C  «^f^jç) » 
\/(sin*C — sin*.»)      4  *^cosC      8         ' 


âtcUtcosm 


^(sing#  —  sin*.«) 


=  ï*^(i+C0S#), 


CASE  X 


M  et  N  comme  ci-dessus, 

1  </»        ,    ^y  i  •+•  «in  *> 


\     fdm  ,    ^/i  4*  <*n  «\ 

Dénominations.  ^  a  — 7  cos"i  —  *  ^v— 'sin «/ 


modulée  = 


sin« 


sin  C* 
Limités  des  iatég.  -  #  ao  «,  *  s=  C. 


XXdmcosm 
*Qdmcosm 


asm 


F(c,«^ 


/%Qdmoosm w y  —  f    -.  *  v  f    C\ 

MHêin'*;"  *5^SK  +  *  sin**  fia*  *  Qc,6;—  asinUsinff  *  (c'  J> 
fOdétcosm s  siTfct+sm'C  ftldmcosm  i        .  /*Qrf«  cos»      «-sin*  (C  —  et) 


40.. 


3i6 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 


En  général,  soit  P*"  =  /MN  •  «,  >  on  aura  cette  formule  de  réduction  : 

(2/»  +  i)  sin* a  sin*£  .  P*"**  =  2/»(sin**-f- sin*C)  P^— (a»  —  i)  P*""*  —  D*» 

D*"  étant  l'intégrale  / .  ..,,•- ,  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  III 

°       J  cos^sin**^1* 


COROLLAIRES. 


lâtcos*    N       *-sin£      «-(sin'C  — sin**)  AS      wsinC_,     ^ 

in**         M      2  sin*  2sin'*sinC         v      '      2sm*«  ' 


$in 
Qtfâ>cos*>     M 
sina«      '  N 


2  sin* 


^(sin** — sin'*)       2     v        " 

a 

A 

A 


-r-r-  l/(8mm*4-8Uk%*)=: sin*4--E1(sinft), 

smftf  r  N  '  2  "  2  ' 


OdWcos* 


sin  m  y  (sin*C — sin*  #)  2  '  sin  C  ' 

(Cl  —  $m*)d*cosè  *  .    >.       /k 

sin3  m  l/(sin'C —  sin*#)  4  sm  * 

sin*        4  ' 


1  •=ii 


f  •  =  <>, 

l  -  =  C. 


/y_n_     \  a>  _ir* 

J  \sin#~"îV  sin*».""  8* 


CASE  XI. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  précédente. 


A 
A 
A 


'Qd«  cos  «  sin**     •*•                           **    *  *   •   fin»*    *\      *"  •#•!?•    /»\ 
-  =-  (1  —  cosacosC)  +  -sinCF(c,C) 8inCE(c,C), 


MN 
Hd*  cos  *  sin4  #        ir 


m =  -(cos— cosC)*  +  5(sin*-+sin"C)y: 

1    •  •       •  %r  rQdmCOSm 
—  3  sin**  sm*Ç  #- 


Cïdm  cos*  sin** 


MN 


MN 


En  général ,  si  on  désigne  par  Q1*  l'intégrale  / ^j    ,  on  aura  cette  for- 
mule de  réduction  : 
(2»  + 1  Q'«+*  =  2/»  (sm*  *  +  sin*  0  Q"  —  (2»  —  0  sm**  silrt  Q^r*+M- , 


H-  étant  T 


■ 


MNrf*  sin*"-' 
cos* 


• ,  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  III. 
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COBOLLAIRES. 


JQdm  008  ••îtj= — -  (i— co$«coaC)  +  - »nf  E(c,  Q  , 

y\j              M       a-,                     „.    ,   *-(sin*C —  sin'u)^.     „x       w    .    *~,     ^ 
°A,CO§i'-N=â(l"CaS#COsC)+  I7ÎÏC ^F(c,0--smCE(c,C), 

y'  Qd*  sin  «  cos  «         x  ,  t  »  —  o  , 

/»        Q<&»  008*0  t     ,    ir  . 

/OA>  i/(sin*i>  —  sin*  *)  =  -+-  cos^F'Csin*)—  ^E1  (sin*),        {  *~** 

.    ,  .    « t-t-t    1  Sin*  « r-r—  1  =  -  (i  —  Sin  «). 


CASE  XII. 


Mêmes  dénominations  que  dans  la  case  X. 


rOd*co%m_     w 
J      MN      —  2sinC*Cc,C;' 

fîJs^—^-ï-tni—  *in**,c,  C)  +  - - 5^(i  +  tang«C  +  tanga#), 

./  MNoos*      asmC     *  '      4cos«cosC      v  °  °    ' 

/Odm      7c(sin%ttcos*C-\-$\ntCco8*a)      COS**  +  cos*g  +  COS**  COS*C  Ç    Cïdm      ' 
MNcos**  Sco^clco^C  "*"  acos*«cos*?  J  MNcos* 

-  /    i   J     .    F(c,  O  -  /    ViDC  .,  E  (c,  C> 
4  8in£co8*«     v  '    '      4e0»  «cos*C     v  '    ' 

En  général,  si  on  désigne  par  T**+l  l'intégrale  /  tj™ »,+,    >  on  aura  cette  for- 


onco8*«cosftC T*"+I  =  (a»—  î)  (cos^  +  cos1^  +  COS** cos\C)  Tâ"-« 

—  (a/»—  2)  (î+ccVa+cos1^)  T"-3  +  (a/t— 3)*P— M-Bs" , 

Bt-  étant  l'intégrale  /  tttz — ,  dont  la  valeur  est  donnée  dans  la  case  III. 

^        J     co$tm+lm 

COXOIXAIRS5. 

cos«V/(sin*C  — sina«)  ""  acosC  ^VcosC/'  I  «  =  ^. 

/• Qd*  sin*  m ysinaC  ,        w        „/    i    \ 
co8*« v^C»^—  *o*<0  —  8  co^CT  4  cos'C  ^  \cos  Cf 


3 1 8  FONCTIONS  ELLIPTIQUES , 


CASE  Xl11-  Dénombat  {  *"  Vi**—***), 

l  Q=  V^Ci—  cos*«cos**), 

!C...  cosC  =  oos«  coay, 

a  *      sin  «  .    .       tans  y   , 

6...  tangé  =sinycot#,  cos8  =  -: — *,  sin9=- — 2_. 
D                        '             sinC  tangC 

tangy  sin  y  tang« 

A...  tangA  =  — r-2^,       sinA=- — i.  ooaA=sr---B>. 
°         sm#                      sin  t  tangC 

Limites  des  intégrales. . .   «  =  o ,     *  =  y. 


dm  sin  «  cos  « 


f 

/dm  sin  «  cos3  m / 1  -j-  cos*C  \  sin*  iky 

PQ  \  2cos3«  /    """acosU  ' 

et  en  général; 

Toutes  ces  intégrales  s'expriment  an  moyen  de  l'angle  6;  tontes  les  suiyantcs  s'ex- 
priment au  moyen  de  l'angle  a. 

/'A»sin«  A 
PQcos*      cos  y* 

/'cbsin*  /i  +  oos*C\         ajnjrsiny 
PQcos3*-  \    acosV"/^^  acos*y  ' 
et  en  général , 

PQcos*""1"1*       cos^+'y'^  v  ry  l  f=A. 

De  cette  dernière  formule  on  déduit  les  deux  suivantes,  en  faisant  c=ssinC  et 
y/(i  —  c*sinap)  =  A: 

J  PQcos"*       cos"y J  »r#  |f-A. 

/<£»sin*cos'**  ..      /•  dû 
^ =  <*»"*  JS=*'  ... 
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A 


dmsinm  '17/        s 

/d*tinmcoa*m           1     „,                 ûnmsiny 
PQ =  SiÛï:^A) ^T' 

/'dm  1 

cos*«t/(sin*v  — sbf«)  ~  55?;  P^b  ^' 
/'        dmcos%m 
l/(sinV-»in^)=E(81Dy)' 


CASE  XIV. 


Dénominations  et  tûnit€64om  merlans  la  «as*  précédente. 

Afodjile,c;=3~r~£. 

smf 


et  en  général , 

f*&-.=<^,f%<~<+<">«^        {;:?; 

intégrale  qui  pourra  toujours  s'exprimer  au  moyen  des  deux  fonctions  complètes 
F(c),E'(c). 

De  la  même  formule  on  tire 

/</»COS*tf       ©os^v     i#        .  ,        x 

et  en  général, 

/dm cos*»^  __  °°s%my  f  ^  i  9  —  °* 

PQ     ~TmTj  ^j(i  —  «n'y  tin**)»'  4*  =  ^. 

intégrale  qu'il  sera  toujours  possible  d'exprimer  t*u  .moyen  des  Jtrois  fondions  com- 
plètes F1  (c),  E1  (c),  n1  (  — sin*y>  <?)•  D'ailleurs  puisque  sinV  =  casin*C,  la 
troisième  fonction  se  réduit  aux  ^uu  niions  de  la  première  et  de  la  deuxième 
açpèçe,,pajr  la  formule  du  n°  u6,  qui  donne 

n«(-sin*y,  c)=xF^(^^^C^W!E<c,tf>-E»(c)FOIÎ,  C)].. 


3ao  FONCTIONS  ELOPTÏ(#J£S, 


CASE  XV. 


Mêmes  dénominations  que,  dans  la^case  XIII. 


Intégrales  T  et  V  prises  entre  les  limites  W  =  of  #=ry,   "■.  [  .  \ 

_  _  P (i  —  m  cot»)  dm  cot«  ______ 

J  ^(sin*y  —  sin**).  |/(i  —  cos'ae  cos'*)' 

_/  l/(sin*y  —  8in*i»).|/(i  —  cos'acos*») 
Intégrales  T*  et  V  prises  entre  les  limites  #=o,  #sa. 

«v r (Q — sin«)  cfocos» 

"^JaufêÈl/^m**  —  sin*#).^/(I-^c^Vcûstt*), 

v, Ç  Cid*  cos* 

J  \/(s\n*ûi  —  sin**).  */(i  —  cos'y  cosé#)# 

Ces  quatre  intégrales  se  réduisent  aux  suivantes,  qui  ont  pour  f  limités  f  =  0, 
»—V,.  ,     .  .  * ~~ 

T  =  ..  ??*«-  /frfpv/(«jirA— sin^), 

sinVsin'y  v  ^* 

smâii8in*y  w -r  r  .      t/i     _.     ^ 


v = —  c    *** 

sin  CJ  t/(«in*A  —  «»*♦)'. 
~  sinCj  f/(sin*A  — sin*^     , 


i 


Il  résulte  de  ces  expressions  les  deux  formules  : 

t  +  r  =    . *  '  : ,  /^«/c  «** * '—  «nftf)>    ; 

asin*#sm  y  s 

'  ■  •  »      '  '  *  ** 

T  asinCj    t/(sin*A  —  sin*?  )' 

lesquelles  peuvent  être  exprimées  en  fonctions  elliptiques  dont  le  module.  •  v 

c  =  sinA  =  — — -,  de  la  manière  suivante,  .    \ 

sin  Q 


\ 

\ 


;  .      2sina«sin*?l  „  \    ,  asmÇsmay     v      /       asin*«  • 


\ 


V+V'  =  — ï->F(c,  C).  '..,..   ...        ,   *     i 

1  asinC     v  ~    " 

CQEQULAIRES, 

Des  valeurs  de  T  +  T7  et  V-f-V*  on  déduit ,  en  faisant  y  =  «,  et  par  suite, 

cosC=:  cos*«,  c=~. — >,  les  deux  formules  suivantes: 

sin  C  ,       . 


CHAPITRE  XXXV.  3a  i 


A 

f: 


V'(co*^r-cos*«).l/(i--cos*«co8*«)       asinC    *  '    '* 


(Q  — «cos«)<&»co8*  s-sinC-,     ^ 

-> = — - — -Jl^c,  C) 


sin*«  v/(cos**  —  cos'ce) .  \/(i  —  cos**  cos'«)       asin+ot 

ircos*«     _,     -  xcosa 

2stn«sm£      v  asra?« 

Des  valeurs  de  T  et  T  ob  déduit  encore  les  deux  formules 

/*        (i—  mcotm)dm jw         t   «cot«— I  f  *?=0, 

SÎn#V/(l  —  C0S*«C08*»)         I  +  C084^           sin«        #  l    *  =  £sr. 

/»    (Q  — ainé»)A>cosé»      i—  ttcotm  i  m  =  o, 

sin'm  ]/(  sîn1*  —  sin-#  )           sma     *  t  *  =  *. 


CASE  XVI. 


M  et  N  comme  dans  la  case  I. 
»in*«\ 
sinC/*  "^smC" 


1M  et  W  comme  dai 
Module  c  ts  y/  (  i 
Limites  des  intégrales,  •  =  «,  *  =  C 


sinV\     , siDa 


SS15?:""S??/  A3  ""sin^sinC11  W' 
JMNsin"*      But'+^J  A-*1       sinCsin"*'         ^ 


/*    ^      — ---i— -  n1  (c*  tangfC,  c), 
MNcos*      «nCcosPC      v         *    '    n 

/»        dm  l  Ç  dm  i  9  —  0, 

BINcos—  'C™  smCoos8^  J  A(i  +  c*tan^Csin^)»#  t  ♦  =  £*. 

Toutes  ces  intégrales  peuvent  s'exprimer  par  les  trois  fonctions  complètes  F1  (c), 
E'M,  n'(c»tantfC,c). 

Si  Pon. change  dans  ces  formules  sin«  en  cosC,  et  sinC  en  cosa,  ce  qui  donne 

pour  o  et  b  les  valeurs  e  =  1/  f  i  —  — —  ),  &  = ,  ou,  suivant  les  dénottii- 

r^  r  \        cosa#/  cos# 

nations  de  la  case  IV,  c  =  siny,  &  =  cosy,  on  aura  les  trois  formules  générales 

I     qui  suivent  : 

T.  I.  4i 
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fi 


MN  coatm«      cos#cos8*£ J  *' 


/*       dm  I  p dp 

WS  8in%m~' *  ~  oc>s*  sin** *  J  A{i  +  <*coV  *  un*  9)*' 
Tontes  ces  intégrales  peuvent  donc  encore  sViprhnerparles  bois  foMtfatt 
pfete»  F*(c)>  E'fc),  n«(c%cot**,  «>  ... 
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208.  On  a  vu  dans  l'article  y6  que  lorsque  le  paramètre  n  de  làibac- 
tion  proposée  II  (n}  c,  0)  est  négatif  et  de  la  forme  —  i  -f-^siii'  fl,  Je  para- 
mètre  n°  de  la  première  transformée  II  (/i°,  c°,  f°)  est  positif,  ainsi  que  tons 
les  suivans  n°°,  n000,  etc.  Cette  circonstance  ne  nuit  en  rien  au  succès  de  la 
méthode  dont  l'objet  est  de  trouver  une  valeur  approchée  de  la  fonction 
n(/i,  c,  <p).  Cependant  il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment,  a  par- 
tir d'un  paramètre  donné  n  delà  forme—  i  4-^sin'fl,  oapçut  exprimer 
successivement  la  fonction  II  (»,  c,  f),  par  des  fonctions  sembWbles  demi 
les  paramètres  sont  de  la  même  forme  >  et  dont  les  module»  m  aoefeèdent 
toujours  dans  l'ordre  décroissant  c%  c%  c#%  etc.  *  ^ 

Nous  avons  déjà  trouvé  (art.  68)  qu'en fôtsanU&0  =  lî+^^^i0na 
F  (c,  ?)  =  (i+c°)F  (c°,  4),  On  déduit  de  la  même  substitut»*..  • 

E  (^ *)  =f^î*'}^Q  +  ****)*  Ce  ^  ^^  **  fonnu]e 

oùlona     ^  Y  =      ,  j  V*^4»,    ~  =*=  *f  *"4  «^ 

Cesfownufc»  rte  dtfiferrâtfp»  èssefrtfeflemént  tfé  >ceik»  qwe  *otttf  avons 
données  pour  exprimer  les  foncUons  F  (c,<p),  E  fa  f)  parte  moyen  des 
fttferâMfe'P{c%  f)>  Ê  («!•,  r).  Ott  toit  «afeatei*  ici  que  i'hmplitiide  f 
de  u^  premières  fonnules  est,  remfîlacée  par  l'amplitude  4  >  etla  relation 
entre  ces  deox  variables  se  trouvera  en  éliminant  f-  des  deux  équations». 

S1D  *  =   i+^sinsT  •  8m  (2(P  "" *#)  =  c%  sin  T >r  ce  lm  ^onne 
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«W—       t_  «in*+  +  c"sin*  +        > 

ou  pins  simplement  tang  \  y  ss  tang  4  V'O  —  c°*  «m*  4)-  C'est  la  formule 
ordinaire  de  duplication  qui  satisfait  à  l'équation  F  (c%  <p*)  s  *F  (c°,  4)* 

L'amplitude  4  a  la  propriété  de  croître  continuellement  avec  l'ampli- 
tude f ,  et  de  coïncider  avec  die  dans  toutes  les  valeurs  multiples  de£.9r; 
c'est  pour  quoi  nous  désignerons  4  P*r  f«,  fiu*vant  1*  notation  de  la  seconde 
échelle,  et  par  ce  moyen  on  ne  confondra  pas  ç0  avec  l'amplitude  <p#  delà 
première  échelle  ,  laquelle  croit  suivant  une  autre  loi. 

Nous  remarquerons  d'ailleur^que  de  l'équation  sin  <p  :=  /"J  .""- ,  on 
déduit  ^  *° 

Ainsi  on  pourra  prolonger  à  volonté  la  suite  des  amplitudes  f,  <pc)  çM>  etc. , 
après  avoir  préalablement  calculé  suivant, les  formules  ordinaires,  la  suite 
des  modules  décroissais  c,  c*y  $•%  etc.,  et  cette  tie  leurs  complémens  £, 
*%  *",  etc. 

a5().  Si  on  applique  maintenant  la  même  substitution  à  la  fonction  dé 

troisième  cepèce  U ( n,  a,  ^) ^/7+^EFï  •  a  >  ^ aOTI1  to'*™***1*0» 


"=/■ 


à9  •  (i+^sm^oy-t-nO  +  ^fin^o* 


et  on  voit  que  le  développement  de  cette  formule  produira  deux  fonctions 
de  troisième  espèce  que  nous  désignerons  j&r  n  (/i,,  1%  $0),  II  (m97  c%  <pe)  , 
et  dont  les  paramètres  a*,  m#,  se  détermineront  par  les  équations 

Soit  donc  »=ss—  1  ■+•  £*sin'0;  si  on  fait  en  même  temps  n*  =  —  1 
Hh  ^oâ  *»**  et  *b<*fs—  1 4- £**  *»•/£,  ou  déduira  des  équation*  précédentes 

sin*X»l(t4-Asîtf#)-f-ieo«9  |/(t  —  ft»«fifl0)V 
sto'^  =a  £  (i  4-  *  sin^fl)  —  |  00s  fl  j/(i  —  **  sîn*  0)  ; 

d'oà  Ite  wt 19»  J&  wgka  X  efc/t  soqt  toujours  rfefe  et  qu'ils  satisfont  à 
la  condition  1  =<?•  tang  A  tang/t,  on  F(*%  A)  «+■  F  (£%  /a)  =  F»i#.  On  poprra 
donc  exprimer  la  fonction  II  (n,  c,  <p)  par  deux  autres  fonctions  de  la  même 

/ji. . 
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espèce  rapportées  au  module  c%  et  dont -les  paramètres  r^,  m.  sont  de  la 
même  forme  que  le  paramètre  n.  Mais  comme  ce»  paramètres  n*,  /**  satisr* 
font  à  la  condition  njn0  =  <f*y  les  deux  £m(^iou*  ^wurwok  ^e  cédtûr^  à 
une  seule.  ..*..-.  *    ,'    .M.  .  ,..jj.  •  ^.  x*/:  ...    . 

En  effet  par  la  formule  du  n#  4<)  >  on  a  ,  en  faisant  pour  abréger. . . . . 
♦™„  f    _Q-~  c°)smfltangp0  * 

tang^0=* ^  *  .   -  ;     —  '. 

'ûRpo^  i  —  c0ftstn<»0 ,  —     ,      4y /^ 

A0   *  ( i  ■+-  n0  sin*$0)  (i  •+- m0  sîn* ?  0)  ""*"* {\  — c°}  s!n  è* 

prenant  donc  à  volonté  le  coefficient  A,  on  aura  la  formule 

dans  laquelle  ou  peut  faire  disparaître  du  dénominateur  le  facteur; 

l'-f-  m.  sin*  ^0.  Il  suffit  pour  cela  de  déterminer  k  par  l'équation  • . . ...... 

(i  -f-  k) (!?•=*=  (i  —  A)  me,  ce  qui  donnera  ^' 


J    A0 


(M) 


s-i/fep)*- 


fccoal 

alors  la  formule  précédente  se  réduit  à  cette  forme  très  simple 

n  (»,  c,  <p)  =  J^  4„  +  (i  +*)  F(c, '^)-i*(ï+>)  n (n.,  *,  *.). 

Une  équation  semblable  donnera  l'expression  de  n(n0>c°,  (p0)  parle  moyen  de 
n(»oo>  £*%  p0o),  et  ainsi  successivement»  jusqu'à  oe  que  le  module  de  la  der* 
nière  fonction  soit  assez  petit  pour  qu'on  puisse  négliger  son  carré.  Arrivé 

à  ce  terme  la  fonction  II  (m.c1  $t)  se  réduira  à  /  '  '  i       .  .     s=  â ,,  * — ~.  arc 

tang[v/(i+ni)tang^J.  On  connaîtra  donc  la  valeur  de  II  (*,  ciyQ)  avec  un* 
degré  d'approximation  qui  a  pour  mesyre  le  rapport  de  (ft)s  à  l'unité» 

260.  La  pratique  de  cette  méthode  te  réduit,  cçm me  on  voit,  à  calcukri*.  la- 
suite  des  modules  décroissant  c%  c04,  etc.,  et  celle  de  leurs  coraplémens  i% 
#",  etc.j  a*,  la  suite  des  amplitudes  0O  «p^,  etc.,  selon  la  forçante  qui  a <été 
donnée  pour  déduire  <p0  de  f  ;  3°:  l'angle  X  qui  détermine  fepbnaitiètre 
/z0  =  —  1  -f-  £•*  sin*  A-,  et  les  anglei  tembbfbto  qui'  déterminent  les  autres 
paramètres.  Appelons  par  analogie  80  l'angle  A  qui  détermine  le  .paramètre 
n0,  comme  l'angle  8  détermine  le  paramètre  *>  k  formule  qui  donne  sm*A 
en  fonction  de  sin  ô  pourra  se  mettre  »uàk  forme  sin(afld^â)»^^sinô, 
très  propre  au  calcul  trigôtiottfétrique.  On  voit  par  cette  fôrffl»feique  ai0  ^-S 
sera  toujours  compris  entre   r8o?  et  ^70*;  a/)pefenrït  idono  a  la^Aua^tk 
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afagle  qui  satia&it  à  l'équatanjsio*  en*  b  sm  0,  xhk  aura  afl,  •+•  0  ^  Hjîo0^  *  i 
où  déterminera  de nâibe;^ parapet  ainsi  successivement 

Dans  le  cas. des  éenotoan*  oompUtesoa  e$t  dispensé  du  c$lcui  des  am* 
plitudes,  puisque  elles  sont  toutes  égales  à  -rt.  Alors  k  formule  générale 
devient 

et  on  ea  déduit  toutes  les  autres. 

Nous  remarquerons  qu'on  peut  obtenir  une  seconde  solution  du  même 
problème,  en  feisant  disparaître  le  fréteur  i  -+•  ««sm1^  au  lieu  du  facteur 
i  -f-  m0  sin*<pe.  Il  feut  pour  ctela  changer  le  signe  de  * ,  ou  prendre 

&  =  -—  -  *  9è '}  on  laissera  subsister  la  dénomination  de  nDpour  représenter 

m09  et  celle  de  0oà  la  place  dey*,  et  on  aura  Féquation  sin  (a0# — 8)=£sin0, 
pour  calculer  successivement  les  angles  j90 ,  doo>  etc. ,  qui  servent  à  déterminer 
les  paramétres  n0>  n*,,  etc.  On  obtiendra  ainsi  une  seconde  formule  générale 
de  réduction  entièrement  semblable  à  ta  première  et  qui  aurait  le  même 
usage. 

addition  au  Chapitre  XXXI. 

261.  En  vertu  de  la  première  échelle  de  modules  toute  fonction  de  pre- 
mière espèce  F  ($,  f) ,  don*  le  module  £t  l'aropljtudq  font  donnés,  peut  être 
transformée  en-  une  autre  dont  le  module  sera  pris  k  volonté  dans  la  suite 
infinie. .  «c°°,  c°,  c,  cf,  V  ..*,  formée  suivant  une  loi  connue  d'après  le 
module  primitif  c.  En  vertu  de  la  seconde  échelle  des  modules,  la  même 
fonction  peut  être  transformée  sembfablement ,  de  sorte  que  son  module  soit 
un  terme  quelconque  de  lar  suite* .'  .ceoi  o07  0,  c{ ,  ctn  . . .  formée, suivant 
une! autre loid'après  le  mène  module  primitif 0;  et  nous  avouai remarqué 
que  ces  deux  suites  ne  peuvent-  avoir  aueunî  autre  terme  commun. 
.  Iowajçinanaqtiô  ces  deux  lignes  démodules  aeieot disposées  à. angles  droits, 
Io«r> point  d'interaecti  on  étant ie  lieu  du  module  primitif  c;' et  supposons 
que  les  diffiàwMi termes  de*baqoe  suite  soient  placés  àjdes  intervalles  égaux 
sur  leur  ligne  respective.  Si  Ton  considère  un  terme  quelconque  de  la  pre- 
mière RgnJe  (  que  nom:suppose*Q08  boriaontale)  par  exemple  c",  on  pourra 
par  b  pomtcorrespondsot  fitire.  passer  une  ligne  verticale,  dans  laquelle 
on  pigeetar,  toujours  ai  îles  intervalles  égaux  t  les  différent  terme*  de  la  série 
<tes  tpoduks  calculée  suivant  la  loi  de  la  seconde  éebelk,  d'après  le  module 
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primitif  «?*.  Cettr série  pourra  éitae  àérig&é*  fmt* . .c^*,,  i/'w ,  rf#  ,y,  <^, ; 
</'„,  cV,  etc.  De  cette  co&sfenction  répété*  poflrcfcaque  terme  de  la  suite 
horizontale,  résulte  le  tableau  suivant,  fprnaivt  urne  sorte  de  xlaaàiar  dbnt 
tes  dimetfsktoê  sont  indéfinies  ietqui  contitntdanaaet  cases  tp«  ;  les  mbdtdai 
déduits  du  module  primitif  c. 
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262.  Maintenant  il  est  facile  de  voir  que  les  transformations  de  la  fono 
tien  F(s,  <p)  peuvent  être  faites  en  général  de  wanièrB  qu'on  passe  du  mo*- 
dule  c,  à  un  module  quelconque  contenu  dans  ce  tableau  à  deux  dimensions. 
Veut-on,  par  exemple,  passer  du  module  c  au  module  c^  ;  on  suivra  les 
formules  de  la  première  échelle  pour  passer  du  module  o  au  modale  </*, 
ensuite  de  celui-ci  on  passera  su  modufe  <&  par  les  Fon»utes.  de  ïar  seconde 
échelle.  C'est  sans  doute  un  résultat  très  remarquable  que  cette  muhitttde 
infinie  de  transformations  qu'on  peut r  faire  subira  la  tûéme  fonotidn  f^c^f), 
«ans  changer  sa  nature  et  en  conservant  le  même  rapport  entre  la  Jbnctkxt 
et  sa  transformée  pour  toutes  les  valeurs  de1  Fampèitade  ;  on  chercherait 
vainement  dans  la  variété  infinie  des  transcendantes  xra  seéond  exemple 
d'une  fonction  qui  se  reproduirait  sous  tant  déforme*  diflférentesrel  $t  fcttpiette 
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t>n  po^rcait  applique*  plps  pisteoieut  qufjk  1*  ^^Jogaritlupi^ 
<pte  lui  avait  dopuéç  Jacques  BernouJJi  ;  (Jïafiem  mufqia  rtswgit). 

U  erti^tik  d'ejouter  que  k  fonctipa  de  seconde  espèce  £fefl)  partage 
lû*mème*ipxepn4t^  mais  a  iiampiodi^d^é^î  cause 

de  la  GçmpUcajûon  qu'introduit  dans  les  résultats  la  qpaatité algébrique  <ç^bc^ 
prite  danp  chaque  formule  de  réduction. 

203*  U  reste  maintenant  a  examiner  si  dans  k  formation  du  tableau  gé- 
néral on  pemeujdrait  aux  mêmes  résultats  en  changeant  l'ordre  des  opé- 
rations, de  Photizontalq  à  la  verticale j  c'est-à*dire  si  en  partant,  par  exemple, 
du  terme  ^considéré  comme  module  primitif ,  on  trouverait  par  les  formules 
de  k  première  échelle,  la  même  série...  c,S%  c„%  c„y  cf „,<?„..*  que  don- 
neat  les  résultats,  de  la  première  opération»  Or  à  cet  égtrd  l'affirmative  est 
aisée  à  démontrer.  , 

En  effet  tout  se  séduit  à  faire  voir  que  let  terme  ç°*  déduit  de  c,  par  les 
formules  de  k  première  échelle,  est  le  même, que  ^'.déduit  de  c»  par  les 
formules  de  k  seconde  échelle.  Soit  c  ap  sin  fl,  ct  =55  aiuô^  on  aura  par  les 
propriétés  de  la  première  échelle  c*  =  tang*  \  û,  c/=  tang*  \Qê.  Il  faut  eni- 
suite  que  les  termes  consécutifs  c,  ct  soient  assujettis  à  la  loi  de  la  seconde 
échelle  qui  donne 

y/(sinô  sinO^-t-  ^/(cdsû  cosfl;)  =  ij 

il  faut  pareillement  que  les  termes  c°,  c,%  soient  assujettis  à  la  même  loi , 
ce  qui  donne ,  en  faisant  sin  A  =  tang*  J  fl ,  sin  A,  =  tang*  f  0,, 

l/(sin  A  sin  A,)  -|-  v/(cos  A  cos  Ay)  =  1 . 

Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  sin  A  et  sin  A,,  on  aura 

cette  dernière  donne  j/(cos  0  cos  &)  =  cos  (£  fl  -f-  i  A/)  ;  donc  v/(cos  ô  cos  fl,) 
=  £4-£cos(0  +  û,)=±(i+cos0  cos0,— sinflsinfl,),  sin  fl  8010,= 
1  -+•  cosû  cosfl,— af/(cosfl  cos 6,)  et  enfin  ^(sinfl  sin  0,)==  1  —  |/(cosfl  cos^)> 
ce  qui  s'accorde  avec  la  première  équation.  Donc  il  est  indifférent  de  for- 
mer le  tableau  complet  en  calculant  les  séries  verticales  qui  répondent  aux 
différens  termes  de  k  ligne  horizontale ,  ou  en  faisant  l'opération  inverse , 
et  le  résultat  est  toujours  le  même. 

264.  Dans  chaque  ligne  horizontale  du  tableau ,  formée  suivant  k  loi  de 
k  première  échelle,  il  y  a  toujours  un  module  compris  entre  sin  g°  5a'  et 
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sin  8o°  7',  limites  qui  résultent  du  module  moyen  sin  45*.  Donc  comme  il 
y  a  une  infinité  de  ces  lignes,  tant  au-dessus  qu'au-dessous  de  la  prsmèct 
ligne  contenant  le  module  primitif  c,  il  s'ensuit  qu'on  peut  transformer  la 
fonction  donnée  F  (c,  <p)  en  une  infinité  d'autres  dont  les  modules  seront 
compris  entre  sin  90  5a'  et  sin  8o°  7'.  11  parait  même  probable  que  la  trans- 
formation pourrait  être  dirigée  de  manière  à  obtenir  pour  la  fonction  trans- 
formée un  module  aussi  peu  différent  qu'on  voudra  d'un  module  donné. 

Nous  remarquerons  enfin  que  tous  les  modules  compris  dans  le  tableau 
général,  sont  nécessairement  différent  les  uns  des  autres.  Car,  s'il  existait 
dans  ce  tableau  deux  termes  égaux ,  ils  ne  pourraient  appartenir  ni  à  une 
même  colonne  horizontale  dont  tous  les  termes  croissent  dans  un  sens  et 
décroissent  dans  l'autre  avec  la  même,  rapidité,  ni  à  une  colonne  verti- 
cale ou  les  différences  d'un  terme  à  l'autre  sont  encore  plus  sensibles; 
ils  seraient  donc  censés  déduits  l'un  et  l'autre  du  module  situé  à  l'inter- 
section de  la  colonne  horizontale  de  l'un  avec  la  colonne  verticale  dçl'autre; 
or  suivant  ce  qui  a  été  démontré  X~art.  196)  il  est  impossible  que  ces  deux 
colonnes  contiennent  deux  termes  égaux.' 
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APPLICATION  A  LA  GÉOMÉTRIE. 

Section  première. 

.r  , ...  Surface  du  cône  oblique.  , 

a65.  ViOKsmÈRONS  d'abord  le  cône  oblique  à  base  circulaire.  Soit  8  le  soin-  Fig. 
met  du  côrié,  C  lëtëùtte  de  là  base,  SOÏa  perperidiculaire  abaissée  du  som- 
met sur  le  plan  de  la  base,  SAB  la*  sectidri  faille  dans  le  cône  par  7e  plan 
SGO.  8tod  ftit  ^raycta*€A  a»  r,  la -hauteur  SO  =  fcjv  la  distance  €0  =r/, 
et  l'ange  yariabteOGM*=»»,  Taire  ASM  correspondante;  à  l'angle  a>  sera 
exprimée  par  Intégrale  -. 

Pour  réduire  cette  intégrale  à  la  forme  ordinaire,  j'observe  qu'en  appelant 
a  et  a'  les  apothèmes  SA ,  SB,  on  aura  a*=s  h%  -f-  (/—  r)%  a'â= A*+(/-f-  r)*; 

soit  donc  tang  £  «  =*  g)*  tangi  f ,  m  =  £=-£,  C  =  i  -  (^S^); 
on  aura  la  transformée 

(•+')' J       (i  +  »cosf)«     * 
Multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  (  i  —  m  cos  $)*,  et  faisant 
n  ç=— ^-;=  coj^ô,  ce  qui  donne  m  as  cos  8,  el'l/fé)  =  *«ng  |8,  on 
aura 

«il  Ung+  -  •(»+«•). ^  =  ^V0-^Î0>  on  aura . 

trouvera  en  développant  la  différentielle  de     "     .^^f ,  d'où  Ton  déduit 

/i+in—nsm'p  ..  »A  bip?  cos?  '       P  cVfosiV?    .    ,.      .      \  C        ^ 

(i+nain^y     **?—    i-f-nsin'*        J  A        1"  V  l"T/l  ^  (i+nsin*^ 

Donc  on  aura  Faire  cherchée 

T.  I.  \* 
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Pour  avoir  Taire  entière  du  cône,  il  faut  faire  o>  =  âflr,  ou  $  =  a*",  ce  qui 
donne 

formule  où  l'on  pourra  substituer  la  valeur  de  II1  (n,  c)/ donnée  par  l'é- 
quation 

(, +n)n-(n,c)-Pc=^i  [i ,r +Pc F(ft,fl) -F'cE(M) - E>#F(*,0)], 

de  sorte  que  l'aire  Z1  sera  entièrement  exprimée  par  des  ionctions  aUçftif  oas 
de  la  première  «t  de  la  seconde  espèce. 
26Ô.  Leparamètr*  fta=col*4  est  déterminé  par  kwppert  dasqpotbèaes  e  et 

«%  puisqu'on  a  tâttg^#stt«/^;\]tmnt«ti  module e, m ItaftitétteftifiX, 

l'angle  X  sera  qgal  à  y  (ASO+  BSO) ,  c'est-à-diçe  que  cet  angle  est  celui  que 
fait  la  perpendiculaire  $0  avec  la  ligné  <qfti  divise  «n  deux  également  l'an- 
gtt  AS».  En  teflfet,  «i  on  ftiit  de  l'autre  tîôté  tfe  SO,  fatiglts  OSPt±± OSA, 
<fc  qfafoa  «ppelle  *X  l'angle  feSt>,  le  triangle  JfiSP  dont  les  trois  ctkéS  *om 

*,*',  3f,  thtoaeratMssXsa*'  t^',V!>  w  «•  ^  cef^  aA^  5fH-3**î 
donccos  aA  =  —      #    /    ,  et  par  conséquent  sm*X  =  J  —  ( — ! — r-^-L 

ce  qui  est  la  valeur  de  <*.  De  là  oa  vok  que  las  quantités  a,  a',  c,  8 ,  qui 
entrent  comme  élémens  dans  le  résultat  finpl#  se  déduisent  intmédîntrannat 
du  triangle  SAB,  section  principale  du  cône. 

Ndoi  ne  ttous  latrltftAms  pas  à  faire  vtfif  toitttaent  Vu  pourrait  «oemftërêr 
diverses  portions  de  la  surface  du  cône,  de  manière  qu'une  portion  sertit  i 
en  meSTtrer  une  tofttrfe,  soît  marUmam ,  ^St  ïvsc  dm  <fifl&— rtèf  dnlOTiki  n- 
bles  -tiflgdrtiqueiment  ou  par  arcs  de  cercle.  Ces  propriétés  sont  communes 
k  toutes  les  quantités  xpà  peûVtùl  fexpn&et  Jttr  ksfegttUotta  cUjpfequ** 
mais  il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  si  on  appliquait  aux  fondions 
E,  E>  fl»  ocatma»  dans  l'^pwwBbn  xik  Z ,  fa  li  ajuaJUfîmaioro  ygi^udfat 
on  change  le  module  s  fin  ua  autre  terme  de  l'échelle  c}  c°9  c°°,  etc.,  on 
ramétrersdt  ainsi  lé  tas  du  <€&ne  oblique ,  %  celui  cPun  cfttie  de  plus  en  plus 
rapproché  du  cône  droit.  Car  Jocsque  £*ecait«sse$  prtiî  noar  Afre  naglçt, 
on  serait  cn*é  avèir  aflxfmt  laJimit*  du  cèaadrek,  et  lesfondb»!^  Tl, 
se  réduiraient  à  l'amplitude  <p. 
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367. Si on éhéÊffe iasmfeoe dn corn sarun  plau,>il  entésuhruD 
dans  lequel  l'angle  du  sommet  que  nous  désignerons  par  <D ,  se  détermine 
par  la  finaude 

«  an  noy*»  Ae*  m£»es  auUUttttiotM  «1  *  la  trasufamé* 

♦  sar  ■  ■■■■  ?-  f  ■  ,      it  »  ^pri  donne 

1/(5*  J  y  ^  +  »W»,  * 

cette  intégrale  éttpt  pme  dçpuî*  Çcso  piaqu'à 9  s^arc ,  an  a  l'angle  total 
du  secteur 

Oa  peut  rewttjqueft  que  si  dans»  l'exftetsxm  <kO}oa  fait  ç  »=  i  *,  ceqi* 
donne  #  *»  ft,  la  valeur  de  $  devient  égpfe  au  quart  de  l'angle  total  G1. 
Donc»  ou  détermine  k  point  M  de  manière  que  l'angle  ACM  ;^ft,  l'angle 
pcodnit  pw  k  développwefct  du  asctew  courbe  ASM  sera  le  quart  de  celui 
que  produit  le  développement  du  cône  entier. 
Connaissant  n  s=*  ootf  8?  et  c  as  sin  À  >  le  rapport  psrj*  q?**  ent^  dans 

l'expression  de  0,  peut  se  déduire  des  équation*  4rfz=zaf—aS, 

4/**  =  *'*  +  *•  —  a**'  cos  a*  »  tang  £  fl  5=  t/ ^ ,  qui  donnent 

r        t  cotfl  //f»(i+p)\ 

aô8.  L'expresaion  que  neuea  vons  trouvée  pour  l'anale  indéfini  4>,  fournit  un 
moyen  fort  simple  de  construire  la  fonction  de  troisième  espèce  11(7*,  c^), 
dans  laquelle  le  paramètre  n  est  positif  et  représenté  par  col*  8.  On  a  en  effet 
pot  cette  équation 

•  étant  fcngte  au  sommet  du  cône,  décrie  smr  sa  surface  convexe  par  l'a- 
pothème mobile  qui,  partant  do  point  A,  se  meut  toujours  dans  le  même 
sens  le  long  de  la  circonférence  de  la  base,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  parcouru 
Pare  AM  cap  &9  déterminé  par  l'équation  tang  £  »  2»  tat>g  £  ô  tang  \  p.  Cet 
angle  m  croit  continuellement  avec  l'amplitude  p  et  s'accorde  avec  <p  dans 
toutes  les  valeurs  multiples  de  tt  ;  on  voit  d'ailleurs  que  l'angle  *  eat  une 
fonction  révolutive,  comme  les  fonctions  F,  E,  lï,  laquelle  croit  indéfi- 
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mment  avec  l'angle'  <p ,  et  peut  être  d'autant  de  circoofôrence*  qu'on 
voudra. 

Les  données  c  =  sin  A ,  n=z  cot*  0,  serviront  à  déterminer  le  cône  pro- 
pre à  la  solution  ,  ou  celui  qu'on  voudra  de  tous  les.  cènes  semblables  qui 
remplissent  le  même  objet.  Ayant  pris  l'apothème  cl  à  volonté,  fiâtes  l'autre 
apothème  a!  =■■*  cot  7  0  ;  avec  les  deux  côtés  <*>,*!,  et  l'angle  compris 
BSP  =  3À,  faites  un  triangle  BSP  ;  du  sommet  S  comme  centre  et  du  rayon, 
SP  =  a  ,  décrivez  un  arc  qui  coupera  la  base  BP,  prolongée  s'il  est  néces- 
saire, en  un  second  point  A  j  le  triangle  SAB,  ainsi  construit,  sera  la  sec- 
tion principale  du  cône  cherché,  et  sa  base  sera  le  cercle  décrit  du  diamètre 
AB,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  du  triangle  SAB. 

269.  Supposons  en  second  lieu  que  la  base  du  cône  soit  une  ellipse.  Soient  h 
la  hauteur  du  cône,  fet  g  les  coordonnées  du  point  où  la  perpendiculaire 
h  rencontre  le  plan  de  la  base ,  f  étant  prise  dans  la  direction  du  demi- 
grand  axe  a  et  g  dans  celle  du  demi-axe  conjugué  b.  Soit  <p  l'amplitude  d'un 
point  quelconque  de  l'ellipse,  les  coordonnées  de  ce  point  seront  xsez  a  sin  <p, 
y  =5  b  cos  ^ ,  et  l'élément  de  la  courbe  d$  z=.d$  \/(a%  —  o%  sin*  0).  Si  du 
sommet  on  mène  une  perpendiculaire  sur  la  tangente  en  ce  point,  le  carré 

de  cette  perpendiculaire  aura  pour  expression  A*  +  raÇCOM9'*mivsm*    ,    j  . 

donc  l'élément  de  la  surface  du  cône  sera 

dZ  =  \  dp\/[h%(a*-- à*sin*<p)+(agcos<p-i-bf&m<p---aby]. 

Cette  différentielle  paraît  fort  composée  ;  cependant  si  on  fait  tang  £  9  =s, 
ce  qui  donne  sin  0  =  t  ,  ^,  cosf  =  ^p ,  dp  =  ^j—t7  on  aura  la  transr 
formée 

dz=^f^  v^1^^C*h-^>k-~4^a^»-i-|>v — «*H-â^^-^c^rH--«0|^IA>s 

et  puisque  la  variable  sous  le  radical  ne  passe  pas  le  quatrième  degré,  il  est 
clair  qu'on  pourra  trouver  l'intégrale  Z  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 
De  plus  comme  il  suffit  pour  avoir  l'aire  entière  du  cône  de  prendre  l'inté- 
grale depuis  <p  =  o  jusqu'à  0  =  srçr ,  on  doit  prévoir  que  le  résultat  final  ne 
dépendra  que  des  fonctions  complètes  de  la  troisième  espèce,  et  qu'ainsi 
l'aire  du  cône  pourra  toujours  s'exprimer  par  des  fonctions  de  première  et 
de  seconde  espèce ,  c'est-à-dire  par  des  arcs  d'ellipse.  / 

•.  Mais  avant  de  nous  .occupe?  de  l'intégrale  prise  d?ns  toute  sa  généralité, 


'   ;  SECTION,!.;  ,,  333 

il  sera  b*n  4^amii*er  quelques  ça»  partie^ ie^ajdantvia  solution  offre  raqins 
de  difficultés. 

Le  cas  qui  semble  devoir  être  le  "pi  us  simple ,  est  celui  dû  cône  droit  à 
base  dVllipse,  ^Jors  la  perptodicakii*  abaissée  du  sommet  passe  par  le 
centre  de  la  base;  o»  a  à  la  fois/x^e,  £  te'ô,  et  il:  Vy-a  dV>b]iqviité 
dans  aucun  sens.  Dana  tous  les  autres  cas  l'Qbliqqitp  est. simple  ou  double. 

Elle  est  simple  lorsque  Tune  des  rooraonnée&y*  et  g  est  zéro  ;  car  dans  le 
cas  de  g  =  o,  la  perpendiculaire -abaissée  du  sommet  tombe  sur  le  grand 
aie  de  la  base  ou  sur  son  prolongeaient;  il  y  a  alors  obliquité  dans  la 
sens  du  grand  axe,  mais  il  n'y  en  a  pas  dans  le  sens  du  petit  axe  et 
le  plan  qui  passe  par  le  somfmet  et  le  grand  axe  divise  le  cône  eu  "deux 
parties  égales  et  semblables.  De  mtoàe  si  la  coordonnée  y=o,  il  y  a  obli^ 
quité  dans  le  sens  du  petit  axe ,  mais  il  n'y  en  a  pas  dans  le  sens  du  grand 
axe.  Enfin,  lorsque  /et  g  ne  sont  nulles  ni  Tune  ni  l'autre,  il  y  a  obli- 
quité dans  les  deux  sens  ou  obliquité  double;  c'est  le  cas  le  plus  compliqué; 
cependant  nous  verrons  qu'il  y  a  uoe  infinité  de  cônes  compris  dans  cette 
division,  dont  Faire  indéfinie  peut  s'exprimer  par  des  formules  aussi  simples 
que  celle  des  cônes  à  simple  obliquité. 

Du  cène  droit  à  base  d'ellipse. 

370.  La  supposition  de/=  o  et  g  8±*  o,  donne 

dZ  ==  j  d<p  y/(a*h%  -f-  a*b*  —  c*h*  sinâ  0)  ; 
soit  le  plus!  petit  apothème  |/(  *'+  **)  =  « ,  et  As»—  j  on  aura 


Z  ==  3  attfdip  \/(*  —  **  si»*  4)  =  i  a*  E(*>0)«  Ainsi  l'aire  Z  s'exprime  en 
général  par  un  arc  d'ellipse ,  et  l'aire  entière  du  cône  sera  donnée  par  la 
formule  très  Ample  Z1  =  2aaElk;  elle,  est  égale  au  petit  apothème  a  mul- 
tiplié par  la  demi-  circonférence  de  l'ellipse  décrite  sur  le  même  grand  axe 

M  que' la  basa  du  cône  *avee  l'excentricité  ak  =  —  ;  de  sorte  que  le  demi* 

petit  axe  de  cette  ellipse  V  3=  t/f*'  —  -jr)  =  ■£  >  *'  étant  le  plus  grand 
apothème  \/(**+h>). 

Du  cône  à  base  cP  ellipse  où  Von  a  g  =  o. 

471.  Alors  11  n'y  a  obliquité  que  dpns  le  sens  du  grand  axe  seulement;  mais 
il  faut  distinguer  trois  cas,  selon  que  là  différence  ô*h*  -{-  <?b%  —  b*f*  sera . 
nulle,  positive  ou  négative. 
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Premier  cas.  Sent  b%f*t£s<*  (A**f-  *•)  ;  rien*  la  formule  à  intégrer  cet 
4tZ  »  i  <*p  |/[aâ6*  +  o*à*  —  zab'fàxk  ç + *V  sin*  f], 

et  il  arme  cfoe  k  quantité  aoua  k  signe  est  un  quanti  parfait,  4e  i 
qu'on  a  dL*=z±dp  [^(^-f-  *')— A<rsm*|r  et  en  àatégmt 

2  =  1^V/(A»  +  A*)  —  ï&?(i  —  cos^); 

G*U*  intégrale  est  prias  à  compter  de  f  =s  a;  si  oarétmdiusqja'à^  swr, 
oa  aura  k  partie  de  la  surface  du.çwe,  séparée  par  le  petijt  axe,  duwême 
eôfaé  que  la  perpendiculaire»  Cc&te  partie  qpe  nop^désigMrfn*  par* , .  •„♦ 
2»s<w  ^(^  •+•  &*)  —  V.  Si  ea  partant  toujoug»  de  $  s  a,  an.  fait 
cftttre  ootttinueUômetot  f  jusqu'à  p*F*:wroai  aumk  spj&c*  toUk  du  qôm 

#=*rà  t/^  +  A4); 

elle  eBt  égale  à  la  circonférence  du  cercle  cûroonscrit  k  l'ellipse,  multipliée 
par  la  moitié  du  petit  apothème. 

On  voit  ea  même  tempa  que  la  partie  de  la  surlace  du  cane  qui  est  ré- 
parée par  le  petit  axe  de  l'autre  coté  de  la  perpendiculaire ,  étant  nom- 
mée Z",  on  aurait 

Z*» j  <**  !/(*•  >+  **)■+•  Aej 

ainsi  la  différence  des  deux  parties  séparées  par  le  petit  axe,  savoir... 
Z"  —  Z'  =  abc,  est  égale  au  rectangle  formé  du  petit  axe  ab  et  de  l'excen- 
tricité c.  Elle  est  la  même  pour  tous  les  cônes  en  nombre  infini  qui  satisfont 
à  l'équatk»  £»/»=*4*  +  c**%/et  A  étant  le*  cMrdoonéa*  qui  détermi- 
nent  le  sommet  de  chaque  cône. 

Étant  donné  l'ellipse  qui  sert  de  base  au  cône,  si  on  décrit  dans  le  plan 
de  celte  ellipse  une  hyperbole  telle  que  le  foyer  d'i^ne  de  ces  courbes  soit 
le  sommet  de  l'autre %  comme  dans  la  figure  14  j  si  ensuite  on»  fait  tourner  le 
plan  de  l'hyperbole  autour  de  l'axe  CA,  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  perpendicu- 
laire au  plan  de  l'ellipse,  l'hyperbole  ainsi  tracée  sera  k  lieu,  de! ta»  ks 
sommets  des  cônes  quarrablea*  et  chacun  de  ces  cônes ,  dont  le  sommet  est 
déterminé  par  les  coordonnées  f  et  A,  alfa  pour  surface  ira  V/T^*+r^*)* 
Ces  propriétés  des  cônes  à  base  d'ellipse  sont  curieuses -et  n'avaient  point 
encore  été  remarquées.  Au  reste  le  cône  dont  il  V^it  n'est  autre  chose  qu'un 
cône  droit  à  base  circulaire  coupé  par  un  plan  incliné  convenablement  à 
sa  base,:  et  comme  la  rriêine  section  peut  être»  faite  daos  difltërens  cônes 
droits ,  infeiisuit  que  pour  une  même  base  elliptique  il  y  a  une  infinité 
de  sommets  qui  déterminent  autant  de  cônes  quarrables.  En  appelant  I  Fin*- 
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clkotoa  4e  k  iw*  cvctdaite  m  Ja  Afeie  fe)l*ptfc|picu  et  #  ftfcgle  qte  iàit 
l'apothème  du  cône  droit  avec  son  axe ,  on  aurait 

v_  Ainsi  on  construira  facilement  le  cône  circulaire  jmu*  le  moyen  du  cône  el- 
liptique ,  et  *éâproquemerit. 

xjk.  Stèomdims.  8ù*  t"/^ ****+-****  •  "d**  ee  cm  1i  ttffi(*net4«t  «ftne 
ot  «toéèorsde  IVrirrd»  l'hyytrfcofe  <pi  ml  4a  $ttt  de  tout  1*9  tttttsftts  <fcs 
«énes  tfua*rahà^Àimiepdy»a^^ 

sin'pse  partagera drt»éBM)»i«t«éek<A'^B  wfX*4^6^^)"^^  ^ 
eotjfiifcNBn  sont 

r— 2 

On  observera  d'ailleurs  que  B  et  C  pris  positivement  ibst  tuapmn  plw  fa> 
tite  ^utt  JL;  car  jMÙsqvfcd  a 

le  premier  membre  étant  toujours  positif  et  jamais  nul,  ie  «ac&itd  doit  <âta* 
aussi  toujours  positif,  ce  qui  n'aurait  pas  Jieu  si  A  n'était  pas  plus  grand 
queB  et  C.  tt  •  _ ,  -  -  i 

Soit  maintenant  Q=?jie-\-  2-^,  on  aura 

dfa^[(A— B)cosVH<A+B)smVH.^ 

Soft  im%$i=m  tmt**  *4  ÂsniVe  œî^^|,  l»^^*-^ 

i— **=  t'*=L"^jQ  y^T^»  oniura la Jransfbnnée  .  . 

(i»*8inÉ#rf-co»'*)»  C*  +  »Mn,%>*      '    * 

dans  laquelle  on  a  fait  a«*>i/{&*<4-(/,-»tf)rv},  «Lma=a*«ari  inn  ''J'X/"' 

Cette  videur  du-jpflrtamètrej»^Up«J4«ft  néjjpftiye ,;  mais  il  Jbui.sa¥oi?rsi  elle 
est  de  li  forme  -*i+?  sW»T,  ou  de  la  folrcne  —  #*ri*  V.  La  première 
«uni  lien fà  £  «*^o*fe£, ou  ai jfn  M  ^  > c*i,  *t*kmqmi«m*><>***J 
9ftttf^n«  rét*  iy>K  **•*  &ba  «es  «fautas  «à  7  «a*  ^«roiMMMf** 
l'on  aurait  5^=:  c*A*,  par  conséquent  B  dtcêy  m*Mi*tiœà>*-à\  • 
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373.  Ce  dernier  cas  qt*v  $st  le  plus  simple  de  tous,  se  résout  immédiate- 
ment par  la  formule  .    • 

dZ  ==£  d<p  \/{a%b*  +  a*h*  —  zabch  sin  Q). 
Car  si  on  fàit^  s  2^ — -[  ir ,  ou  aura  dL  s=s  A}/  ^(o^+o^A^Midkcosa^) 
ou  dZ  ss'bafd^  j/(r  —  £•  sin*  4)  y  en  faisant  A^  =  1 ^  ,  *'  et  a  étant 

.topjpurs  le  f  lus  gran<}  et  le  plus  pfetit*p<J*b^me.vDona  ou  a  2»6a'  E(£,  4)  ; 
cette  aire  commence  à  compter  de«v|/=:oou  de  <?==  —  £'*,  c'est-à-dire 
à.l,extrémUé--)diigrû^lwe-de  l'ajutre  côté  de  la  perpendiculaire  h;  si  on 
feit  ^  ^  ^b  ot<  ^ui]ft  X^i^  etitiire  du  fcôoeZ1s?afa!'EAÀ;.  .  .: 

On  peut  remarquer  que  l'équation  bf=ch  entre  les  coordonnées/'  et  A, 
est  celle  de  l'asymptote  de  l'hyperbole  qiiri  'pasrfé  par  tous  les  sommets  des 
cônes  quarrables  ;  cette  ôs3ttftptoteJp^e<hnie^  toiles  sommets  des  cônes 
dont  l'aire  ne  dépend  que  d'un  are  d'ellipse.  Ainsi  une  même  construction 
très  simple, donne  à  te  fois  là  Hgûe  dès  sommets  de  tous  les  cônes  quarra- 
bles par  un  arc  de  cercle ,  et  celle  des  sommets  de  tous  les  cônes  quar- 
tables  parut*  arc  d^Uipse.  -  »  •'    '- 

274^  Supposons  maintenant bf^> cft,  on  pourra  faire  «=5:—  ii-f-^sîn^ff, 

etTon  aura  éin*^  =  v"TB>'  quantité  plus^èlfte~qufe  l'unittf,  puisque  B  est 
positive.  11  s'agit  alors  d'intégrer  la  différentielle 

c'est  ce  qui  se  fera  aisément  par  les  rédactions  ordinaires ,  d'où  l'on  tire, 

Tin    représentant   Tinfègralè  J(t+nB{n%m\&'  &to*  formule  donne  la  valeur 

de  l'aire  à  cxtoptertîtî  r^Miifoù  o>  sa  o  9f  et  #  csi^iry  c'est-à-dire  à  compter 
de  l'extrémité  du  grand  ake  la  plus  phrôchè  de  la  perpendiculaire  j  si  en- 
suite on-Jaifc^aa»*,  ca^atea?  l'aire  entière  du  cône 


•T-    i 


valeur  qui  se  tapproche  bealicoup;  deoeHe  tjue  donne  le  cône  oblique  à  base 
circ*vUire.v  oar.le  paramètre  7*  qni  eit  de  la  forme  —  1  -f-  ^  smA  0,  se  ramène 
aisément^à  ku&rme  *x=z  qot*  &  \i 
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'375:  SupjposoDS  en  troisième  lieu  &f<0:h,  ce  qui  rend  la  quan  UtéBncgative , 
alors  on  devra  faire  n  sss  —  k*  sin' 8  et  on  aura  sin* 8  =  fc— y  >  quan- 
tité positive  et  plus  petite  que  F  unité,  puisqu'il  en  résulte  cos*  fl=""^JI  -. 
An  reste  l'intégrale  sera  toujours  de  la  même  forme,  savoir  : 

et  on  aura  l'aire  totale  du  cône 

z,=^n^CE,*-'('+DF,*+(''+3+Dn'(".*)}  -. 

276.  Troisième  cas.  Soit  £•/*  >  c*h*  -f-  i'c*  ;  dan*  ce  cas  le  sommet  du 
cône  est  situé  au-dedans  de  l'hyperbole  déjà  tracée ,  dont  le  contour  ren- 
ferme tous  les  sommets  des' cônes  quarrables. 

Alors  ht  quantîtésous  le  radical  <tb% -f*  «•*•—  zafrfsm  ?+(£*/•— c^^sin1^ 
n'estpointdéoomposable  en  ftcteurs  réels  de  la  forme  (A — Bsinf  )(A— -Csin0)j 
elle  le  serait  en  facteurs  de  la  forme  [A  —  B  sin  (<p  +  0)]  [A — B  sin  (<p  ^0)}.  * 
Mais  il  n'en  résulterait  pas  plus  de  facilité  pour  l'intégration  de  la  formule. 
Soit  donc  comme  ci-dessus  f  =  ^it.  -f-  2^ ,  ou  sin  <p  =  1 —  s  sin*  4 ,  nous 
aurons 

4Zs5=<*4t/(A  —  3Bsin*4  +  Csin*4), 
ASBW+  *•(/—  a)'  =  £-a%  A— aB  +  CssiU", 

B  ==  3*y* — 2*h* — a***/, 

et  on  pourra  faire 

dZ = <&[,  cos*  4  t/[ 4»**  +  a(A  —  B)  tang*  4  +  *•<*'•  tang*  4], 

Soit  ensuite  tang  4  =  ^.^^«-'Tg,*1.»*-- (^=5). 


ou  aura 


Cette  différentielle  étant  entièrement  semblable  k  celle  que  nous  avons 
trouvée  pour  le  cône  à  base  circulaire,  le  résultat  de  Fintegration  sera  le 
même  en  mettant  b  k  la  place  de  r. 

A  l'égard  du  module  k ,  si  on  firit  k  =  sin  A ,  oto  aura  cos  2h  s=  rs— *-  » 
ou 

gnaA=      K^     &,«.'  ' '• 

T.  I.  43 


333  APPLICATION  A  LA  GÉOMÉTRIE, 

Ainsi  en;  regardant  let  élément  *,  a\  A ,  comme  le*  mêmes  dans  les  deux 
cônes ,  la  surface  totale  du  cône  elliptique  sera  à  celle  du  cône  circulaire 
::  ab  :  nr.  Les  parties  correspondantes  aux  mêmes  amplitudes  seraient 
dans  le  même  rapport;  d'ailleurs. le  diamètre  ar  se  déduit  des  données 

du  cône  elliptique  par  la  formule 

_  J*  —  +      

2r ~  !/(•' ■ + **—  W  «os a*)- 

Du  Cône  à  base  et  ellipse  ou  ton  afzrzo, 

377.  Alors  il  n'y  a  obliquité  que  dans  le  sens  du  second  axe  seulement, 
et  le  plan  qui  passe  par  le  sommet  et  le  second  axe  divise  le  cône  en  deux 
parties  égales  et  semblables.  La  formule  a  intégrer  est  dans  ce  cas 

dZ  ss  J  d<p  t/01*'  +  b%h*  —  aa'bg  cos  f  -J-  (a"£*  +  c*h%)  cos*  ?] , 

ou  il  faut  remarquer  que  la  ^quantité  spot  le  signe  n'est  point  déeomposable 
en  deux-iacteurs  réel* de  la  forme  A— «  fi  cos>$ ,  et  qu'à  plus  fbsteawton 
elle  ne  |»eut.  devenir  un-0arré;parfait.  C'est  pourquoi  il  finit  la  considérer 
dans  toute  sa  généralité. 

Soit  Ass^  +  W1,  Bcra%5  G=na*g*  +  <+h\  la  fotvwile  à  intégrer 
sera  dZ—\d<p  y/ (A  — »  aB  cos  $  +  C  cos*  $) ;  substituant  pour  cos  Q «a  va- 
leur i  —  2  sinâ  if  ,;et  remplaçant  le  sinus  par  son  expression  en  tangente 
aura 

</Z=£<ipcos'^  V\A— 2B+C+a(A«-C)tang^^4-(A-|-aB-f  C)  tang<±f  ). 

Soient  cl  et  e!  les  deux  apothèmes  qui  aboutissent  aux  extrémités  <ki  petit 
axe,  on  aura  . 

A—  aB  +  C  sstf^A'H-  fe  — *)']  =  *'«* , 
A  +  *B  +  C  =  <A*  •+■  fcf  +  fy*]  = Va'% 

soit  ensuite  tang*  (f^y/^.Uf^i  +,  *•** *  —  (^7),  m  =  ^  f 
on  aura  la  transformée 


-        aq(— ')*        Aty  1/(1  —  *•  tin*  4,) 


Cette*  formule  est  entièrement  semblable  à  celle  qui  a  lien  pour  le  cône 
a  base  circulaire  ;  ainsi  l'aire  du  cône  elliptique  dont  il  s'agit  peut  se  réduire 
à  celle  d'un  cône  oblique  à  base  de  cercle;  on  prendra  pour  élémens  de  ce- 
lui-ci les  mêmes  quantités  a,  *',=*  que  dans  le  cône  elliptique,  en  faisant 
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À  =  sin  A  •  côs  2\  s    ,    i  ,  ou  sm  2A= — —  '  ,  6 :  on  aura  en 

même  temps  le  diamètre  de  la  fcase  circulaire  arma  ■■     i  m    ■■  ^>,#  ■  ■■  ■■  ; 

et  cela  posé  Faire  entière  du  cône  elliptique ,  sera  à  Faire  entière  du  cône 
circulaire  ::  aâ  :  sr.  Le  même  rapport  aura  lieu  entre  les  deux  portions  de 
ces  côneâ,  pour  lesquelles  les  amplitudes  ^  et  <p  sont  égales. 

Du  Cône  elliptique  à  double  obliquité. 


378.  Alors  les  fcaowioiméGs-JPet  g  fcèiôm  àulles*  ni  tfmte  ni  F  set  r*, 
et  le  calcul  pour  réduire  l'aire!  aux  fewcttons  elliptique*  deviendrait  t*ès 
prolixe,  *i  1*  nature  éê  là  question  toe  fournissait  des  moyaw  de  pmVenir 
plus  utilement  au  résulta  —   \  :  -  «r    ^ 

On  sait  que  daq&  tout  cône  à  base  d'ellipîe ,  comme  dans  toute  surface 
du  second  ordre,  il  est  powibje  de  feire  _de$  sections  circulaire  dans  deux 
sens  différons  ;  ainsi  un  cône  à  base  d'ellipse  est  réellement  un  cône  à  base 
de  cercle  dont  la  surface  îudéAfttaléttt  protottgéê  se  termine  à  un  plan  ellip- 
tique. Cette  considération  appliquée  &  notre  problème  présente  plusieurs 
avantages;  et  d'abord  elle  simplifie  Beaucoup  la  détermination  de  l'angle 
résultant  du  développement  de  la  surface  du  cône  sur  un  plan  j  car  cet 
atigle  est  le  même  à  Ifrmtes  égalés ,  datis  le  cône  circulaire  et  A»ua  le  côfte 
elliptique.  L'intégrale  dont  cet  angle  dépend  semble  tt-èê  c6tofpHquéè  datts 
le  cône  elliptique;  cependant_r>A  vpit  «priori  qu'elle  doit  je  réduifc)à Ja  va- 
leur assez  simple  qu'elle  a  dans  t  le  cô»e  circulaire:,  ffton  pwt  préiumer 
qu'une  transformation  semblable  appliquée  à  l'expression  de  l'aire ,  donnera 
à  celle-ci  tout  le  degré  de  simplicité  dont  elle  est  susceptible- 

Pour  obtenir  ces  réductions^  il  faut  copimencer  par  déterminer  dans  1*11 
cône  elliptique  donné,  la  position  de  Fun  des  plans  qui  produisent  des  sec- 
tions circulaires;  et  tômtne  tous  les  pfane  parallèle^  prodrôteht  des  sections 
Semblables ,  net»  potm^ni  sopppsetf  que  la  «ectioir  ékteolrîfre  Idefat  tî  *f*gk , 
passe  par  le  centre  même  de  l'ellipse  qui  i&X  de  base  au  cône. 

Soient  comme  ci-dessus  a  et  b  les  demi-axes  de  l'ellipse ,  et  a1  —  it=c*, 
noieuf/et  g  les  coordonnées  parallèles  $-*<$'£,  du  poktf:  0  èû  aboutit  la  Fig.u,». 
perpendiculaire  h  abaissée  du  sommet  S  sur  le  pi»  à»  Ja  base.    •  •.!     •»  . 

Soit  1  Ikogle  que  fait  Avec  Je  grand  axe,  la  droite  ÇE>  inler^cjjjun  du 
plan  de  la  section  avec  le  plan  de  la  base,  I  l'inclinaison  mutuelle  de  ces 
déni  plahs;  les  coordonnées  d'un  poitit  quelconque  M  de  i'ëllîpse  soiVt,  eu 
appelant  ^Famplitudé  comptée  de  l'extrémité  dli  petit  axe,  x  =  iisîn  p} 

43.. 
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Fig.ii,«.  jr~  h  cos  p.  Soit  m  le  point  de  la  section  qui  correspond  au  point  M  de  la 
base,  en  sorte  que  les  deux  points  M,  m  soient  situés  sur  un  même  apo- 
thème S/?iM,  m  étant  supposé  intermédiaire  entre  S  et  M. 

Si  on  abaisse  du  point  m  une  perpendiculaire  mq  sur  l'intersection  CE, 
la  position  du  point  m  dans  le  plan  de  la  section ,  sera  déterminée  par  les 
coordonnées  Cq  =s  t ,  qm  z=l  u  j  celle  du  point  n  qui  est  la  projection  du 
point  m  sur  le  plan  de  l'ellipse ,  est  déterminée  relativement  à  la  droite  CE 
par  les  coordonnées  Cq  =  l,  qns=z  u  cos  I  ;  par  conséquent  les  coordonnées 

du  même  point  relativement  aux  axes  de  l'ellipse  seront.  •  •  • . . .. 

j/  =a  t  cosé  —  u  sin  €  cbs  l,  jr1  =c  t  sin  €  -f-  u  cos  *  cos I.  Enfin  la  troisième 
coordonnée  du  point  m  sera  mn=*  u  sin  I. 

Maintenant  comme  les  trois  points. M,  »,  O,  sont  en  ligne  droite,  on 
aura  la  proportion  MO  :  On  ::  A  :  A  —  u  sin  I ,  d'où  résultent,1  entre  les 
différences  des  coordonnées  de  ces  points,  les  deux  proportions 

A:  A  — ii sin I  ::/— *  :/—  x'  ::jr~g  :jf— £. 
Donc 

k(t  cosi  —  u  sint  oùs  I)  —Ju  fini 
""""  ~     "  A —  usinl  ' 


-*-  h(*  »"**  +  **  cos«  oosl)  — gu  sinl 
•^   "~"  A  —  »»iûl 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  l'ellipse  aty%  +  h%x%  »  a*A%  on 
aura  l'équation  de  la  section 

a* (Al sin  6-f-  Au  cos*  cosl— gïi  sinl)*  — a*A*(A—  i*éinIj*£±!o 
+  A*  (Ai  cos ê  —  An  sin  €  cos  I  — Ju  sin  I)*'j 

et  pour  que  la  section  soit  un  cercle ,  il  faut  que  le  coefficient  de  tu  soit 
zéro ,  et  que  le  coefficient  de  t*  soit  égal  à  celui  de  «• ,  ce  qui  donnera  les 
deux  équations  suivantes  pour  déterminer  les  inconnues  €  et  I  : 

(a*g  sin  6  +  b*f  cos  e)  sin  I  =  c'h  sin  *  cos*  cos! ,  ' . , 
A§  (a*sin»£-f-  A'cos*é)  =a'(AcosccosI---£sin])*--f*6*(Asin*  cosI+/sinI)* 

—  a%b%  sin*  I. 

La  première  donne  tang  I  ss  ^  c  .  8T ^'     ?  et  substituant  cette  vakpr 

dans  la  seconde ,  on  aura 

o=a*£*8in*f — Ay^cos'É^^sin^iœs^^A^ân^H^^cos^fi-l-a**'---  £*/*—**£*)• 

Ainsi  en  faisant  sinâ«  =  x,  l'équation  en  x  sera  du  troisième  degré ,  et 
parce  que  les  substitutions  x,s=  o,  xe  i ,  donnent  des  résultat»  dç  lignes 
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contraires,  il  y  aura  une  valeur  de  x  entre  o  eti,  par  conséquent  une  va- 
leijr  réelle  pour  l'angle  «,  qui  en  donnera  une  pour  l'inclinaison  I.  On  voit 
encore  que  l'angle  e  pouvant  être  pris  en  plus  ou  en  moins,  il  y  aura  tou- 
jours deux  manières  de  faire  passer  par  le  centre  G  le  plan  de  la  section 
circulaire.  Dans  les  deux  positions  de  ce  plan  l'intersection  CE  fait  un  angle 
égal  ^vec  Je  grand  axe  de  l'ellipse,  mais  l'angle  1  que  les  plans  du  cercle  et 
de  l'ellipse  font  ensemble  ne  sera  pas  le  même. 

379.  Connaissant  l'une  dçs  deux  positions  du  plan  de  la  section  circulaire , 
il  reste  à  trouver  le  centre  de  cette  section.  Pour  cela  reprenons  l'équation  de 

*  à*b* 

la  section  qui  est  %  en  faisant  A  es  CE ,  ou  A'  s   .  .   ■ — j—rr — r , 

»  7  7  0*Sln'f  -f-  D*C06'l7 

u  +  'j-usmlj  ssÀ*f i+^u'sin'lj, 
on  voit  que  le  centre  C  est  déterminé  ,  relativement  à  la  droite  CE  consi- 
dérée  comme  ligne  des  abscisses*  parles  coordonnées  *=  o,  u  =  —  -r-sin  I, 

et  que  le  quarré  du  rayon  i*m  =s  À*  (1  +  t*  sin*  !)• 

On  trouvera  de  même  que  le  point  (X  où  aboutit  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  sommet  sur  la  section  circulaire  est  déterminé ,  relativement  au  même 
axe  CE,  par  les  coordonnées 

u  =  h  sin  I  —  fàn*  cos  I  -f-#  cos  c  cos  I. 

On  a  enfin  la  hauteur  SO'  ou  h\  s  h  cos  I  +y*sin  6  sin  I  — ■  g  cos 6  sin  I , 
et  appelant/'  la  distance  C  O',  on  aura 

j**=(fco3f  -\-g  sin«)*  -f-  (Alsinl  — fsme  cos  I+#cos€  cos  I -f-  /)• , 

en  faisant  /=  — ; —  s=  CC'. 

Connaissant  les  élémens  d<,f\  V  relatifs  au  cône  à  base  de  cercle  dont 
la  surface  indéfinie  se  confond  avec  celle  du  cône  donné  a  base  d'ellipse , 
on  pourra  par  ces  trois  élémens ,  déterminer  l'angle  O  résultant  du  déve- 
loppement d'une  partie  quelconque  de  la  «surface  du  cône  sur  un  plan ,  ce 
qui  se  fera  par  les  formules  que  nous  avons  données  pour  cet  objet.  Ainsi 
cette  transcendante  pour  un  cône  à  base  d'ellipse ,  ne  dépend  généralement 
que  de  la  fonction  ¥k  et  d'une  fonction  de  troisième  espèce  II  (»,  k)  dont  le 
paramétré  et  le  module  sont  donnés  parle»  élémens  d,f\  h!  : 
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Au  moyen  de  ce  même  côbe  à  base  circulaire  on  peut  réduire  à  la  formé 
la  plus  simple  la  formule  dont  l'intégrale  expritoé  Faire  du  cône  proposa  à 
base  elliptique. 

280.  Pour  cet  efiet,  appelons  t*  l'angle  que  (ait  un  rayon  quelconque  Cm 
avec  Taxe  fixe  CCf,  et  y  Fangle  que  fait  cet  axe  avec  la  parallèle  à  CE  menée 
par  le  centre  C'rce  dernier  angle  sera  déterminé  en  même  temps  qaej*  par 
les  équations 

f1  sin  y  =  /  +  h  sin  I  — y*  sin  i.cos  I  -{-g  cos  e  cos  I  > 
f1  cos  y  ==/*cos  1  -(-  g  sin  e. 

Si  on  prolonge  Fordonnnée  mq  =  u  jusqu'à  cette  parallèle  Cçr ,  on  aura 
m'q1 z=uJ^lz=nJ  sia(o>rh>)4  donc  liai /-«il  («H- 7)  —  /,  et  le  rapport 

h  h 

h~>u  si»I  °T  *  +  *  »inl:— /  tiol  sfa(«-f-»° 

L'élément  delà  surface  du  cône  circulaire  =  £  i*dm)/\V*-^it~f'cQAmy\. 
Multipliant  cet  élément  par  le  carré  du  rapport  précédent,  on  aura  celui 
du  cône  elliptique    . 

où  Fon  a  fait  £  =  ,   .  ,  .    T  :  et  comme  onar'l=:/l4-  -r— r .  cet  te  valeur  se 

n  +-  /  sm  1 '  ■   sua  *  J 

réduit  à  e  =  -,  a  cos  CC;E.  Soit  Fangle  CCE  sa  jtt,  on  aura  e  3=  cos  jte, 
A==CE==/sinAvdonc£^  Donc  enfin 

...     g  ^  j/rinV^  l/C^+(/-r  co»^1 
[1  — cos/*  sin  (•  +y)]* 

281.  Les  cinq  élémens/,^,  A',  /t,  y7  répondent  aux  cinq  données  du  cône 
à  base  d'ellipse,  savoir  a,  b,f9  g,  h  j  on  a  vu  Comment  ih  a'en  déduisent  par 
la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré*  Récfyrbqtiemeat  les  quan- 
tités a,  b,f,  g)  h,  peuvent  se  déduire  des  élémens  /,/',  h'r/i9  >,  supposés 
tonnus.  En  effet  par  les  angles  yelp,  \e  premier  donnant  la  direction  de 
CC  (puisque  Fangle  O'C'C  a  1  tt  —  y),  le  second  donnant  la  direction 
de  CE,  on  à  immédiatement  la  position  de  la  droite  Cfe ,  qui  détermine  le 
fcênttè  t  de  Fellipse,  et  qui  est  en  même  temps  l'intersection  du  plan  de 
l'ellipse  et  du  platt  dû  cercle  ;  lWlinaïson  I  de  ces  deux  ptaas  est  déter- 
minée par  le&  équations  ^  —  t^f^f  sin  y  s/  cos/i  +  h  sin  h . 
—  (/sin*  —  £co*^  cosl,  A,a=Àwsï*f(/8in«~^cos.6)sinï,  M 
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Poli  déduifcot  I  ==  ^— ht? — *——.  Ainsi  le  pian  de  la  base  elliptique  est 

donné  de  position  par  rapport  au  plan  de  la  base  circulaire,  et  oto  a  en 
même  temps  le  centre  C  de  cette  base  ;  il  reste  donc  à  déterminer  Jes  deux 
demi-axes  a  et  £,  et  l'angle1  €  que  fait  le  premier  avec  la  droite  CE,  ainsi 
que ies  coordonnées/,  g,  h>  qui  déterminent  la  position  du  sommet  S  par 
rapport  au  plan  de  la  base. 

Dans  le  plan  SO'K  perpendiculaire  à  la  droite  CE,  on  connaît  SO'=  A', 
CK  =  r*  cos/t  —  f  sin  y ,  et  l'angle  CXKOxs  I  j  ainsi  en  abaissant  la  per- 
pendiculaire SO  sur  le  plan  de  l'ellipse,  on  aura  30  =  À'  cos I .. 

-f-  {f  smy  —  /  cos  y)  sin  I  =     su>  *  sin  I ,  et  RO=  h'  sin  I 

+  (/y  cosft— y'sin  y)  cosl.  La  position  du  point  O,  pied  de  la  perpendi- 
culaire. A,  est  donc  déterminée  dans  le  plan  de  l'ellipse.  Si  ensuite  on  cher- 
che l'équation  de  la  section  faite  par  le  plan  qui  passe  par  la  droite  CE  et 
qui  fait  un  angle  I  avec  le  plan  du  cercle,  on  trouvera  que  celte  équation 
peut  se  réduire  à  la  forme  a*y*  -+■  b*x*  =  a*b%  xetjr  étant  les  coordonnées 
parallèles  aux  axes  a  et  b9  en  supposant  que  le  demi -axe  a  qui  passe  par 
le  point  C  fait  avec  la  droite  CE  un  angle  ECA  =  6;  il  suffit  pour  cela  de 
satisfaire  aux  équations 

zfK  sin  y  sinl 

tang  ?  s  *.  A,_A,,  +f,>  ^  y  $inH , 

(h'  co*i  ~~f  «ni  ainy  sinl)*  -|-  /•  tang'p  sin'i  sûn* I'* 

( A r  sin  f  +/*  cps  t  -sin  j<  wa\  }•  +  /• taâgV  cos*  1  sin»f # 

D'ailleurs  l'angle  $  étçpt  déterminé  par  tang  2  * ,  on  poyrra,  choisir  entre  les 
deux  valeurs  c,  €  +  |fl\,  celle  qui  rend  a  >  i. 

282.  Ainsi  on  revient  facilement  du  cône  circulaire  dont  les  élémens  sont 
r^y7,  h!,  au  cône  elliptique  proposé,  au  moyen  des  élémens  additionnels 
y  et  fA.  Nous  pouvons  donf>  exprimer  Ja  surface  cherchée  dû  xjânfc  1  base  el« 
liptique  par  les  élémens  du  cône  circulaire,  joints  aux  deux  angles  ^  etytcj 
p»r  ^  itôuvsUe*  d^noiqio^ti^n^il  n'y  aura  pU#  Ueu,d<3  recourir  au*  élé- 
mens propres  du  cône  elliptique,  aiq,si  nous  pourrons  supprimer  les  açcens 
des  lettres  r',  jf',  h'7  et  nous  aurons  à  intégrer  la  formule        •   J 

[1  —  008/»sin(#+y)j* 
Soient  comme  ci-dessus,  a -et  a'  le  plus  petit  et  le  plus  grand  apothème 
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du  cône ,  lesquels  sont  donnés  par  les  équations  u?  =  h%  ■+•  (/—  r)\  • . . . 

ai*  ss  h*  +  (f-h  /•)*  î  soi1  -V  =  tang*  j  8 ,  ou  cos  8  c=s  *  T*  ;  si  on  fiât 

tang  a>  =  tang  £ 8  tang ±  <p ,  on  aura  cos  »  =  1+co><0(^ , 

sinflsin©       ,,  dfBini  .  _        Af*  —  (*'—«)• 

sin»  =  — ï r~  —  »<**>  =     .       ù 1  ;  soit  encore c*=  «st- — -fc i~t 

°"*w"         i-f-cosf  cos?'  i-)-cos9  cos?  '  4-*« 

on  aura  la  transformée 

,7 Kdp  |/(i  —  c'sin»») 

**  —  [î  -cos  A  sinft  — i)f  ' 

où  l'on  a  fait  K  =  £  r{**')»  sin>  sin*  a,  sin  X  =  l_^l^sin;  >  •  •  •  • 

jy cosl  —  cos/*  sin  > 

°*  *—    sinf  cos/»  cos> 

La  différentielle  de  Paire  du  cône  elliptique  étant  réduite  ainsi  à  la  forme 
la  plus  simple  dont  elle  est  susceptible,  nous  allons  procéder  k  l'intégration 
de  cette  formule  par  les  moyens  que  fournit  notre  théorie.  Mais  avant  de 
développer  ces  calculs  dans  toute  leur  généralité,  il  sera  bon  d'examiner  un 
cas  particulier  qui  conduit  à  des  résultats  fort  simples,  quoiqu'il  soit  com- 
pris dans  les  cas  de  la  double  obliquité. 

Du  cas  ou  ton  a  cos  0  =  cos  ft  sin  y. 

a83.  Alors  on  a  cTcso,  et  la  formule  de  l'aire  devient  Z=  /^W('^*y . 
7  J     (i — ce* à  gin?)1 

elle  devra  d'abord  être  divisée  en  deux  parties,  savoir  : 

T        rKAdp  (î + cos» A sin'f  )    p        /»aKoosA.Adfrsin? 
Ca%/      (î  —  cos*  A sin* q>y      7      =SJ    (î— cousin**)*  > 

et  on  aura  Z  =  T  +  P.  La  seconde  partie  P  est  facile  à  intégre?  par  loga- 
rithmes ou  par  arcs  de  cercle  ;  quant  à  la  première  partie  T,  on  trouvera 
par  les  réductions  ordinaires 

Tsin'A    f    cos*  A.  A  sinf >cos»  mmm  Ç&dQ  eos*  p    .     (*         ,  fdp 

K      "**    î  —  cosfAsin*f  J         û      ~  "+\/  (î—  cos*AsinV}A' 

La  première  de  ces  intégrales  ^ — ^ — ?t=E(<?,  f<)— *£*F(<?,  ^),la  seconde 

ss  MTl(/*,c,^),  en  faisant  n==— cosâXj  mais  il  faut  savoir  si  ce  para- 
mètre appartient  à  la  forme  circulaire  —  i  +  i'sin*^,  où  à  la  forme 
logarithmique  —  c1  sin* y,  c'est-à^lire  «î  cbs* X  est  plus  grand  ou  plus  petit 

<ue  ,.  Or  on  .  .lu  X.  *f ,  cM.A=.2^,e,c-=4C^*. 
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*  <m  c%  sin*  fr  ss  w'X  J""" cos*^ sss  (  'x  )  """  cos*  A*.»n*  >•.  D0110  *a  con"~ 
dition  cos*  X  >  c*,  suppose  cos  /t  >    /  j^     :  on  a  vu  qu'un  triangle  formé 

par  les  deux  côtés  a',  a,  et  l'angle  compris  iG  tel  que  c  sss  sin  C,  a  pour 
troisième  côté  a/,  ains^  on  4  toujours  3/  <C  *'  -f-  *  ;  de  sorte  qu'on  peut  faire 

;^     =  cos£  ou  sin  £  sss  A  sin  8,  donc  si  on  a/*  <  £il  s'ensuivra  cosÀ  > 

fit    T"  et 

cos  6 ,  et  cos*  X  >  c*;  ainsi  on  pourra  supposer  n  =  —  1  ■+-  4*  sin*/?,  et  on 
aura  sinp  =  ^r->  ou  sin  ^  =  -^£,  Si  au  contraire  on  a  ft  >  6,  il  faudra 

oi'  «   *   •  .  eo8/»eosv  .    1 

faire  *  =  —  s*  sin*  9 ,  et  on  aura  sm  y  =  - — ^"7*  ce  9111  donne  une  va- 
leur réelle  de  7,  puisque  c'  sin*  6  —  cos*  p  cos*  ^  =  cos* €  —  cos*/*  =  sin*/u 
—  sin*  6.  Le  cas  particulier  où  l'on  aurait  /*  =  £ ,  cos  A  =  c ,  et  n  =  —  c*, 
tient  Je  milieu  entre,  les  deux  valeurs  générales  de  n-y  alors  Pintégçale 

/•  b'da  rb*dp        1?  /      ^\         «*  »"**  coa'9  A 

(,-«*rk»jÂ  =  j-? = e  <<>  ♦)  — s—2»  °n  a  «»m«»«temPs 

P  =  -rr  f  1  — ^TTJ  >  donc  en  remettant  la  valeur  de  R,ona  l'expression 
générale  de  Z  comme  il  suit  : 

Z=.ir|/(«i')rin'f.[aEfe9)-MFfef)+ac(i-î=É)  -  Î^*±SS!].- 

Ainsi  l'aire  indéfinie  d'un  secteur  du  cône  s'exprime  par  les  seules  fonc- 
tions. £  et  F,  et  en  faisant  <p  =  27T ,  on  aura  l'aire  totale 

Z1  =  2/V(cut')  sin>  (aE1^  —  **F'c). 

Dans  ce  cas  les  deux  élémena  ft  et  y  qui  déterminent  la  base  du  cône  el- 
liptique, se  déduisent  des  élémens  du  cône  circulaire ,  par  les  équations 

a/  co§9        #'—  m 

cosu  =  -7-7—1  siny  =  — r-  =  — 7-. 

Tenons  maintenant  aux  deux  cas  généraux. 

284.  Soit  i°,  /t<£$  on  fiera  »=— -1  +**»nV>  sinp  =  ^-£,  et  on  aura 


sin 
l'aire  indéfinie 


Z=P+^(^iîn-f(;B(c,f)-W(c,9)+»W(»>c,f)+^g5r] 

où  il  faudra  substituer  la  valeur  de  l'intégrale  P,  savoir: 

T.I.  U 
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^  étaht  déterminé  par  l'équation  ébl^^s*?0**^*?* 

Faisant  fssaTT»  on  aura  l'aire  entière  du  cène 

Z1  a  a*  vf(««f )"§in>lE^  —  M**+  WT(n,  s)], 

oh  il  faudra  substituer  la  râleur  de  IP(ji,  à)y  exprimée  en  fonctions  de  k 
première  *çl  de  la  seconde  espèce.  v 

^85-$pit  a°.  /<>£,  oa  fera  *e=— «•»*•* „22i*ŒS2ii«*£,  et<»  a«i* 
(Za-P+i  V(-')«n>[ECC,  f)-*»F(c,  f  )4-*Ifc*  *)+fffiff]' 

L'expression  de  ('intégrale  P  se  trouvera  par  logarithmes,  au  moyen  des 
substitutions  cosp  =^£  Côt4>  cos  ^  3=  or  ;  mais  cette  valeur  n'entre  point 
dans  l'expression  de  l'aire  entière,  laquelle  est 

Z'  =  ar  •(**')  sin'ju  [E'c  —  PF'*4-  tal'  f  «,  c)]. 

Ces  deux  cas  généraux  sont,  comme  on  voit,  susceptibles  d'une  solution 
aussi  simple  que  celle  des  cônes  à  base  circulaire;  et  le  cas  de  ft=£  est 
encore  plus  simple,  puisqu'il  se  résout  par  les  seules  fonctions  E  et  ï\ 

Solution  générale  du  cas  de  la  double  obliquité. 

286.  Nous  avons  à  intégrer  la  formule  talZ  »  ^gj* ,  dans  laquelle  D  = 
1  —  co*Xsin($  — ^)$  et  d'abord  pour  réduire  te  dénominateur  à  sa  pre- 
mière puissance,  il  faut  diffîrettcfer  la-  qottrtité  g fcdéfp*-/) * compater 
la  différentielle  à  la  formule  proposée,  ce  qui  donnera  cette  réduction 

Zsin'A    ,   cosA.Acoa(ft  —  t) Pdf     1  —  c'gjn'ft — c'cosAgipft  cos^oos(f  — »/) 

K     ^  D  ~J   A  *  i-.coaAtia(f— /) 

Soit  T  cette  dernière  intégrale,  po*|r  &ire4iaperaître  COs^  du  4énoa4lutteur 
il  faudra  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  par  1  —  cosAsin(#-f-/), 
et  le  nouveau  dénominateur  sera  D'=  1  — -cos^Xsin*  Jv—  2  cosXcos <Tsin<p-f- 
<cos*&  *iu*$,  Ife  produit  étant fhit  parrittemefct  dttis  le  «tumëtatéo*,  *n 
verra  que  l'intégrale  se  partage  en  trois  parties,  l'une  dégagée  du  déno- 
minateur D',  les  deux  autres  afibetées  de  ce  dénominateur;  on  aura  ainsi 
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.** 


'aipcosy  (1  — c*cosacos/  sin 


P  =cosAsin<ry  - 

Pat  la  «b^itutioa  «***«*,  Vm*g«l*P  datent  de  1»  forme/^-, 

X  étant  une  fonction  rationnelle  de  x;  ainsi  cette  intégrale  ne  dépend  que 
des  arcs  de  cercle  et  des  logarithmes;  d'ailleurs  elle  n'entrera  pas  dans 
^expression  de  Paire  entière  du  cône.  H  ne  reste  dono  h  trouver  que  l'inté- 
grale T'. 

Pour  cela  représentons  la  différentielle  à  intégrer  par  g^  (B— CsinÉ^),  (l 

faudra  multiplier  ta  deu*  terme*  de  cette  fraction  par  ce  qve  devient  D'  en 
changeant  h  signa  4a  tinft*  On  aiira  ajora  au  tieu  fa\)f  un  nouveau défit*» 
nonateur  I>"  «  A*  -+**A  pe#a  A  ws  ax  »&•  9  ^  coi4  X  si»*  9 ,  dan»  lequel 
A  =  1  —  CQs*Asin*<Tj  et  cot  x  =  sip  A  tape  cPj  et  l'intégrale  sera  partagée 
en  deux  parties  de  sorte  qu'on  aura  T' =  P' -f- Tf/ , 

F  a  eos A  cœ&f^r^ [A*-* ***os'A  cw^-Ki  —  ^ ce* 2/)  W*  cotf f], 

~~J   a  •  A*+a&eQs*ÀC9ita«sîii'f +~«***»a4f 

L'intégrale  P'  dépend  des  arcs  de  cercle  et  dea  logarithme*,  et  l'intégrale  1" 
réduite  au  dernier  degré  de  simplicité  dont  elle  est  susceptible,  dépend 
d'une  fonction  elliptique  de  troisième  espèce  dont  le  paramètre  est  imagi-    . 
naire;  elle  s'exprimera  donc  par  deux  autres  fonctions  dont  lés  paramètres 
sont  réels,  suivant  les  formules  qui  ont  été  données  pour  cet  objet. 

Rassemblant  ces  diflerens  résultat*,  ott  aura  Keite  indéfinie  Z  par  la  for- 
mule 

Z^iV^O.sin^Ê^,^)— (i-cV.os'«TjF(c,<p)~ P+PH-l1— ^^*=^J 

Prenant  cette  intégrale  depuis  fso  jusqu'à  $  *=  a*,  et  appelant  T"J  la 
valeur  complète  de  T",  ç'est-à-dire  cette  valeur  prise  de  <p  =  o  à  <p=£?r, 
on  aura  Faire  totale  du  cône  elliptique, 

H<m%  powrkras  continuer  pfas  loin  cette  analyse  en  cherchant  Fexpres- 
aion  de  l'intégrale  T"  par  deux  fonction*  de  troisième  espèce  dont  les  para-* 

44- 
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mètres  sont  réels,  mais  la  prolixité  qui  semble  inévitable  dans  ces  calcul», 
est  une  raison  suffisante  pour  ne  pas  aller  au-delà  des  résultats  généraux 
qui  viennent  d'être  obtenus. 

Examen  dune  question  particulière. 

287.  La  question  de  la  surface  du  cône  oblique  nous  donne  l'occasion 
d'en  examiner  une  d'un  ordre  moins  élevé  ?  mais  dont  le  résultat  mérite 
d'être  remarqué. 

Dans  un  cône  elliptique  à  double  obliquité  il  y  a  toujours  un  apothème 
maximum  et  un  apothème  minimum;  mais  quelquefois  il  peut  y  en  avoir 
quatre;  c'est  à-dire  qu'outre  le  maximum  et  le  minimum  absolus  qui  existent 
dans  tous  les  cas,  il  y  a  encore  deux  maxima  ou  minima  relatifs. 

La  question  ramenée  à  la  base  du  cône,  se  réduit  à  faire  passer  par  le 
point  O  dont  les  coordonnées  sont  f  et  g,  deux  ou  quatre  perpendiculaires 
à  la  circonférence  de  Pellipse.  Soient  x  et  jr  les  coordonnées  de  l'un  des 

points  cherchés,  on  aura  l'équation  j*  =  —  (a1 —  x?)  k  laquelle  on  salis- 
fait  en  faisant  ,r  =  acos6,  y  =  b$mQ;  et  le  quarré  de  la  distance  de  ce 
point  au  point  O  étant  (./—  *cosfl)*  +  (£  —  4  sin  6)',  la  condition  du 
maximum  ou  minimum  de  cette  dislance  donnera  l'équation 

o/VinG  —  ig^cosô  =  c*sinG  cosfl.  (1) 

Soitjp  =py  T—9i  cette  équation  deviendra  psinB —  cos6  =  ysinScosô; 

elle  serait  facile  à  résoudre  trigonométriquement  en  la  mettant  sous  la  forme 
sin  (  0  —  et  )  =  k  sin  26;  mais  pour  avoir  la  solution  analytique,  soit 
tang  «j  6  =  t ,  on  aura 

t*  —  2(p  +  <t)t?  +  2(p  —  q)t— .1  =  0.  (a) 

Puisque  cette  équation  du  quatrième  degré  a  son  dernier  terme  négatif,  it 
s'ensuit  qu'elle  a  au  moins  deux  racines  réelles,  ce  qui  est  manifeste  par 
la  nature  du  problème.  On  trouve  d'ailleurs  par  les  -formules  connues  que 
l'équation  (2)  aura  deux  racines  réelles  seulement  si  la  quantité 

*7/>V—  (f—  P'  —  O3 
est  positive,  et  qu'elle  en  aura  quatre,  si  cette  quantité  est  négative;  mais 
cette  condition  peut  se  réduire  à  de  plus  simples  termes. 

Soit/?? s=  a*,  et  </*=&,  on  aura  dans  le  premier  cas  3aC — £*-4-*H-i>o 
ou  (a  •+-  1  )s  —  É1—  3a(a+  1  —  £ )>  o.  Le  premier  membre  est  le  pro- 
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duit  de  a+i — C  parla  quantité  toujours  positive  C*-J-  £(*+i)-J-(a+i)â. 
Donc,  en  supprimant  ce  facteur,  la  condition  précédente  deviendra... 
*■+•  1  —  £  >  o,  c'est-à-dire  que  l'équation  (2)  aura  deux  racines  réelles  et 

deux  imaginaires  si  on  a  q*  <  p*  + 1 ,  et  qu'elle  aura  quatre  racines  réelles 

si  on  a  q1  >  p*  ■+-  1 . 

De  là  on  voit  que  par  le  point  donné  O,  dont  les  coordonnées  sont  y 
et  g,  il  ne  pourra  être  mené  que  deux  normales  à  l'ellipse,  si  l'on  a 

c%  <(*/")'  4"  (%)*>  e'  qu'on  en  pourra  mener  quatre  dans  le  cas  con- 
traire c5  >  (*/)' +  (£#)*  •  en  cas  d'égalité  il  n'y  aurait  que  trois  nor- 
males parce  que  deux  des  quatre  coïncideraient  en  une  seule. 

Si  on  considère/1  et  g  comme  les  coordonnées  x  etjr  d'une  courbe  décrite 

d'après  l'équation  (c*)«  =  (or)*  +  {ty)*>  cette  courbe  ne  sera  autre  chose 
que  la  développée  de  notre  ellipse;  d'où  résulte  ce  théorème  : 

D'un  point  quelconque  pris  dans  f intérieur  de  la  développée  de  V  ellipse  , 
il  est  toujours  possible  de  mener  quatre  normales  à  la  circonférence  de 
r ellipse;  de  tout  point  pris  hors  de  Faire  de  cette  courbe  on  rien  pourra 
mener  que  deux,  et  et  un  point  pris  sur  le  contour  de  cette  courbe,  on 
pourra  toujours  faire  passer  trois  normales.  ^ 

Ce  théorème  au  reste  se  démontre  immédiatement  par  l'inspection  de  la 
courbe,  en  se  rappelant  que  toute  perpendiculaire  à  l'ellipse  est  tangente  à 
sa  développée,  et  réciproquement. 

On  déduit  de  là  aussi  une  conséquence  fort  remarquable,  sur  la  résolution 
de  l'équation  du  quatrième  degré  dont  le  troisième  terme  manque  et  dont 
le  dernier  terme  est  négatif.  Cette  équation^  qu'on  peut  toujours  réduire  à 
la  forme 

l'-hA^  +  B*— i  =  o, 

aura  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires,  &i  l'ona(-r^-~Y.<  \Tj  "^ l  > 

elle  aura  quatre  racines  réelles  dans  le  cas  contraire.  On  peut  encore  réduire 
la  même  équation  à  la  forme  /?  sin  8  —  cosfl  =  7  sin  6  cos6,  en  faisant 
*=tengJÔ,p  =  £(ÀH-B)j  f=£(À  — B);  et  si  de  plus  on  fait  cotA 
=  5(A-fr-B),  A:=|(A  —  B)  sinA,  elle  se  réduira  ultérieurement  à  la 
forme  sin  (Ô  — A)  =  À:sin  20,  qu'il  est  facile  de  résoudre  trigonome'tri- 
quement. 
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SECTION  IL 

Détermination  de  taire  de  tellipsoïde* 
388.  Soit  l'équation  de  la  surface  proposée, 

l'expression  de  Paire,  comprise  entre  des  limiles  données,  dépendit  de  la 
double  intégrale 

mais  l'une  ou  l'autre  des  deux  intégrations  ne  peut  s'effectuer  sans  intro- 
duire des  fonctions  elliptiques  qui  ne  permettraient  pas  d'obtenir  la  seconde 
intégrale.  Pour  rendre  la  première  intégration  possible,  au  moins  par  arcs 
de  cercle  ou  par  logarithmes,  on  pourrait  appliquer  la  méthode  que  nous 
avons  donnée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  %  année  1788; 
mm&  on  parviendra  plus  directement  au  même  but  de  la  manière  suivante. 

Soits=tfcos8,  on  amra  —  ■+•  ^  c=s  sin*8 j  soit  -ensuite jtsz  b  srafteoef, 

on  aura  x  =  asin6sin<p.  D'après  ces  équations  %  qui  équivalent  à  Péqua- 
tion  de  la  surface,  il  faudra  exprimer  l'élément  de  l'aire  en  fonction  des 
deux  nouvelles  variables  0  et  <p.  Et  d'abord  pour  avoir  la  valeur  de  djtdy, 
je  différencie  l'équation  4?;=s0sia8siti$>  en  supposant  6  constant,  j'ai 
dx  ss  ad<p  casp  sinft;  ensuit*  il  faut  # voir  la  valeur  de  <fyy  en  supposant  x 

constante;  c'est  ce  que  donnera  Péqnatura  —  +c  *=  »Jk*&,  dfoè  Ymt  tire 

^<£r=W8sin8cos8;  donc  dx<fy  =  abd<pdQskn9  cos8. 

Substituant  cette  valeur  ainsi  que  celles  de  x  et  jr  dans  l'expression  de 

l'aire  Sj  faisant  de  plus,  pour  abréger,  — —  =  ^,      ~c  =  6, 
S=j7àW<pi9sin8v/[i  —  (/sin'p-f-scos^sin^]. 
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L'intégrale  par  rapport  à  $  est  facile  à  trouver  par  logarithmes;  mais 
comme  la  formule  qui  en  résulterait  pour  la  seconde  intégration,  n'est  pas 
du  nombre  de  celles  qu'on  sait  ramener  aux  fonctions  connues,  nous  nous 
contenterons  d'intégrer  par  séries. 
38g.  Soit  donc  <T  sin*  £+«  cosâ(ps=x^  on  aura ,  en  développant  le  radical , 

S=fjabd9$  sinfl  (1  — ^  sin*8—  £Jj^  sin'fl- ~p/>3  sin69  —  etc.). 

Or  en  intégrant  depuis  8  =  0  jusqu'à  0=?:  j^r,  on  a 

yaBsmftcai,    JS0fin»6s=J,    /<*Un*8=|j|,    etc. 

Donc  il  résulte  de  la  première  intégration, 

Cette  formule  doit  être  intégrée  de  nouveau  depuis  <p  =  o  jusqu'à  #  s=  £fl"; 

«fcat*»c*msc»limto 

et  l'on  aura,  après  avoir  multiplié  par  8,  l'aire  totale  de  l'ellipsoïde 

formulé  dans  laquelle  il  reste  ii  suhstituer  les  valeurs  suivantes  : 

a. 4  a    -a  a. 4' 

a. 4. 6  ^^       a. 4    a  a    2.4  a«4-6 

«te.  '«•"•  -  " 

Laioè  de  ces  expression  «est  «saaiferte,  et  en  fient  efesemr  que  le 
tecme  général  1*°  est  le  coeflkieot  de  xB  «bot  le  tdévdappemôat  de 

(a  —  Jkf*  (j  — «*)"S  -nu  dans  oaU&  du  fwôduk 

Au  *eaterla  juite  P(,  P%  P^^eta  fi&a  DÔcoieairetaent  4on vengeais  ai  «Pet* 
joat  Um*,denx  {îlu*  petits  que  l'unité;  oelqui  aum  ioujowa  heu  en  pre- 
nant pour  c  ia  plus  petite  4»  <troi$  quantofo  #,£,<£. 
j*9*  le  peUen*  dedéteramer  i'wre  totale  de i^e%««*e  <*t  réaohi  par 
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la  suite  qu'on  yie&t  de  trouver,  9114»  amplement  qu'il  peut  l'être  quand 
on  n'a  pour  but  iquè d'obtenir  une  approximation.  Jtfais  il  fout  recourir  i 
d'autres  moyens,  si  on  veut  avoir  un  résultat  dépendant  seulement: des 
fonctions  elliptiques  ou  des  quadratures  algébrique*. 

Dans  la  Méthode  précédente  nous  avons  partage  l'ellipse  qui  sert  de  base 
à  la  surface  proposé? ,  en  pones  elliptiques  concentriques,  détermipéès  par 
les  projections  des  sections  laites  dans"  l'ellipsoïde,  parallèlement  à  sa  base. 
Toute  autre  manière  de  partager  la  base  est  également  admissible  et  doit 
conduire  au  même  résultat  après  les  deux  intégrations  ;  mais  il  en  efcrt  une 
surtout:  qui.  mérite,  d'être  soumise  auraient,  jet  qui  semble  prAméttre^des 
résultats  élégansl  Je  veux  parler  des  projections  qui  naissent  des  lignes  de 
plus  grande  et  de  plus  petite  courbure  tracées  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde. 

Monge,  dans  ses  Feuilles.  d'Arialysp  appliquée  (édik  de  Tan  9,  n°  19), 
a  donné  la  construction  de  ces  courbes,  comme  il  suit. 

Ayant  supposé  a  >  b  et  b  >  cr  soit  pris  pour  plan  de  projection  le  plan 
des  x  et  j%  qui  est  celui  de  ta^ec^on  prôtipiale  dont;  ast  b  soptits  depai- 
axes.  Soient  décrites  dans  cej>Wn  une  ellipse. et  une  hyperbole  auxiliaires, 
qui  aient  les  demi-axes  communs  A  el  B  ainsi  déterminés,  ;% 


:  A=«i/(^)' 


le  demi -axe  A  étant  dirigé  dans  le  sens  du  demi-a;xe  a,  et  B  dans  le  sens 
de*. 
L'équation  de  l'hyperbole  sera  /*  =s  —  (x1  —  Am) ,  et  l'équation  de  ï'el- 

lipseJ%7^  = —  (A*-— X*);  elles  se  toucheront  par  le  Sommet  où  «cbA,  et 
d'ailleurs  on  peut  observer  qu'en  vertu  des  suppositions  faites  t)n-«À<fl. 

391.  Cela  posé,  soient  a»*,  Jt=€>  les  coordonnées  d'un  point  pris  à  volonté 
sur  l'hyperbole,  ensorte  qu'on  ait  £*  =  —  («*-—  A*);  si,  avec  les  demi- 
axes  *.  et  £,  pris  dan$  Je*  mêmes  directions  Çue  a  et  fr,1  oh  décrit  une 
ellipse,  cette  ellipse  et  toutes  les  ellipses  décrites  de  la  même  manière  sui- 
vant les  diverses  valeurs  de  a  et  6,  avec  la  seule  condition  qu'on  ait  *<a, 
seront  les  projections  sur  le  plan  des  x  et/,  de  toutes  les  lignes  de  cour- 
bure d'une  même  espèce,  -tracées  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde. 

Les  projections  des  lignes  de  courbure  de  l'antre  espèce,  qui  seront  des 
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hyperboles,  se  détertwjerqnt  serob|ab)entont  4ù  prêtant  ppor  <fofti-axes' 
de  chaque  hjrperbq^e,  les  coordonné**  p!y  C  dVvnjême  point  de  l'elKpse 

auxiliaire,,  lesquelles  doivent  satisfaire  à  l'équation  Ç/â=^=ïi(A* — *'*)•-  \ 

Les  projections  des  lignes  de.  courbure  de  la  première  espèce  seront  donc 
les  ellipses  tracées  d'après  Fequation  (     ' 


---    a 


en  donnant  à  a  toutes  les,  valeurs  depuis  «==  A  jusqu'à  a  as  a,!  '  :  ^  1 
:  Et  les  projçptKtf*  <dc*  lignes  de  oourbure  de  W' seconde  espèce  seront 
toutes  les  hyperboles  décrites  d'après  l'équation  ,,       •<*.']'.••'' 

en  donnant  n  a'  toutes  les  valeurs  depuis  s'=o  jusqu'à  a'=  A. 

-  Considérons  plus*  particulièrement  les  ellipse*  qui  sont  les  projections 

de*  lignes  de  cour  Jmta  d|e  la  première  espèce. 

Lorsqu'on  fait  «tesÂ,  oira»  €«0,  ^Sco,  de  sorte  que  l'ellipse  est 
infiniment  étroite ,  et  se  réduit  à  son  grand  axe!  A  mesure  que  le  demi* 
ufe  a  avigiçeqte,  Faptt^demi-âM^^laiigfriente  aussi  j  et  enfin  lorsqu'on  fait 
<x=a,  l'ellipse  de  projection  se  confond  avec  la  base  de  l'ellipsoïde >  ce 
qui  est  le  dernier  terme  des  projections. 

agi.  Cela  posé,  cherchons  l'aire  de  l'ellipsoïde  qui  répond  à  l'élément  dp 
la  base  dxdy,  compris  entre  deux  ellipses  de  projection  infiniment  proches. 

L'une  de  ces  ellipses  ayant  pour  équation  ^*  =  —  (*• — ar*),on  pourra  faire 

,r  =  asin-v}/,  ce  qui  donnera  ^=£cos  4/.  Différenciant  x  en  supposant  a 
constante,  on  aura  <£r=  ct^4  cos4>  si  on  passe  ensuite  de  cette  ellipse 
à  l'ellipse  infiniment;  voisine,  \\  fiîudto  différencier  l'équation 

en  faisant  varier  *  seul,  ce  qui  donnera  jndjm-~euùf(i  '--— —  J,  donc 
l'élément  de  la  projection 

Lorsqu'on  fait  varier  4  en  supposant  «  constant,  le  point  de  projection 
ne  varie  que  sur  une  même  ellipse  de  projection;  de  même  lorsqu'on  fait 
T.  I.  45  • 
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v*i£er  «  4P  «ippownk  4  routant,  le  poiat.de  projection  fae  varieiqoe  aar' 

une  hyperbole  de  projection  ;  car  en  éliminant -ce  et  Cdes  éqhatiobs  i  =e  -t-t  ; 

I  ,)  ,  }  ,  Mil  ,     *  » 

est  l'équation  d'une  hyperbole  de  projection,,  dont  les   demi-axe*  sont 

*'±=Âsin4>  C'=Bcos4- 

De  là  on  voit  que  l'élément  de  protec^o^  don*  aons^npns  de  donner 
la  valeur,  représente  le  quadrilatère  compris  entre  deux  ellipses  et  deux 
hyperboles  de  projectiofi  in  âm&nent  voisines. 

Si  en  substitue  maintenant  les  valeurs  de  <v,  ?*,  et  d[*^  dans  l'expression 
générale  de  S,  on  aura  >  '     * 

'':    ^'^     *'/ 

_  k  *  ■  .   if    *  -i  ^*!     ■• 

Cette  expxessipq  :p?rftît  au  premier  coup  d'cfeii  bcqueoàp  pbas  compli- 
quée que  celle  à  laquelle  nou^aven*  #Uft  uoirçluits  par  te  fwemière  »é|kode  ; 
Hjais  en  l'ef aniinsuit  de  pltia^<*,f  c^rouve  rç^elle^  au»fcepèib}*4'jàne 

Eneflftysion  sufastittte  la »  mlewr'^atf^Çii****^»),  cin  reeMifeUfa 

que  la  quantité  sou»  lié  radical'  se  décomposé  en  deux  facteurs  distincts, 
l'un  qui  ne  dépend  que  de  *,  l'autre  qui  ne  dépend  que  de  4*  de  sorte 
qu'on  a 

Si  on  observe  maintenant  que  po«r  ljotyçt  peepasé  U  feut  ptendrtB  Kafté+ 
grale  par  rapport  à  4?  «kptrç*  -^=»0  Jusqu'à  4»  •**>  otlfrtégpâlb  par 
rapport  à  a,  depuis  a=  A  jusqu'à  <t  =  a;  çn  verra  que  ces  deux  inté- 
grales sont  entièrement  indépendantes  Y\mp  tfeftûitre,  et  qu'elles  peuvent 
être  cherchées  isolément,  ce  qui  permettra  de  réduire  Faire  entière  de 
l'ellipsoïde  à-des,qiiadr»tare^\fi^ébriqtt«s9  et  même,  oemme  on  le  prou- 
vera ensuite,  aux  seules  fonctions  elliptiques. 

2û3.  Soient  donc  ,     , 

sid^+J-tcos** 


ces  intégrales  devant  être  pri$e»  depuœ  4*=Mu*ïîua  ^s=.\it. 
Soient  encore 

'  "      A_t'   <*«'       '  f(*-**Wr\  T      •  «  --•  •••»-râ* 
ces  intégrales  'devarft  Wé  rirlses 'depuis  *  ss^jiHqifâ'*** #.'•  !  "*    ■  •  ' 

Ainsi  tout  se  réduit  à  trouVérléé  quatre  iwtegrâlês  P;  Q;  M,*  ff,  flaire1  lei 

limites  désignées rt  a  ',»»         .   ,fs  Af    i  ,. 

Pour  simplifier  Tes  formule^  ME  et  N,  soit  fafig^  —  î  tang  *  ,  ensuite 

.       n ±ï^  et  ^T—'&tJï  ;$=§',  il  Tèkxdïefi Je' ce*  shbstilàtiôtts  '  ' 

,         •  ;  \  .  •  -  -  ." 

Mais  par  les  réductions  connues,  on  a 

t*  dm  fin*  «  .  n  smmcotmAJc',*)  ~"     F  (c',  i)'  ' 

Donc  en  étendant  les  intégrales  jusqu'à  £==  ?  «^otoaunT  ponr  lesôiâieurs 

À  e$  et ,  si  Fon  fait  À  es  a  sin  /te,  cm  pourraprendre 

1  r,,',r;u  *^lj  ■*'   •»" 


.  *%  SUTM 

i  —  cosVsitrÇ  * 


45.. 
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et  la  substitution  4onnera  •     .  •    - 

r^wns/tj    çt  — oo8>«mr0» 

.v    ...        ^*;      UJ       k—  oûi^M.iin'C     '  "-4  ,.  -, 

j»         flf        ^  A» 

On  a  (ait  dans  ces  formules  J'^ssc  j;  •  V^j^yj  de  sorte  qu'on  ft.  • 

£'•  H-  c''  =  i ,  et  qu'aiosÀjes.  modules  ^  et'.  <à  sont  complcmena  l'un  de 
l'autre.  •<  ,       ..     ;•   .    '    ".»  "  ..« 

Soit  le  paramètre  Ji.ssç.p^— _  s=  .oot'  A,  on  aura  A  =  a  sin X ,  et  5'* 
==  g;  cos'f*  =  -t—  ,  ou  cosâ  fA  as  5'*  sin»  X  ;   l'intégrale'  Q  se  rapporte 

donc  aux  fonctions  elliptiques  de  la  '  trbiaiènie  espèce ,  dont  le  paramètre 
1»'=:—  9os*^o:-^^Vsin*^,  etanOecmvera      ,  ,  ..  ._  t. 

Pour  avoir  la  valeur  de  P.,  fl  faudra  d'abord  erriétoyer  cetfe  fprflaule  de  ré- 
duction  '•*"  •      <•         k 

Faisant  ensuite  ^  as  -^w,  on  aura  les  intégrales  complètes       ......"' 

P  5=,  -~£cos»AF'  0?)  H-  sin'XE'(i').—  (i— a  sin'Arr-i"*»^) TC  (*'»*%' 

^95.  Maintenant  si  dans  l'expression  de  l'aire  S  on  substitue  lè&'  valeurs 
trouvées  de  M,  N,  P,  Qf  il  en  résultera  r#;_  fv    n  .'  r      .^ 

n  >*  /  '  .    .    •    /  v    '       _J...  .•; 

Par  un  premier  développement  qui  fy\%  disparaître  les  termes  où  lès  deux 
fonctions  II1  sont  multipliées  ^  xm  pbljïçnt;  ^=  *~ 


-7  GSS*  (fT-*  CÔji?'  (*)-«*' ATT  (»',  *')]• 

Biais  par  les  valeurs  connues  des  fonctions  ttft,  on  a 

..        -:      --.  ■         .  -E«(c)F(*,A).    ) 

..•.,.«      "■••'__  wtP- (*)*(** *)]• 

Substituant  et  faisant  les  réductions  auxquelles  donne  lieu  la  formule  con- 
nue ï  =  F*  («')  E'  (*0  •+•  F»  (*')  E\  (•)  —  P  ($')  F'  (<),  on  trouvera 

J'observe  qu'on  peut  encore  simplifier  ce  résultat  en  prenant  un  nouvel  an- 
gle r  tel  que  F  (*',  A)  -f-  F(£',  y)  =  F1  (£')  j  il  faut  pour  cela  qu'on  ait 

d  tang  X  tang  r  =  i^  ce-qui  donne-cof  y  5=2— j  on  aura  en  même  temps 


£(#,  A)  +E(ft>j  =  E»  (*0  +:^(^);  9onc  enûtï  Faire  .erttîère  de  Pe|- 
lipsoïde  aura  pour  expression 

de  sorte  que  la  valeur  de  85  se  réduira  cette,  fonnettès  simple ,  .    ~  \  ? 

formule  dont  on  pourra  faire  l'application  immédiate,  en  se  rappelant  seu- 
lement qu'on  a  cos  f  =9  --et  #*s=ij~t  ■. 

Il  est  facile  de  vérifier  cette  formulé  dans  les  deux  cas  où  l'ellipsoïde  de- 
vient un  solide  de  révolution;  car  si  l'on, 3  a  a  A,  Iq  formule  donne  pour 
l'aire  du  sphéroïaé  aplati , 

*   tin»  ^\i—  suif/ ' 
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et  si  Ton  a  *  as  c  >  hkfoffi^ile  doti^  pour  Tâii»  Tfo  sp&éfbïfted  jbgé 

ce  qui  s'accorde  avec  }es  résultats  connus.  .  /         ;  ,    -       *  - 

Nous  sommes  donc  parvenus  à  exprimer  par  des  fonctions  elliptiques  très 

Stiflples,  l'aire  entière  de  ^ellipsoïde >  et  on  peut  dar»  une  infinité ^e cas Ve5- 

primer  Jw  un  seuLarc  d'ellipse ,  ce  qui  a  lieu  lorsque  a*=c*-f-£\/' 

396,  Il  résulte  de  $ette  solution  <jue  la  série  trouvée  p«  la  .premièip 

méthode, 

est  susceptible  d'être  «oounée  àJ'aide  des  fonctions  elKptttjues  *  ^  c^est  «e 
qu'on  peut  vérifier  directement  de  la  manière  suivante. 

Considérant  la  fonction  T  {f)  ou  simplement;  f  ,  doqf  la  vrieitr  dévelop- 
pée serait  t  . 

on  aura  par  des  différenciation*  successives , 

Mais  al  on  remonte  à  l'origine  des  quan&&  F,  Jp",  j^,  etc. ,  on  trojwera 
que  lasuitef  (i+F>  +  P'y+P>«^etCrVn^tâatre,c  ï 

tégr*k  pow,  déplia  ^  =  a  jusqu'à?  ss  f*r  d*  la 


rm- 


l'.  Vï, 


#  (.  +»-  +  ,*+*y  +  eto.) *  ^  *  iWl&oW 


Cette  intégrale  a  ppur  valeur 


Donc  si  on  feit  pour  abréger,  R  =  |/[i  —  £>  +  6),J*^  ^$1°»  «F? 
ffo&r&oUe  en  multipliant  par  âjr  et  intégrant 


:.£EÇNON  JL  3% 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

-  Sent  maintenant  ^;  /«Tssan+iet  #  s=  j=p  .  fl,_<!,1  on  «ara •£  s= 
t  :    ^ 

Il  reste  à  faire  dans  des  expressions  ^=1,  ce  qui  donnera  sm4  =  Vf, 
<^4«|/(l^^)«î;Rïtn^(r«^>.y,^4)œ^fdo«U^teir 
cherchée 

d'où  résulte  enfin  Faire  de  l'ellipsoïde 

89^*1?-+^  E«W+F(*,  ^-r-sm^*,  4)}; 

et  on  voit  que  cette  formule  s'accorde  entièrement  avec  celle  que  nous 
avons  trouvée  par  la  seconde  méthode,  puisque  les  quantités  A;  et  4  ne  dif- 
fèrent pas  de  celles  qui  ont  été  désignées  ci-dessus  par  b'  et  v. 

agT'tJSpus  rçmatqueftfes  enfiâ  quV*n  peut  déterminer  genésaleuieort'aire 
d'un  quadrilatère  quelconque  compris  entre  deux  lignes  de  courbure  d'une 
espèce,  et  deux  lignes  de  courbure  de  l'autre  espèce.  11  suffît  pour  cela  de 
Hufotitoftf  êàm  la  formule    ' 

Sœ|pM— ABQN, 


les  valeurs  des  intégrales  M,  N,  P,  Q,  pues  entre  les  Hontes  données. 
11  faudra  doue  prendre  les  deux  intégrales  M,  N  entre  les  deux  valeurs  de  x 
q»  répondent  aux  cotés  du  quadrilatère  dont  les  projections  sont  des  hyper- 
l»ies,  et  les  defax  intégrales  P  et  Q  entre  les  deux  valeurs  <k  jc  qui  cor- 
•eapqttdcaft  aux  cotés  du  quadril**ève  dooat  k»  projections  sont  des  ellipses* 
Ainsi  tous  le*  quadrilatères  dont  il  s^agît  peuvent  être-  déteraimés  par  de* 
fomùokxs  qlliptiques,  et  Içs  résmltaU  deviendront  pins  simples  si  en  ic* 
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appUque  à  la  sone  entière  comprise  entre  deux,  lignes  de.  oowbiire  <?  une 
même  espèce. 

La  figure  i4  pourra  servir  à  faire  mieux  entendre  les  constructions  que  cette  sec- 
tion suppose* 

AKB  est  l'ellipse  principale  dent  les  demi*axes  sont  CÀ=a,  GB  =  £. 

L'ellipse  et  l'byperbole  auxiliaires  sont  représentées  par  ONG  et  OMI;  elles  ont  pour 
axes  communs  CO  =  À,  GG  =  B. 

Ayant  pris  sur  l'hyperbole  auxiliaire  OMI  un  point  quelconque  M  dont  les  coordon- 
nées sont  Ca  =  «,  aM  =  C,  on  décrit  avec  les  demi-axes  Ca=*,-C£=C,  l'ellipse  ami 
qui  sera  là  projection  d'une  des  lignes  de  courbure  de  la  première  espèce. 

L'ellipse  am'V  représente  la  .projection  d'une  autre  ligne  de  courbure  de  la  même 


Ayant  pria  sur  Fellipse  auxiliaire  ONG  un  "point  quelconque  N  dont  les  coordonnées 
sont  &==•'*  *N  =  C,  on  décrit  amples  demi-axes  Ce=**,  Cf^zC,  une  hyperbole 
fjum'.qui  sera  la  projectiqa  d'une  des  lignes  de  courbure  de  la»  seconde  espèce. 

L'hyperbole  /nn'  représente  la  projection  d'une  autre  ligne  de  courbure  de  la  seconde 
espèce. 

Nous  avons  fait, voir  qu'on  peut  déterminer  en  général  par  les  fonctions  elliptiques! 
l'aire  de  tout  quadrilatère  formé  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde,  qui  a  pour  projec- 
tion mua»'»'.— 


\ 

section  m; 

De  là  ligne  la  plus  courte  sut  la  surface  du  sphéroïde.. 

398.  (considérons  up  sphéroïde  produit  par  la  révolution  de  l'ellipse  PAE 
Fig.  ix  autour  de  son  petit  axe  CP,  et  supposons  que  la  courbe  AMI  tracée  sur  la 
surface  de  ce  solide,  jouit  de  la  propriété  d'être  la  plus  courte  entre 
deux  de  ses  points  pris  A  volonté  ;  il  s'agit  de  déterminer  la  nature  de  cette 
courbe. 

Soit  PAE  le  méridien  fixe  qui  passe  par  l'origine  A  de  la  courbe,  PMN 
le  méridien  mobile  qui  passe  par  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe, 
MT  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  l'axe  ;~  si  l'onr  suppose 
CE=sa?  CP  =  &,  ÇT==*?  TM.SB»,  l'arc  AM=*,  etl'anglëAPM  que 
font  entre  eux  les  deux  méridiens  PA,  PJV1 ,  =4/;  on  trouvera  par  les  mé- 
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tfaodes  connues  que  la  tiguela  plus  ôourte  traeée  sur  la  surface  d'un  solide 
de  révolution  doit  satisfaire  à  l'équation  uV&j,  =  Cds ,  G  étant  «ne  cons- 
tante ;  il  ne  reste  do^c  qu'à  combiner  cette  équation  avec  celle  du  méri- 
dien elliptique. 

Appelant  à  l'ordinaire  f  l'amplitude  du  point  M,  nous  aurons  f  =  *  eos<p, 
a  =c  a  an  pi  dt*  +  *&•  =a  dip1  (a*  cos*  <p  -f-  b%  sin*  0)  et  ds*  =s  nVty*  H" 
^•(a*  cos^-hA*  sin*$).  Substituant,  cette  valeur  et  celle  de  14,  dans Te- 
fmtlion  ifd-\  =s  Gis,  on  en  tire 

Soit€m»^»Di«ô,  on  aura  |/(*â  sin*  <p  —  Câ)  ss  a  Y  (sin*?  —  sinâ  6)  * 
d'où Ton  voit  que.  iefit  la  limite  au-dessous  de  laquelle  f  ue  peut  pas  des- 
cendre; soit  donc  cbsprrr  cos  18  cos:a>,  on  aura,  en  faisant  c%  =saè  — i*, 

«H»       <iD!^     •(*•+*•  cos^fi  cos*»). 

Soit  enfin  A*  =  sin*  A  s  ^         — ^,  ou  tang  A  s      .     ,  /i  s  coi*  8 ,  on 

aura 

,,  b  dm  t/(i—  *«sinA«) 

^        asinôcoiA  î-f-i'in*»      -' 

Supposons  que  l'origine  À  est  le  point  de  la  courbe  le  plus  près  du  pôle  P, 
on  aifcfc  êû  de  point  Ktfm^Mtwde  Q  *a  4  ?  et  éè  s=t  o  ;  et  puisque  la  distance 
PA  est  un  -minimum  i  il  est  visible  qu'au  point  Â  la  courbe  sera  perpendi* 
culaire  au  méridien. 

Cela  posé,  l'arc  ÀM  =  s  compté  du  poittt  A ,  s'assimile  entièrement  à  un 
afc  d'ellipse,  et  on  a  exactement  s  —  -—  E  (A,  ,ar);  ainsi  eu  prenant  le  de- 
mi-grand axe  CD=  — <--,  lequel  sera  plus  petit  que  CE  et  plus  grand  que 

CP,  et  décrivant  l'ellipse  PmD  sur  les  demi-axes  CP,  CD,  si  on  prend  sur 
cette  ellipse  un  point  m  dont  l'amplitude  soit  o* ,  ou  qui  ait  pour  coordon- 
nées Os  bcœm9  rm  = — -sin  »,  l'arc  Vm  de  l'ellipse  sera  égal  à  l'arc 

AM  de  la  ligne  la  plus* courte,  l'extrémité  M  de  celui-ci  étant  déterminée 
par  f  abscisse  CT  ss  b  cos  0  c6s  t*  .sas  O  X  cos  8,  de  Sorte  qu'il  y  a  un  rap~ 
T.  1.  46 
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pèrt  «oiwUflfc  «Km  Us  «ksoMMt  CT,  Cr,  dts  poiott  temitnéi  par  1m  «m 

eCSUX.  AM,  rHêm 

Au  point  I  où  ht  courbe  reneoirtre  Féquatéur,  en  ««m  lfare  AI  ■»  PwO 
=  -A-  E'A,  et  par  l'équation  ttÊ<ty  =  G&,  on  déterminera  l'angle  1  sous 

lequel  TîntersteticHi  cks  deu*  ouirbaa  a  litaj  «a  générai  -^  çatli  liant  dt 
l'angle  M  que  fait  la  courbe  avec  le  méridien  ;  ainsi  au  point  I  on  aura 
cos  I  =  --rf  s=  -  =  gs.m  5?=  sin  flj  c'est-à-dire  que  l'angle  I  est  le  complé- 
ment de  l'amplitude  du  point  À* 

209- Venons  maintenant  à  l'autre  équation  dont  l'intégrale  est,  suivant  les 
dotations  ordinaires  ' 

Par  cette  formule  dont  le*  deux  te*m&  peuvent  être  calculai  avec  tel  degré 
d'exactitude  qu'on  voudra,  on  déterminera  pour  chaque  valeur  de  l'am- 
plitude <y ,  la  valeur  correspondante  de  l'aagle  4  3"*  ^  la  togitvde  du 
méridien  PM. 

Pour  avoir  la  position  du  pqiflt  I  où  la  courbe  rencontre  l'équateur ,  il 
faudra  faire  co  =  {  jf ,  œ  qui  dopnera  pour  la  Ipngitude  du  point  I, 

Cette  valeur  est  en  général  plus  petite  que  jT'x  car  il  est  évident  qu'on  a 

aant  0  s  |  >7f,  on  aura  ^'  < -  .  - ,  quantité  toujours  plus  petite  que 

j  jr,  puisque  a  déjà  trouré  — -  <  *,  te  qui  résulte  de  l'équation. . . . 
— —  =  J*  +  <?»  cos*fl  a»  a*  —  c*eie*  ft. 

Les  fbnetkma  F  et  IT ,  considérées  avant  et  après  Fampîitude  qo\  tr*+* 
seyt  égakuoept  ponr  de*  difiifeeftce»  égalai  dtoplituda;  car  ou  a  ta  cent» 

ralFtf*)  —  *(**—  0*y(i»+{)^f(î*)t  «tilemsUc 
même  de  la  fonction  II»  De  là  on'  voit  que  paasé  le  point  I ,  la  courbe  $e 
prolongera  dans  l'autre  hémisphéroïde ,  de  naftière  que  les  deux  parties 
séparées  par  tMqvaCeu*  sereftt  égales  et  aeinblabkt.  Dana  la  «aarbeparvien» 
di*  da  fc*tre  ofeé  4e  tffafuj*evr ,  un  p**eMMe  4joi  «  est  éttgei 
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<p*  te  patlBèi»  qm  pàm  parte  point  Àf  «ta  Mteigttfli  *«  ptnllète  *Ue 
deviendra  perpendiculaire  M  méridtaft  ,  comtae  elle  l'était  à~l  Viftine  A- 
Ainsi  la  continuation  indéfinie  de  cette  courW  offrira  Une  infinité  de  spires 
égales  et  semblable»,  cmnprbe»  entre  de»  parallèle»  également  éloignés  de 
Féquateiir.  Ces  spire»  fié  seraient  tendant  pas  en  nombre  Infini ,  si 
l'angle  EC1  que  noua  irons  désigné  par  4»,  avait  un  rapport  rationnel  avec 
la  rîrcoâftrefice  ;  car  alors  au  bout  d'an  certain  nombre  de  révolutions  la 
courbe  rentrerait  sur  elle-même.  Mal»  un  pareil  cas  est  purement  hypothé- 
tique f  puisÇu*  en  général  k  fonction  %|/'  dépend  d*  plusieurs  tfftiieot»- 
dantes  qu'il  n'est  pas  possible  d'exprimer  exactement  far  d<sp  are»  de  eere)*. 
3oo.  Il  est  remarquable  que  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  4  *»t  absolu- 
ment de  la  même  forme  que  celle  qui  donne  la  valeur  dé  f  4&g)#  réfutant 
do  développement  sur  un  plan  d'une  portion  de  la  surfret  du  cône  obli- 
que à  base  circulaire.  Ce  dernier  angle  est  fteile  à  trouver  jusqu'à  un  ea»* 
tain  degré  d'approximation  ,  par  de  simples  constructions  géométriques ,  - 
déduites  des  pyramides  inscrites  et  circonscrites.  D'ailleurs  comme  le  cane 
oblique  n'a  de  courbure  que  dans  un  sens ,  cette  surface  est  censée  plus 
simple  que  celle  du  sphéroïde  qui  est  partout  à  double  courbure  ;  ainsi  on 
doit  regarder  le  problème  de  déterminer  la  ligne  la  plus  courte  sur  la  sur- 
face du  sphéroïde ,  comme  étant  réduit  à  une  moindre  difficulté ,  par  la 
construction  suivante,  qu'on  tire  aisément  de  nos  formules. 

Faites  un  triangle  isocèle  pjjf  tel  que  sa  base  pp1  représentant  l'axe  2Ôy  F*.  i3 
le  côté  pfau  p'f  soit  égal  au  rayon  a  de  l'équateur,  tirez  pq  de  manière 
que  l'angle  p'pq  =  A.  Sur  pq  comme  diamètre  ,  décrivez  un  cercle  pnq 
dont  le  plau  soit  perpendiculaire  au  plan  du  triangle  pfq.  Le  cône  qui  a 
ce  cercle  pour  base  et  pour  sommet  le  point/*,  sera  celui  dont  la  surface 
étant  développée  sur  un  plan ,  servira  à  décrire  la  ligne  la  plus  courte  sur  * 
la  surface  du  sphéroïde  donné.  Pour  cela  soit  QM  un  parallèle  qui  passe  par 
tous  les  points  des  méridiens  dont  l'amplitude  est  <p;  on  connaît  déjà  ô  par 
l'amplitude  du  point  À  sur  le  premier  méridien  PAE  j  d'ailleurs  l'angle  A 
qui  sert  à  former  le  paramètre  n  =  cot*8,  se  retrouve  tant  par  l'équation 

£tang  Assc  cos  8,  que  par  la  fig.  1 3 ,  où  l'on  a  y.  =  tang*  76=  'T'00*^- 
Il  reste  à  déduire  de  l'amplitude  donnée  (p,  l'amplitude  ai  des  fonctions  el- 
liptiques, ce  qui  se  fera  par  l'équation  cos  ai  =3  — ? ,  ou  par  une  construc- 
tion équivalente;  ensuite  de  l'amplitude  a  ,  on  déduira  l'angle  qcn  formé 
dan»  le  plan  de  la  base  du  cône  par  le  rayon  qui4  termine  le  secteur  dont 

46.. 
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on  a  besoin;  soit  cet  angle  ^<vi=s£,  on  aura  tang  |£  s=tang£8  tang?*, 

ou  tang  7  £  s=5  tang  |  fl  .  v'ftang  ^—  tang  ^p-J-  L'angle  yen  étant  ainsi 

déterminé ,  il  ne  s'agira  plus  que  de  développer  dans  un  plan  le  secteur 
courbe  çfh9  et  l'angle  du  sommet  f  sera  égal  à  l'angle  cherché  <\,9  c'est-à- 
dire  sera  la  longitude  du  point  M  de  la  courbe  dont  l'amplitude  donnée  est 
p.  Cette  amplitude  au  reste  qui  s'accorde  arec  la  co-latitudé  au  pôle  et  i 
l'éqnateur,  n'est  pas  la  même  chose  que  la  co-laiitude.  Soit  L  la  latitude  au 

point  M  dont  l'amplitude  est  $ :,  on  aura  tang  L  s  t  cot  p.  Ainsi  on  dé- 
duit aisément  L  de  Q  et  réciproquement. 

La  ligne  la  plus  courte  tracée  sur  la  surface  du  globe  terrestre,  s'ap*. 
pelle  ligne  géodes  ique.  Nous  avons  donné  les  formules  relatives  au  calcul  de 
cette  ligne ,   et  en  général  au  calcul  des  triangles  sphéroïdiques  dans  le* 
Mémoires  de  l'Institut,  pour  l'année  1806. 
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0»  a  déjà  vu  dans  le  Chapitre  VIU  un  usage  fort  remarquable  de  la 
pV«  simple  des  fonctions  elliptiques,  pour  ei primer  le  temps  employé  à 
parcourir  un  arc  quelconque  dans  le  mouvement  du  pendule  simple,  soit 
que  ce  pendule  ne  fesse  que  des  oscillations  de  part  et  d'autre  de  la  ver* 
ticak,  soit  qu'en  vertu  de  la  vitesse  acquise,  il  puisse  tourner  sans  cesse 
dans  le  même  sens  autour  du  point  de  suspension.  Nous  nous  proposons 
maintenant  de  traiter  avec  l'étendue  convenable  quelques-uns  des  problèmes 
de  Mécanique  auxquels  les  méthodes  précédentes  s'appliquent  avec  le  plus 
de  succès;  et  d'abord  nous  avons  choisi,  comme  devant  être  placés  en  pre- 
mière ligne ,  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  qui  n'est  sollicité 
par  aucune  force  accélératrice ,  et  le  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  detuç 
centres  fixes.  Ces  deux  problèmes  seront  l'objet  de  la  première  et  de  la 
seconde  section. 

Pour  parvenir  aux  résultats  déjà  connus,  nous  avons  suivi  assez  exactement 
la  méthode  donnée  par  D'Alembert  dans  le  tome  IV  de  ses  opuscules,  et 
les  méthodes  données  par  Euler  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin, 
ann.  1760,  et  dans  le  tome  XI  des  Novi  Com.  Petrop.  Par  ces  méthodes, 
comme  par  celles  de  tous  les  autres  géomètres  qui  ont  traité  les  mêmes 
questions,  on  parvient  à  réduire  la  solution  aux  quadratures.  C'était  un 
grand  pas  dans  la  carrière  de  la  science,  et  un  beau  titre  de  gloire  pour 
ceux  qui,  les  premiers,  ont  su  obtenir  ces  réductions;  mais  le  développe- 
ment ultérieur  de  la  solution,  rénumération  et  la  division  des  différens 
cas,  la  réduction  des  formules  au  dernier  terme  de  simplicité  dont  elles 
sont  susceptibles;  enfin  la  possibilité  de  déterminer,  avec  tout  le  degré 
4'exactitude  qu'on  peut  désirer,  la  position  du  corps  et  toutes  les  circon- 
stances du  mouvement  au  bout  d'un  temps  quelconque,  sont  autant  de 
choses  que  la  simple  réduction  aux  quadratures  ne  donne  point,  ou  ne 
donne  que  d'une  manière  imparfaite;  attendu  que  les  formules,  qui  s'adap- 
tent assez  facilement  à  la  première  révolution,  n'offrent  plus  rien  de  déter- 
miné, lorsqu'il  s'agit  d'embrasser,  dans  un  même  calcul,  un  temps  quel- 
conque et  un  nombre  indéfini  de  révolution*.  ]Vous  espérons  qu'à  cet  égard 
les  développemens  que  nous  avons  donnés  ne  laisseront  rien  à  désirer,  et 
qu'ils  mettront  dans  tout  leur  jour  les  avantages  nombreux  qu'on  peut  reti- 
rer, en  pareil  cas,  de  l'usage  des  fonctions  elliptiques. 
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On  remarquera  sans  doute  que  la  seconde  section ,  qui  traite  du  mou- 
vement d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes,  est  fort  étendue.  Cepen- 
dant nous  n'avons  considéré,  outre  les  cas  généraux,  que  quelques-uns 
des  cas  particuliers  que  le  problème  renferma,  lorsque  la  courbe  décrite 
est  située  dans  un  même  plan,  et  nous  n'avons  Indiqué  que  très  sommw- 
rement  les  points  principaux  de  ta  solution,  lorsque  la  courbe  décrite  é* 
à  double  courbure;  d'ailleurs  nous  avons  toujours  supposé  qne  la  éourt* 
ne  s'étend  pas  à  l'infini,  afin  de  ne  considérer  que  des  mouvement  perm*- 
nens.  On  voit  par  là  que  cette  matière  aurait  été  susceptible  d'une  beau- 
coup plus  grande  extension  >  mais  dans  lé  cadre  étroit  Oit  nous  Pavons  ren- 
fermée, nous  osons  croire  que  les  géomètres  trouveront  quelques  résultats 
dignes  de  leur  attention,  peut-être  même  âé&  vues  nouvelles  pour  traiter 
le  fameux  problème  des  trois  corps,  dans  d'autres  hypothèses  que  celles  qui 
servent  de  base  aux  méthodes  ordinaires  d'approximation.  La  secrade  sec- 
tion est  terminée  par  la  détermination  du  mouvement  rectiligtte  d'an  Corps 
attiré  vers  deux  centres  fixes;  problème  qui  olEfe  encore  nue  assefe  belle 
application  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Dans  la  troisième  section  nous  exposerons  la  théorie  de  l'attraction  des  ellip- 
soïdes homogènes,  considérablement  simplifiée  par  la  méthode  de  M.  tvory. 
On  y  remarquera  que  l'expression  des  forces  donnée  en  un  nombre  fini  de 
termes  par  les  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la  Seconde  espèce, 
s'applique  généralement  &  toutes  les  distances  du  point  attiré,  et  à  tontes 
tes  hypothèses  sur  Tes  trois  dimensions  de  l'ellipsoïde. 

Enfin,  dans  la  quatrième  section  qtti  traite  de  Poriblté  décrite  e*  vertu 
d'une  force  centrale  donnée,  nous  ferons  connaître  quelques  cas  générant 
qui  peuvent  être  résolus  exactement  par  les  fonctions  elliptiques,  et  nous 
indiquerons  la  méthode  qu'il  Convient  d'appliquer  au*  autres  m. 

SECTION  PREBflËltE. 

Du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un 

point  fixe* 

*  '  ' 

Kg!?.'  3oi.  Sur  A  le  eentrt  de  gracité,  o»  pk»  géa<tatafte»t  le  peàot  aulear 
duquel  le  corps  peu*  teànhfc,  Uwftflwit  dm»  ton*  Us  mm.  Ment  Ahf 
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AÇ,  AD  *roit  axes  perpradtodamt  emtre  to$,  icmt  It  peaib»  sait  inva- 
riable dans  l'espace.  ' 

Imaginons  une  surface  spbérique  décrite  du  centre  A,  laquelle  soit  ren- 
contrée aux  points  B,  C,  D  par  ces  trois  axçs;  c'est  à  cette  surface,  consi- 
dérée comme  immobile  dans  l'espace ,  que  nous  rapporterons  tous  les  mou- 
yemens  du  corps;  et,  pour  Dior  les  idées,  nous  donnerons  le  nom  de  pôle 
au  point  D,  iïdquateur  au  cercla  BC,  et  4e  méridien  à  «o  gçand  cercle 
quelconque  DX  passant  par  le  point  D. 

Supposons  qu'au  bçut  dji  temra  t  les  trois  axes  principaux  du  corps 
soient  représentés  sur,  la  sphère  par  les  tfois  poîpt?'  E,  $ï,  W ,  formant  le 
triangle  LMN,  dont  les  trois  côtés  et  îçs  trois  apgle^sont  de  99*.  II  est  éri- 
dent  que  la  position  du  corps  sera  déterminée  a  chaque  instant,  si  l'on  con- 
naît celle  des  trait  point*  L,  Bf,  N.  Ainsi  to*t  se  réduit  à  déterminer,  au 
bout  du  temps  t%  l*s  a?<*  B^v  UL$  et  l'angle  DLM,  tn  supposant  tout^ 
fois  >  que  les  axes  AL  et  AM  sont  pris  l'un  et  l'acre  d'tfiie  manière  déter- 
minée parmi  les  trois  axes  principaux  du  corps;  de  sorte  que  le  choix 
de  ces  axes  étant  une  fois  lait  d'après  l'état  initial  du  mouvement,  les 
lettres  L  et  M  continuent  d'être  affectées  aux  mêmes  axes. 

3ol.  Soit  AP  le  rayon  sur  lequel  ç$t  situé  le  centre  d'une  molécule  quel- 
conque du  corps  dti&.  Soient  x9  jr,  z  les  coordonnées  rectangles  de  cette 
molécule,  parallèles  au*  trois  axes  AB,  AC,  AD,  $t  soit  sa  distance  au 
centre  =  r  =  ^(x'-f-J* -!-«*)$ si  Ymmmèoe  lastrofc  arcsBP,  CP,  DP,  on 
aura  xsssrcosBP^ssprcoaCÎP,  sc»rcoaItf*. 

De  même  à  s?  u>  v>  sont  les  trois  coordonnées  «te  la  même  molacul*, 
parallèles  aux  tt*ia  mes  priucipau*  ALf  AM*  AR,  on  auj-a  s  =  r  cos  l£$ 
a  =  r  cos  MP,  v  =  r  cos  NP# 

Soit  maintenait  B2U??,  LX—0,  PL»/>  et  i'angje  PLD^n-r^, 
U  étant  la  valeur  de  PU)  lorsque  **=;ot  et  mémgomt  1»  quantité  dont 
cet  angle  est  diminué  dans  le  temps  t,  par  le  inouyement  de  rotatiou  du 
corps  autour  d$  l'a»  AL,  mouvement  qui  est  supposé  nm  fou  dam  le 
sens  BC. 

D'après  ces  élémens,  il  faut  calculer  les  valeurs  des  coordonnées  x9jr9  s* 
pour  cela,  il  faut  considérer  d'abord  le  triangle  sphériqùe  DLP,  dans  lequel 
on  «  tes  deux  oêtés  DLïtscjo*-— •,  LP«p,  et  f  angle  compris  PLDssQ — *; 
on  en  déduira 

cos  DP  5=  3Înf  cos^ 4- cos$sin^  cos (ft  —  c*)f 

sinï)PsinLDP=sîn^én(ri  —  »), 

•in  D*  cosLDP  ss cosfl  cos/? —  ain  fl  sïn/>  cos  (fï  —  #). 
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Par  le  moyeu  de  cos  DP,  on  connaîtra  a  s=  rcos  DP.  Pour  avoir  x,  il 
feut  connaître  BPj  or  le  triangle  DBP  donne 

cos  BP  cas  sin  DP  éos  (<p +  LDP)t 

de  même  par  le  triangle  PDC,  on  aura 

cos  CP  =  sin  DP  sin  (f  -f-  LDP). 

Soit  donc  rcosp=s  et  rsiu />=>',  on  aura  les  valeur» suivantes  des  coor- 
données x,  jr,  z  : 

a:  =  s  co9<p  CO8  0  —  sf  cos  <p  sin  9  cos  (il  —  «)  — •/  sîn  <p  sin  (fl  —  m)\' 
jr  =  s  sin  <p  cos  0  — -  s' sin  9,sin  9  cos  (fl  —  m)  +  s' cos  f  sin  (Û  —  m)% 
z  =  5  sin  8  -J-  ^  cosfl  cos  ( il  — •  «). 

3o3.  Dans  l'ioatant  de,  qu'on  suppose  constant,  la  molécule  JM  acquiert 

les  vitesses  -^-,  -^,  -^,  suivant  les  axes  AB,  AC,  AD.  Or,  d'après,  les 

principes  connus,  les  molécules  animées  de  ces  différentes  vitesses  dirigées 
en  sens  contraires ,  doivent  faire  équilibre  aux  forces  accélératrices.  Donc 
si  l'on  appelle  X,  Y,  Z  les  momens  des  forces  accélératrices  pour  faire 
tourner  le  système  autour  des  axes  AB,  AC,  AD  dans  les  sens  CD,  DB, 
BC,  on  aura  les  équations  différentielles  du  mouvement  comme  il  suit: 

,       .  f(yddz^zdd^)dto^Xdt\ 

f(zddx—xddz)dMi  =  Ydt\ 

f(xddr—rddx)d&zx*zde.  :^ 

Par  la  nature  de  ces  équations,  on  voit  que  les  différentielles  ddx,  ddjy 
tUz  supposent  *,  y,  £1  constantes,  et  qu'au  contraire  les  signes  d'inté- 
gration supposent  ces  quantités  seules  variables» 

3o4-  11  s'agit  maintenant  de  substituer,  dans  ces  équations,  les  valeurs 
de  x,  y  y  z,  données  ri°  3d3;  mais  les  propriétés  éonnues  des  axes  prin- 
cipaux serviront  à  abréger  beaucoup  le  calcul. 

'  D'abord  la  figure  et  la  constitution  du  corps  étant  données,  nous  suppo- 
serons connues  les  intégrales  suivantes  : 

/*V/Mtt=A,  /WJM«*B,  •.  /f**M«C,  '  ' 
ap  .moyen  desquelles  les  momens  d'inertie  du  corps,  considérés  successive- 
ment par  rapport  aux  axes  AL,  AM,  AN,  seront  B-f-C,  A+C,  A-f-B. 
Soit  a  la  valeur  de  lapgle  DLM  au  commencement  du  mouvement; 
comme  on  a  en  même  temps  DLP  =  H,  on  aura  l'angle  PLM  =  H -f- a; 
d'où  résulte  coi  PM  ss:  sin p  coi  (Ci  ^r  à)  et  cos  PN  —  sin/j  sin  (Ci  +  a). 
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Mai»  on  a  r  cos  PM  ^=  û  et  r  ces  PN  s  cos  t>)  donc 

il  s:  5'  cos  H  cos  «  — .  s' sin  £1  sin  a, 
v  ss  $'  sin  H  cos  a  4-/  cos  H  sin  a. 

Ces  équations  donnent  réciproquement 

Y  cos  £1  =  w  cos  <t  -f-  ^  sin  a, 
/  sin  H  ss  v  cos  a  — •  u  sin  et  ; 

et  puisqu'on  a,  par  la  propriété  des  axes  principaux  ,/jadM=o,/WiVI==o, 
/m></M=o,  il  en  résulte  les  intégrales 

/*/cosQ<2Ms=o,    />/ sinnrfM  =  o, 
/iV  sin  H  cos  HrfM  =  (C  — B)  sin  a  cos*, 
y*V  cos^nrfM  =  B  cos*  *  4- Csin**, 
/y/  sinsIlrfM  =  B  sin*  a  -+•  C  a»'*. 

305.  Si  l'on  exécute  maintenant  les  substitutions  indiquées,  et  qu'on 
fasse  pour  abréger, 

+  ?^^9sinflsin(2«-h2*)+(B+C)rfûicos8, 
Qs=[^  +  A  +  ^cos(a*^^ 

les  équations  du  mouvement  deviendront 

</(Pcosp  +  Qsinp)  =  X<fc*, 
rf(P  sin  f  — Qcoaf  )as  Y4f9 

rf[(B  +  C)(^  +  ^)~Pcot0]  =  ZAV 

306.  Ce»  équations  se  simpliBent  dans  différentes-hypothèses.  Par  exemple, 
si  on  a  B=C,  les  valeurs  de  P  et  Q  deviennent 

P  s=-(B — A  )  <&p  sin  0  cos  0  ■+■  aiïdcf  cos  8, 
Q=(B+À)dB, 

et  l'une  des  trois  équations  du  mouvement  peut  être  remplacée  par  la  sui- 
vante: 

^Brf(^sin6  +  ^)  =  (Xco8<pcosô  +  Ysin<pcosG  +  Zsinô)^*. 

Le  cas  de  B=C  a  lieu  lorsque  les  deux  axes  principaux  AM,  AN  sont  sem- 
blables entre  eux,  de  aorte  que  les  moinens  d'inertie ,  par  rapport  à  ces  deux 
T.  I.  47 
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axes,  sont  égaux.  Tous  le*  »t>lVte&  de  révolution  homegèoe*  et  une  infinité 
d'autres  corps  sont  dans  c^  cas.  •  .         , , 

507.  L'angle  a  disparaît  4«  calcul  dans  l^casdeB=C9  parce  que  tous 
les  axes  perpendiculaires  à  AL  peuvent  être  considérés  alors  comme  des 
axes  principaux.  En  général,  on  peut  faire  ar^o  dans  tous  les  cas,  en  pre- 
nant la  directrice  AD  dans  le  plan  où  se  Irautfint  lei  deux  axes  principaux 
AL,  AM  au  commencement  du  mouvement.  Mais  comme  la  supposition 
de  a=  o  ne  simplifie  pas  le  calcul  et  ne  fait  disparaître  aucun  terme,  il 
vaut  mieux  laisser  et  tel  qu'il  est,  et  se  réserver  la  liberté  de  déterminer  la 
directrice  AD,  de  manière  à  faciliter  les  intégrations.  On  ne  tardera  pas 
à  en  voir  un  exempter         -         '    N 

Application  de  f ces  ermales  au  *a$  Ait  les  forces  Accélératrices  sont  nulles. 

3 08.  Dans  le  cas  où  les  forces  accélératrices  X,  Y,  Z  sont  nulles,  les 
équations  du  n*  3d5  s'intègrent  d'elles-mêmes,  et  on  a  les  intégrales 

P  cos  0  -f-  Q  sin  0  =  Afdt , 
P  si*.?  — r  Q*ot  9  ?=  Wdt, 

(B+C)(^+^)-PcotÔ^C^ 
Or,  on  peut  toujours  prendre  la  directrice  AD  telle  que  les  constantes  A' 

dm 

e t  B'  soient  nulles  ;  alors  on  aura  P=  o ,  Q = o  et  d<0  H — r-s-  =  Kdt ,  R  étant 
une  nouvelle  constante;  de  sorte  que  les  équations  du  mouvement  seront 

[ri —  cos(2a>4-a«)]<fysinAcos0-«—  d&  anO  sin(a«  +  aa) 

•+:  (n  +  ri)  d»  cosO  =»  o, 
\n  — cos(a«  +  àflt)]dfi-f-4pcos8sia(2»-f-2tf)==o, 

*  i>-~      r  ••.  1    '  Crf-B+aA      ,       C-4-B— zk 

ou  1  on  a  fait,  pour  abréger,  n  *  — W^z — y  **  =  — n— tt — • 

309.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  faut  foira  voir  cannent,  d'après  l'état 
initial  du  mouvement,  on  peut  déterminer  la  directrice  AD,  de  manière 

,  que  les  constantes  A;  et  B'  soient  nulles,  ainsi  que  le  supposent  ces  der- 
nières équations. 

Au  commencement  cl  a  mouvement,  ou  Ton  a  lz=o,  a>  =  o,  p  =  o,  soit 

Fig  a.  AI  l'are  de*T©tatfoii  primitif  autour  duquel  1»  corps  tourna  «vec  b  vitettt 

angulaire  W  d»s  le  s«m  L/,  et  Mit  1»  ékipaèe  Ll  =  «•  Ob  peut  *up~ 
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poser  *  <9oT,  f*rce  que  si  *  éwit  plus-  grand  que  gp0,  on  prendrais,  an  Heu 
de  L,  l'autre  extrémité  du  même  <i#  AI* 

Soit  en  même  tempsl^l'extrémité-dé  l'axe  principe  vVM,  donUe  marnent 
est  A+C  :  nous  supposerons  que  l'angle  ILtyl  est  adjacent  à  l'angle  DL{, 
déterminé  par  la  direction  du  mouvement;  c'est-à-dire  que  ces  deux  angles 
sont  formés  de  différens  c&tés  'de  l'afrç  JJ^cPiûtleur*  l'axiale  ÎLM,  qui  est  un 
angle  donné  et  que  nous  supposerons  —  L,  peut  être  plus  petit  ou  plus 
grand  que  900. 

L'arc  LM  étant  dokmé  de  position  par  <  l'angle  I*,  l'arc  LN^  où  se  trouve 
situé  le  troisième  axe  principal  AN  dont  le  moment  est  A+B,  /sera  éga- 
lement détermine  en  prenant,  du  même  ùàtà  que  hl  par  rapport  à  ML, 

3u>*  Cela  posé,  sait  y  ki  râleur  initiale  de  ô,  on  «tira  DL  »7T->. 
D'aBlebcs  on  a  supposé,  *m  commencement  du  mouvement,  l'angle. .• 
DLM  te  «t  ;  ainsi,  pour  centimètre  b  position  d«  point  D,  i£  s'agèt  de  déter- 
miner les  quantités.»  et  y  par  la  condition  que  les  eqnsttntts  À'  et  %' 
soient  nulles ,  ou  qu'on  ait  au  commencement  du  mouvement  P  =  o , 
Q=o. 

U  étant  l'arc  décrit  dans  le  premier  instant  par  le  poi&i  !•,  sa  a 

Ll=yVdls>mei  du  point  l  menant  lm  perpendiculaire  sur  DL«  on  aura 

I^t=W<&sm€$in(L-**fc)  et  nd^Wdt  *m  s  eos  (h-r-  <t),  Pe»dp**i*|ue  le 

point  L  parcourt  l'arc  U  per.son  «lavement  de  no&atiaa  autour  de  I,  le 

point  £),  en  tant  qu'il  désigne  Pettrémité  (fiia  aw  AD  fixe,  dans  le  earp6, 

parcourt  l'arc  D^=^WW{sin  DI  perpendiculaire  à  DI;  d'où  il  suit  que  le 

»    *             *    ■     *    i>              u«i    j>                   .«./¥^t  _?      "Wrf/smDIcosIDL 
corps  tourne  autour  de  Taxe  mobde  d  une  quantité  DLd= ™* j 

c'est  la  valeur  initiale  dé  dcû.  D'ailleurs  Lm  est  la  valeur  initiale  de  —  d), 

et  l'angle  LD2  en ,  .    -v.  est  celle  de  dp  ;  donc  on  a ,  au  commencement  du 

mouvement, 

3-  =  Wsitt£sin(L— •  a,), 

dp       Wsini         /t  \ 

dt         cosy  A  /J 

A»       ^r/oo»ycon  —  gfay#iptcos(L—  a)\ 

^  -  r  v~ rrr^ïï  >. 

Substituant  <«  vident*  dans  les  4qutt^  et  faisantes  même 

-temps  ûtno,  Ô£=>>  on  aura 

47.. 


37a  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

o as ( n!  —  cos 3*) sitiy sin c cos ( L — •  *)  4- sin y  sin* sin a* an (L — « ) 

-f-(/*+n')cosycos£ —  (»  +  wl)sin>'sin«cos(L  —  a), 
o  =  (  n  —  cos  a*)  sin  €  sin  (  L  —  a  )  —  sin  s  sin  aa  cos  (  L  —  *)+ 

La  seconde  se  réduit  à  n  sin  (L  —  a)  =  sin  (L-f-*) }  d'où  l'on  tire 

lang  *  =  ^+1  teng  L  =  A  +  C  UnSL  i 
et  substituant  cette  valeur  dans  l'autre,  il  en  résulte 

C  +  A     oosL  A+B    «ni, 

cot>  =  ^-^5  .  -—  tans€  =  ~-r-B  •  - — tangi. 

'       C  +  B     oos«       b         C+B    «in*       ° 

On  voit  que  la  détermination  du  point  D  par  la  tangente  de  l'arc  DL ,  et 
celle  de  l'angle  MLD,  ne  laissent  aucune  ambiguïté ,  et  qu'ainsi  on  est  as- 
suré de  satisfaire,  d'une  manière  générale,  à  la  condition  que  les  constantes 
A'  et  B'  soient  nulles,  ce  qui  simplifiera  beaucoup  la  solution  du  problème. 
Les  données  qui  ont  lieu  au  commencement  du  mouvement  font  connaî- 
tre en  même  temps  la  constante  K,  dont  la  valeur  est 

n  WC08I 

"    siny 

3 1 1 .  Nous  remarquerons  'qu'on  peut  déterminer  la  position  du  point 
D  relativement  aux  axes  principaux  AL,  AM,  AN,  par  des  formules  plus 
élégantes,  et  qui  feront  découvrir  une  belle  propriété  de  la  directrice  AD. 

Ayant  fait  IL  =  « ,  on  fera  semblablement  IM  ==  c\  IN  =  é"  ;  soit  de  plus 
DL=p  =  ^  *•  —  y,  DM=B//9  DN  =  p*.  Dans  le  triangle  L1M,  où  le  côté 

LM  est  de  oo\  on  a  cos  ILM  =   .    ir  ;  donc  cos  L  =^-î-  ;  de  même  dans 

•*      1  Sin  IL7  81DI  7 

le  triangle  ILN,  on  aura  sin  L=  -r- -.  Les  triangles  DLM,  DLN,  qui  ont 

un  côté  de  qo° ,  donneront  semblablement  cos  a  =2îîiL  et  sin  a  =  ~£-  ; 
*     7  sin/>  $inp  7 

donc 

tang  a  =  — £7  et  lang  L  as *. 

0  cosp  °  COSt 


Mais  on  a  trouvé  A  Pg  *  ss  .    ,    .  :  donc 
tangL        A  +  C  . 7 


cosp* (A  +  B)co>/ 

eosy        (A  +  Q  co§i'# 

11  est  remarquable  que  la  quantité  (A+C)  cos  i  représente  le  moment  d'i- 
nertie de  Taxe  AM  multiplié  par  le  cosinus  de  la  distance  131,  de  même  que 
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(A  •+•  B)  cos  «*  représente  un  semblable  produit  pour  l'axe  AN.  D'après  l'é- 
quation précédente ,  on  peut  présumer  qu'il  existe  un  semblable  rapport 

entre  cos//  et  cos/?.  En  effet,  si  dans  l'équation  cot  y  =  ^  "Tc  .  ^-^  tang  *, 

on  substitue  les  valeurs  cot  y  =  — - , =  , .  -r-^,  on  aura,  en  re- 

*  conp 7  cos  •        coap      sin  i  '  7 

duisant, 

cos;/  _  (A-f  C)  oosi' 

©os/*"-  (B+C3  cost' 

ce  qui  est  la  propriété  mentionnée. 

Puisque  les  quantités  cos  p,  cos//,  cos//'  sont  proportionnelles  respec- 
tivement aux  quantités  (B  -+-  C)  cos  «,  (A  +  C)  cos  c',  (A  4-  B)  cosé'j 
puisqu'on  a  d'ailleurs  cos'/?  -f-  cos'  p'  +  cos*  //'  =  i ,  il  s'ensuit  que  si  l'on 
Êiit ,  po'ur  abréger , 

D  =  l/[(B+C)a  cos*  6  +  ^a + C)1  cos'  é'H-  (A  +  B)'  cos*  <] , 

on  aura 

_(B+qoos«  p,_(A+C)cos/    rn.p»       (A■^B)co3,^ 

Ces  trois  cosinus  déterminent  la  position  du  point  D,  el  on  voit  que  ce 
point  sera  le  même ,  quel  que  soit  celui  des  axes  principaux  qu'on  prend 
pour  AL,  et  auquel  on  rapporte  le  mouvement  du  corps;  ear  l'échange  qu'on 
peut  foire  entre  deux  des  trois  axés  principaux  ,  ou  entre  deux  des  trois  let- 
tres A,  B,  C,  ne  change  en  rien  les  trois  distances  py  p*,  p',  qui  sont  tou- 
jours les  mêmes  pour  le  même  axe. 

Ce  théorème  très  remarquable  prouve  qu'il  y  a  toujours  un  point  fixe  D 
dans  l'espace,  tel  qu'en  rapportant  à  la  directrice  AD  les  mouvemens  de 
rotation  d'un  corps  de  figure  donnée,  les  constantes  A'  et  B7  sont  nulles; 
il  prouve  de  plus  que  ce  point  est  le  même,  quel  que  soit  celui  des  trois  axes 
principaux  auquel  on  rapporte  les  variables  <p,  û>  ,  8. 

3ia.  L'intégrale  y  - — ^  Jl —dM. ,  prise  dans  toute  l'étendue  du  corps, 

représente  la  somme  des  forces  vives  du  système  j  si  l'on  substitue  les  va- 
leurs de  dxy  djy  dzj  et  qu'ensuite  on  effectue  l'intégration  pour  toutes  les 
molécules  du  corps ,  cette  quantité  aura  pour  valeur 

+  (C-B)^cos8sin(aai4-aa); 
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et  d'après  les  équations  dû  n*  3ô6,  elle  se  r édoit  à 

Donc  la  somme  des  forces  vives  est  constante ,  lorsque  les  forces  accéléra- 
trices sont  nulles. 

Cette  quantité  peut  se  présenter  sous  une  forme  beaucoup  plus  simple. 
En  effet,  si  Ton  substitue  les  valeurs  cos*  *  cas*  y  =  cos*//,  cos*  y  sin*  a 

*                        "Wcos  i 
==  cos*//',  cos'  y  =  sin* />,  R  = ,  et  qu'ensuite  on  substitue  égale- 

ment  les  valeurs  de  cos/>,  cos//,  cos//7,  en  cos  €,  cos  é1,  cos  6%  on  trouvera 
que  la  somme  des  forces  vives  se  réduit  à  cette  expression  très  simple  : 

(B+C)  W*  cos'*+(A+C)  W'cos's'-f-  (A  +  BJWw1^. 

On  obtiendrait  directement  ce  résultat  en  considérant  qiie  la  vitesse  W  au- 
tour de  Taxe  Al  se  décompose  en  trois  vitesses,  W  cos  €,  W  cos  e',  Wcoss", 
autour  des  axes  AL,  AM,  AN. 

Solution  in  cqs  particulier  oè  ton  a  fi  s  C 

3x3.  Alors  Taxe  AL,  par  rapport  auquel  on  considère  le  mouvement, 
-n'est  point  semblable  aux  deux  autres,  qui  sont  semblables  entre  eux,  et  les 
équations  générale*  deviennent 

(B  —  A)  àp  sin  6  cos  8  -f-  *Rd*>  cos  6  as  o , 

(B  +  A)<2Û  =  o,  ... 

On  en  tire  9  =  const.  as y>  ^  =  jt|K,  et  -^  os  jjr^-g  K  sin  y.  D'ail- 

leurs  on  a ,  dans  le  même  cas ,  a  =^  L  et  coty  =  — -g-2  tang  t  ;  c'est-à- 
dire  qu'il  faut  prendre  le  point  D  sur  Parc  Ll  à  la  distance  LD  s  90*  —  y, 
déterminée  par  l'équation  précédente.  .        » 

Donc  le  mouvement  du  corps,  après  avoir  été  imprimé  autour  de  Taxe 

et  &    Al  dans  le  sens  BC ,  ap  continue  ainsi.  L'axe  principal  AL  reste  toujours 

également  incliné  à  la  directrice  AD ,  et  tourne  uniformément  autour  de 

cette  directrice  avec  une  vitesse  ^  =  .  *^L  dans  le  sensBC;  pendant  ce 
mouvement,  les  autres  parties  du  corps  tournent  autour  de  l'^xe  mobile  AL 


Fig.  5 
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avec  une  vitesse  ^  =  ■   i^iL— ,  <*•*»  'e  6ens  BC,  ri  on  a  A  > B,  ou  dans 

ÛÇT  SUXJJJU 

le  cens  CB,  si  A  <  Bi- 

Développement  des  formules  générales. 

3 14.  Revêtons  acrt  éqtfattons  générales  de  Fart.  3o8.  Si  l'on  éKmine  rf<p  des 
deux  première*,  on  aura 

pr  ^  ~a^-.  —  cos  (aa  +  2a)  J  d8  sin  8  —  da>  cos  fîsîn  (aû>  -f-  2ot)  =  o  j 
équation  qui,  étant  multipliée  par  cos  9,  a  pour  intégrale , 

cos'jO  [_■  ^llV cos (a*  +  ^J^T  const* 

Lorsque  /  =  o,on  a  «=  o  etîs:^;  donc  si  l'on  (ait,  pour  abréger, 
i»=s— ~rg5 — >  on  aura 

(i)  cos*ff  =  * 7 — —. — r. 

Ctitte  équation  établit  d'une  manière  générale  la  correspondance  entre  l'an- 
gle 0,  qui  détermine  la  position  de  l'axe  principal  AL  sur  le  méridien  mo- 
bile DL,  et  l'angle  co,  qui  détermine  la  position  du  corps  par  rapport  à  Faxe 
AL,  trfaut  observer  d'ailleurs  que  l'angle  «  exprime  la  quantité  dont  Fan- 
gle  DLM  %'est  accru  pendant  le  temps  t;  de  sorte  qu'on  a  en  général  DLM 
ss  &  -|-  dt.  Pour  savoir  quel  est  le  signe  de  *  dans  les  premiers  instans  du 

mouvement,  il  fout  reprendre  la  première  valenr  de  -7  donnée  dans  Far- 

tide  Sio ,  laquelle  peut  être  mise  sous  cette  forme 

éU       Wcosi(C*— B*),         ^  x 

37aB2(A+B)(A+C)^08!lil~m> 

Ainsi  les.  premières  valeurs  de  a>  auront  le  même  signe  que  (C*  ~  B*) 
(cos  aa  —  m). 

Les  deux  autres  équations  du  mouvement  sont  en  général 

fa)  K«  =  — 7- — .  ■■    x  ■       •  -r— É  t 

v  '  cos  (2*  +  2#)—  m    sial' 

(3)  *»M-B, 

•m  y  *  C  — B* 
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3i5.  Il  s'agit  maintenant  d'intégrer,  par  les  moyens  ordinaires,  les  deux 
dernières  forqndes  auxquelles  nous  sommes  parvenus  ;  l'équation  finie  (i) 
servira  en  général  à  exprimer  les  deux  variables  &  et  8  parle  moyen  d'une 
troisième -sf/,  qui  croit  continuellement  avec  le  temps;  l'équation  (a)  don- 
nera la  relation  entre  t  et  4  î  et  enun  l'équation  (3)  fera  connaître  la  va- 
leur de  <P  en  fonction  de  4  >  ce  qui  complétera  la  solution  du  problème. 

Dans  cette  recherche,  il  faut  surtout  faire  attention  à  la  quantité  cons- 

C*  +  B*  —  2À*  ,  •    ,  1  1 

tante  m  =  — '    B> —  ;  car  selon  que  cette  quantité  sera  plus  grande  pu 

plus  petite  que  l'unité,  le  corps  aura  différera  mouvemens  par  rapport  à 
son  axe  principal  AL. 

3i6.  Nous  avons  déjà  dit  que  lesmomens  d'inertie  par  rapport  aux  axes 
principaux  AL,  AM,  AN,  sont  respectivement  B+C,  A-f-C,  A  +B. 
Ces  momens  jouissent,  comme  on  sait,  de  la  propriété  de  maximum  ou  de 
minimum ,  relativement  à  tous  les  axes  qui  passent  par  le  point.  A;  et  comme 
il  n'y  en  a  que  deux  qui  puissent  jouir  de  cette  propriété  d'une  manière 
absolue,  le  troisième,  qui  n'est  ni  maximum  ni  minimum,  sera  relatif  à  un 
axe  qu'on  peut  appeler  Y  axe  principal  moyen.  Maintenant  il  est  aisé  de 

C*  ■+-  B*  —  aA.*  • 

voir  que  la  quantité      T»  ^  p» — ,  abstraction  faite  de  son  signe,  ne  peut 

être  plus  petite  que  l'unité,  que  lorsque  AL  sera  l'axe  moyen.  Alors  A  sera 
moyen  entre  B  et  C ,  et  le  moment  B  4-  C  sera  moyen  entre  les  momens 
A-f-C  et  A +  B. 

Dans  tout  autre  cas,  la  quantité  — T»— B» — ,  positive  ou  négative,  sera 

plus  grande  que  l'unité,  et  l'axe  AI  sera  l'un  des  axes  extrêmes,  savoir, 
l'axe  du  plus  grand  moment,  si  A  est  la  plus  petite  des  quantités  A,  Bf 
C,  et  l'axe  du  plus  petit  moment,  si  A  est  la  plus  grande.  Au-reste,  on  voit 
que  le  problème  sera  résolu  complètement,  en  considérant  le  seul  cas  où 
m  est  plus  petit  que  l'unité,  puisque  AL  étant  un  axe  principal  choisi  à 
volonté,  rien  n'empêche  de  supposer  que  AL  est  l'axe  moyen.  Cependant, 
pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière,  et  pour  appliquer  les 
résultats  des  formules  au  mouvement  dés  planètes  qui  ne  paraissent  pas 
tourner  autour  de  leur  axe  moyen ,  nous  considérerons  aussi  le  cas  où  m 
est  plus  grand  que  l'unité. 

Première  solution,  AL  étant  taxe  moyen. 

3 17.  AL  étant  l'axe  moyen,  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  que  A 
aoit  moyen  entre  B  et  C,  et  qu'ainsi  la  quantité 77?,  abstraôtion  faite  de  son 
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*îgnef  aï>ii  plm  f>etite  que  Puaitéi  Nous  supposerons  de  plus,  ce  qui  ne 
diminue  en  rien  la  généralité  de  la  solution,  que  AM  est  l'aie  du  plus 
grand  moment  ^  c'est-à-dire  qu'on  a  C>B;  ainsi  Tordre  de  grandeur  entre 
les  quantités  A*,  B,  C,  données  par  Ja  figure  et  la~  constitution  du  corps, 
sera  C>A>B.     v  •-...._- 

Puisque  m  est  ^fi,- l'équation  entre  ®  et  6,  savoir, 


•  a       (cc*2«— m)co3*y 
<    cos*  B  =  - — ;  -.,  -  r v  >  ', 


fait  voir  qùé  *►  fe  peut  s'étendre  depuis  a°  jusque  a8o°;  car  si  eeU  était, 
il  y  aurait  une  valeur  de  c*  qui  rendrait  le  dénominateur  cos  (aaj-fr-ac*) — /» 
Oui j  et  cpsft  iujûnLDouc  le  corps  ne  pput  faire  que  des  psciljatipns  plus 
ou  moins  grandes  autour  de  son  axe  moyen.  En  même  temps  U  valeur  de  0 
sera  comprise  entre  certaines  limites^  déboîte  que  l'aie  AL  ne  pourra  s'éloi- 
gner que  jusqu'à  un  certain  point  de  la  directrice  AD?  et  son  mouvement, 
par  rapport  à  cette  directrice,  sera  une  sorte  de  balancement  ou  de  nuta- 
tiou  dont  il  faut  déterminer  la  quantité.  Pour  cela,  nous  distinguerons 
deux  cas,  selon  que  cos  2a  —  m  est  positif  919  négatif. . 

Premier  cas  :  cos  2*  *—  nus=fp%. 

%  3i9r  .Dfefe£§,gty,;qtt  voftd'abond  qufejBOS(aai-H2a)rr^i  doit  tou- 
jours être  positive;  car  cette  quantité,  qui  est  positivé  lorsque  4»  =  0,  ne 
peut  devenir  négative  sans  passer,  par  zéro,  et  alors  cos1 8  ferait  infini. 

On  a  vu  (n°  309)  que  l'angle  a,  p^ut-  être  plus  petit  ou  plus  grand 
que  90^,  pelon  la  position  initiale  de  l'axe  AM.  Supposons  d'abord  a  <  90% 
et  soit  pris  un  angle  /t<  90%"  tel  qu'on  ait  «^  '    \    . 

;'     .  J  .  çofl2^^msi^>  +  cos^ux)^>i[  f  .*,  ,;,  . 

cette  valeur  dobne  *,     -,.'..'  t\  ;,  .   »  »  •;;  • . 

*  » 

cos  3a— +  cos 2/*  =  ( cofraa  —  m)  çiu*yGpj>?  Sin1^: 
ainsi  on  aura  fi  >  a.  Cela  posé,  l'équation  Çf)  donrie  - ~~  • 

«in1 0  =  <**(*"  +  *")  ~C08^t  ^^.ànj* +*-££)  *J*Xt*-- •— «)_ 

d'oft  fonvoît  que  9  ^itiff*  piuhl  ^hë^+<W^a),  "(et  que»  Wgatif 
a  pour  limite  ^(iH^.-Dmfc'''!9^  oscillation  est  mesurée 

par  Fàrc^<t8ô0.  1  '  '■  »--;.  ■■  ••  '     —   '  -,:î  "'-  ^   *"'••; 
«  3ïg.  (11  couviefir,  pfaur  la  fÀCiUté  dit  tepleui;  de'ftktf  commencer 4e  tertops 
T.  I.  48 
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au  milieu  d'une  oscillation,  ce  qui  revient  à  faire  <f  =o  4*b*  rço*  formules. 
Soit  alors  8  =  £,  et  on  aura  les  équations 

cos*  6  =x  - — - — - -.    sin1  a  s^ *  sin*  b, 

coé  2*  —  m    '   >         ^  a 

Le  cas  de  a  =  o  suppose  L  =  o  ;  d'ailleurs  on  a  A  ^>  B  ;  ainsi  l^tat  inî- 
Fig.  3.  tial  du  mouvement   est  réprésenté  par  la  figure  3 ,  où  l'on  a  L°I*  js=  €  % 

C  «4-  A  - 

tang  DL°=  cot^  =  r"T  R  langé,  ce  qui  donne  DL°  >L°I°;  dans  ce  même 

cfcs,  la  première  valeur  de  -£  (art.  3i4)  étant  positive,  les  premières  valeurs 

de  a>  sont  positives. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  les  limites  de  œ  sont  -f^ft  et  -7-/*;  c'est  pour- 
quoi nous  ferons 

tang  ot  es  tang  /a  sin  4> 

4  étant  un  angle  qui  est  qui  lorsque  teo,  et  qui  croît  indéfiniment  avec 
le  temps,  comme  le  calcul  le  prouvera. 

De  l'équation  précédente  on  déduit  une  valeur,  de  cos  2*,  qui  étant 
substituée  dans  celle  de  sin*  0,  donne 

sin  o  -s  ■       t.   \  .    > 

00s  V  —  (sin*?—  sinV)  «n*^ 

*?  •*  j         j*       sin*C*--sHiVf        1+1»  â4         »   .       „        fc       cptfC      .-. 

Soit  donc  <f  = ^ — £  =  >-4—  tang'u,  on  aura  ï— cès=^~ -  :  ainsi  c 

co»>  I— II»        o*^'  cqs*#/ 

est  <  1 ,  et  on  aura 

.    a  sin€  ços^ 

l/(* — c^sra'y) 
On  donne  le  signe  +  au  second  membre,  parce  qu'en  faisant  4=o>  on 
doit  avoir  6=,£. 

320.  Cela  posé,  la  correspondance-  entre  les  quantités  *,  0  et  4>  Pen~ 
dant  les  quatre  premières  demi-oscillations,  sera  telle  qu'il  suit  : 

4^0%.     90°,       186%     .370%      36o*, 
«=so,        ^,  o,     ~^t  o-i 

9  ==  b  r       o ,     —  ff ,         o,         £. 

Dans  la  première  denH^qscillation,  le  point  L  parvient  de  L°  en  B  ou  L1  j 
en  même  temps  l'ara  LM  parvient  de  U  position  i^itisje  L°M°  à  1^  position 
L'M1,  qui  fait  avec  le  méridien  l'angle  DBJtf's/t.  [Dans  huseceude  demi- 
oscillation,  le  point  L  continue  son  mouvement  de  natation  de  JL*  ej\  L1, 
où  Pan  a  0ss  — •  Éj  en  même  tempa  l'arc  LM  nariant  <fe  1*  position  LflJ'i 
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dans  laquelle  il  est  le  plus  éloigné  du  méridien,  à  la  position  L*M%  dirigée 
dans  le  sens  du  méridieh.  Dans  la  troisième  demi-oscillation,  le  point  L 
revient  de  L*  à  Ls  ou  Ej  en  même  temps  Farc  LM  s'écarle  do  méridien 
daqs  le  sens  opposé,  et  parvient  de  la  position  L'M*  à  la  pesitio»  L3MS, 
qui  fait  avec  le  méridien  l'angle  DMB3  =ju.  Enfin ,  dans  h  quatrième  dera*- 
oscillation,  le  point  t.  revient  de  L1  ou  B  à  L°,  et  Tare  LM  revient  de  la 
position  L3M9  à  la  position  L°3ML°.  De  sotte  qu'au  bout  de  deux  oscillations, 
les  choses  sont  rétablies  dans  le  même  état  qu'au  commencement  du  mou- 
vement. 

Ces  mouvemens  d'oscillation  et  de  nutation,  mesurés  par  les  variables  m 
et  8,  sont  d'ailleurs  indépendans  du  mouvement  du  méridien  lui  2  même 
autour  du  point  ft,  lequel  est  mesuré  par  l'angle  p. 

3ai-  Ces  résultats  supposent  *  <C$o*.  Si  Ton  a  <*>90%  apit  *»  i8o9 — a!% 
on  aura  o'<90#.  Par  cette  substitution,  l'équation  (1)  sera  la. même  que  si 
Ton  changeait  simplement  le  signe  de  »,  et  qu'on  mît  ai  à  la  place  de  a. 
La  valeur  de  fJu  étant  déterminée  semblablement,  on  aura  jx>  a',  et  le» 
limites  de  m  deviendront  —  (a*+  *')>  -h  (f* — *')>  de  sorte  que  l'étendue 
d'une  oscillation  sera  toujours  mesurée  par  l'arc  2fc;  et  si  l'on  fixç  l'époque 
du  mouvement  au  milieu  d'une  oscillation,  cela  revient  à  faire,  dans  la 
formule  primitive,  a'  =  o  ou  a  =  1 8o°,  ce  qui  conduira  toujours  aux  mêmes 
résultats  que  nous  avons  trouvés.  En  effet >  on  voit  immédiatement  que  la 
valeur  ct=  180°  amène  l'axe  AM  sur  le  méridien  DL,  comme  le  fait  la 
valeur  *  =  o,  avec  cette  différence  ;  qu'au  lieu  du  point  M,  on  doit 
prendre  l'autre  extrémité  du  même  axe  principal,  dont  le  moment  a  été 
supposé  A+C. 

Second  cas  :  m  —  cos  2*  =  pé. 
3aa.  Alors  l'équation  (1)  prendra  l'une  ou  l'autre  des  formes  suivantes  : 
cos»fl=(w-co!ÎU>^t     . 

J?l  —  C0S(2*-f-2ct) 

.    .a        »8inmy+eoi2<cosV-^cef{a#  +  2jù. 
sin  P  =    ■  . — n— — », 

m— -CQS(2#  +  2«) 

où  Ton  voit  que  m — cos  (a«  -f*  a*)  doit  toujours  être  positif. 
Supposons  d'abord  #<go%  et  soit  fi  un  angle  < 90%  tel  qu'on  ait 

cos  2/fi  sss  — ■  rn  éin*y  —  cos  2*  cos'^ , 

on  aura  cos (i 86#  —  2/x) —  cos 2*  s=  (01 -*—  cos  2«i)  sin* 5^ =^*sint ^ j  donc 

48.. 
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/a>  909— »*.  Cela  posé,  pour  que  sin*  8  soit  positif,  il  {qutqlie  cos{i8o^ — ajt) 
—  cos(aû>4-aa)  ou  asin(9o°  —  fA^.c^^a)  sin(*+ot  4-^*  —  go°)  sett1 
positif.   Donc  »  positif  a  jlowr  limite  ■*H(90Q-f*/*-i-*ti),  rt  *  négatif  a  pour 
limite  —(a  4* /*-<*■  9&0)}  d'oïi  il  suit  ^ne' l'étendue  dSme  oscillation  est 
encore  Tare  2 /£•<  1800.  *J  ...*:.... 

3^3.  Si  Ton  prend  pour  époque  du  mouvement  le  milieu  d'une  oscillation, 
ce  qui  revient  à  faire  dans  nos  forauies,  dt=^o^,  et  qu'en  même  temps 
on  fasse  8  =  6,  les  formules  deviendront  ' 

•  n        (i4-w*)cos*f       ..   .  i4-m  .  m/9 

7l*-f-COS2#     T  ^  2 

Fig.  4.  Le  cas  de  «=90°  suppose  L=9o°j  aioM  l'état  initial  du  mouvement  est 
représenté  paMn  figure  fa  éù  l\>n  a  L°P=ir,  tangDL°==cotC=^~  taèg«; 
et  comme  on  a  A>  C,  il  s'ensuit  que  DL°<  I°L°.  Dans  ce  cas ,1a  première 

dm 

valeur  de  «gj  ayant  le  même  sigfie  que *cosart-— my  est  négative;  donc  les 

pfemièfc-eé  valeurs  de  a>  sonràtïssi  négatives. 

Puisque  les  limites  dé  iw  sont  encore  —  yL  et  -Hx,  et  que  les  premières 
valeurs  de  «  sont  négatives,  hous  supposerons 

tanga  = —  tang/x.  sin^j 
et  il  en  résultera     '"  " 

*                  ,]j         ,.     '     .  •                  '        sîn'C— sinV        1 — #H ,       , 
en  prenant,  comme  dans  le  premier  cas,  c*  = ; -=£-£*- tangue. 

3a4*  Voici,  d'après  ces  formules,  la  correspondance  qui  a  lieu  entre  les 
trois  variables  ai,  0,  4  pendant  les  quatre  premières  demi-oscillations,  au 
bout  desquelles  Pjaxe  AL  et  la  situation  du  corps,  à;  l'égard  de  cet  axe, 
sont  rétablis  comme  ils  étaient  eu  commencement  du  mouvement  : 

4=o%        90%         *8o%        270,°,'    36o°, 

»pO',      —  f*,     '  O  ,  (4%       ,        O, 

8  =  6,  0/     —  £ ,  o,         6. 

Au  premier  instant,  l'arc  LM  est  dans  kr  situation  L*M°, <jui  fait  -\  angle 
droit  avec  de  méridien  DL;  c'est  donc  «lors  l'aie  AN  qui  se  trouve  Mtué 
dans  le  méridien.  Du  reste,  on  explique,  par  la  figure  4,  la  correspondance 
des  mouvemens  d'oscillation  et  de  nùtatiou,  comme  on  l'a  fait  par  la  fig.  3 
dans  le  premier  cas.  -     ^  * 
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Si  iW  avait  <t>90%  On  fcwit  «===  iÔo0-—  a;,  et  on  parviendrait  abso- 
lument aux  môme»  conclusion*.  - 

.  3n5.  U  résulte  de  Tonalysç  précédente,  que  le  mouvement  d'un  corps, 
considéré  relativement  à  son  axe  moyen,  présente  deux. cas  dont  voici  les 
caractères  distincte. 

Premier  cas.  Dans  chaque  oscillation  il  y  a  un  instant  où  l'axe  moyen 
AL,  l'axe  du  plus  grand  moment  AM>  et»  Vote  de  rotation  instantané  AI  Fig.  3. 
sont  dans  un  même  plan  avec  la  directrice  AD.  Cet  instant  est  le  milieu 
d'une  oscillation,  époque  où  Taxe  moyen  est  dans  sa  plus  petite  ou  sa  plus 
grande  distance  à  l'égard  de  la  directrice  AD.  Les  formules  données  pour 
ce  cas  (art.  3 19)1  supposent  que  le  temps  commence  à  une  de  ces  époques 
où  le  point  L  est  le  plus  près  de  D. 

La  distance  IL  étant  connue  au  premier  "instant,  et  désignée  par  t,  on 
trouve  la  distance  DL  =  9o°  —  6,  qui  donne  la  position  de  la  directrice 
AD  par  la  formule  ' 

ta  ng  DL  =  co 1 6  =  r^  tang  1  j 

ainsi  on  a  toujours^  dans  ce  cas,  DL>IL. 

Connaissant  £,  qui  détermine  la  nutation  de  l'axe  moyen,  on  a  la  quan- 
tité /*,  qui  détermine  l'étendue   des  oscillations   par    la  formule  sin*/i> 

=  """*  sin* £.  Cette  quantité  fi  est  toujours  plus  petite  que  £,  et  à  plus 
forte  raison  plus  petite  que  900;  et  puisque    ^     =      ~        il  s'ensuit 

qu'on  a  aussi  sinft  <  */ (c»~Etbv*  ^ans  ce  Premi€r  ca*>  k  Troisième  axe 
principal  AN,  quia  le  plus  petit  moment  A  -f-  B,  ne  peut  jamais  se  tropver 
sur  le. méridien  DL;  car  la  plus  petite  .valeur  ,de  l'angle  DLN  ept  ,po°— /*, 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Second  cas.  Si  l'on  change  B  en  C,  et  réciproquement,  tout  ce  qu'on  a  Fig.  4. 
dit  du  premier  cas  s'applique  au  second.  C'est  donc  alors  l'axe  du  plus 
petit  moment  AN,  qui,  au  milieu  de  chaque  oscillation,  se  trouve  dans  un 
même  méridien  avec  Phxe  moyen  AL  et  l'axe  de  rotation  instantané  AI: 
L'axe  du  plus  grand  moment  AM  est  toujours  à  une  distance  du  méri* 
dien  EViiy  qui  ne  peut  être  moindre  que  96°  -t-f*% 

Df  js  le  second  oas,  la  distance  DL  se  détermine  par  l'équation  -  t 

tang  DL  =  cot £  =  ^+c  tanS *  1 
ainsi  on  a  toujours  DL< IL.  .  v; 


38a  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

Au  reste,  ces  deux  cas  se  traitent  analytiquement  de  la  méwô  manière, 
puisque  la  permutation  des  lettres  B  et  C  change  m  en  ~-m,  et  qu'ainsi 
les  formules  trouvées  pour  le  premier  cas,  s'appliquent  également  au  second, 
comme  on  le  verra  ci-après* 

Il  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  Ton  aurait  Jfe«— i0o*2#;a?  o. 

Troisième  cas:  cos2&  —  rn  =  o. 

3?6.  Alors  l'équation  (i)  donne  û>  =  o;  ainsi  le  corps  n'a  aucun  mou- 
vement autour  de  son  axe  moyen  AL.  Pour  déterminer  les  deux  autres 
variables  8  et  p,  il  faut  recourir  aux  équations  (2)  et  (3)  du  n°  3o8,  les- 
quelles donnent 

M.  sinaee       . 


cos  ô  7»  —  00s  2* 

d<f>  =  Kdt. 


U  en  résulte  d'abord  <p  =  K/,  ce  qui  prouve  que  le  mouvement  de  l'axe 
moyen  AL  autour  de  la  directrice  AD  est  uniforme. 

Ensuite  si  l'on  fait — — -  =  i,  on  aura  — 2  s=  —  idi:  ce  qui  donne, 

/»  — COS2A  '  COSQ  *  *  '  7 

en  intégrant, 

/tang(45°  +  ifl)  =  /tang(45^  +  i>)  —  u,  ' 

ou 

tang(45^+ifl)  =  ^tang(45*  +  ^). 

En  faisant  *=  00 ,  on  aura  0  =  99*  ou  fls=» — 90%  selon  que  i  sera  négatif 
ou  positif;  c'est-à-dire  selon  que  tt  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  90*. 
Alors  l'axe  moyen  sera  réuni  avec  la  directrice  AD,  dans  un  sefts  ou  dans 
l'autre,  et  le  mouvement  de  rotation  autour  de  ces  axes  réunis,  continuera 

de  se  faire  uniformément  avec  la  vitesse  angulaire  g?  =  K. 

Et  quoique  cette  réunion  des  deux  axes  n'ait  lieu  rigoureusement  qu'après 
un  temps  infini ,  cependant  la  rapidité  avec  laquelle  croît  ou  décroît  l'expo- 
nentielle e%  permet  de  regarder  ces  axes  comme  sensiblement  réunis  après 
un  temps  assez  court. 

327.  Voilà  donc  un  nouveau  cas  très  remarquable  oh  l'on  peut  déterminer 
exactement  et  d'une  manière  très  simple  le  mouvement  d'un  corps  de  figure 
quelconque  :  c'est  lorsque  la  valeur  initiale  de  l'angle  1LM,  que  nous  avons 

appelée  L,  est  telle  qu'on  a  cos  act  =  m  s=     T^t_ flai  T  .  Cette  valeur,  çom- 
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binée  avec  l'équation  tang  a  s=  jXc  tan6  ^»  donne  cos  aL  =  Aic_Bx  ,  ou 

A— B     CIA 
tang'Lsss'i  vB>  q^l*  Ainsi,  pourvu  que  l'axe  de  rotation  primitif  A 

soit  placé  sur  Parc  LI,  déterminé  par  la  valeur  précédente  de  taog  L,  le  cas 
dont  il  s'agît  aura  lieu  :  Tare  Ll  pourrait  d'ailleurs  être  situé  de  l'autre  côté 
de  l'arc  LM,  ce  qui  donnerait  toujours  le  même  cas  susceptible  d'une  solu- 
tion très  simple. 

3a8.  Ayant  développé  l'équation  { i) ,  qui  contient  la  loi  générale  des  os- 
cillations du  corps  autour  de  l'axe  moyen ,  et  de  la  nutation  de  cet  axe,  nous 
allons  procéder  à  l'intégration  des  équations  (a)  et  (3) ,  qui  feront  connaître 
les  variables  a> ,  0  et  <p  au  bout  d'un  temps  quelconque  t.  Il  suffira,  pour  cet 
objet,  de  considérer  les  formules  de  l'art.  3 19,  puisqu'elles  renferment  celles 
du  second  cas. 

Reprenons  donc  les  formules 

tang  û»=3  tang/u  shit|/,  sin*ft=    ~     sin»£, 

.    a  shi  €  006$  .         1  +  m  cos*C 

smfl s=s  — .  .\  tx ,  c*  =  — — -  tang*  us=  1  —  — r- , 

|/(t  —  c* «m* y) '  i_ji»-~*o  r-  C08>' 

d'où  l'on  déduit 

^COJU        M (i— m)(i— ç»ginSfr)      dm    _  tang^    <fy  j/(i  —  c'smSQ 

1 «+•  tangV  sin*y     7  sin  I  smC        1  -f-  tangV  «in*  y 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  on  il  faut  faire  «=o,  on  aura 

je  a* n— m    Î*5S/*  d* . 

1— m       ainC      ^/(i  —  c*sin*+)  ' 

d'ailleurs  K  =     .**?'  et  rZLÎ?  .—         h  ;  donc  si  on  fait 

. Wcosj     A-»B 

*—  Upg^'A+O 


on  aura 


ûb=f         ^ 


et  en  intégrant 


rt  =  F(c,4). 

Ainsi  étant  donnée  une  valeur  quelconque  de  l'angle  4  >  on  ponorra' trouver 
la  valeur  correspondante  du  temps  t ,  et  réciproquement. 

3^9.- Soit  r  le  temps  d'une  demi-oscillation,  qui  est  aussi  celui  d'une 
demi-nu tation,  on  aura  *r  ssfiV*  et  par  conséquent  ce-tenps  pourra  être 
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déterminé  avec  toute  la  précision  qu'on  Voudra,  par  lemoyep  d&^faiï?* 
tion  complète  F'c.  t  .    j     u    ^_ 

*:  Lorsque  le  corps  différera  peu  de  la  figuré  sphérique ,;  la  qu^t^é  i  jera 
très  petite  et  t  très  jgrapd  j  de  sorte  que  les  mouvemeus  d'ofciUatjOi*  ei  de 
nutalioii  seront  très  lents.    '  __    .  _      _,  .    ,* 

Soît  4  1°  valeur  de  4  qui  repond  à  un  temps  quelconque  *'<  f  j  si  Ton 
fait  eu  général  *^=: 2Àr±/\ïA~étant  un  entier  quelconque,  on  aura 

r  La  constante  t?  étant  une  fois  calculée  avec  foute  Ja  précision  ttécesntaT, 
par  la  théorie,  dos fonctions elliptiques  >  on  déberdnuwajejiaptenienif angle 
4  pour  toute  valeuï  de  t  multiple  de  t.  On  pourra  même  déterminer  algé- 
briquement cet  *nglep<mir  une  infinité  d'autres •  valeurs  de  If  comiiebîâra- 

bles>  avec  rfcàï  on  ,*aijyque  l'équation  -  FLc  »  F  (c,  4)  és^rrisoiu^teh^- 
briquement,  toutes  les  fois  que  -  est  rationnelle.  j  • y'    ;r:  -'  Z  &'    -  * 

330.  Dans  tous  les  cas ,  on  pourra,  par  l'équation  U  t±z  F  (c,  4)>  déter- 
miner aussi  exactement  qû'ôhvôùdrf  l'angle  4  «û  bout)d*un  temps  quel- 
conque ^l'aqgls  4  PJWjt^onpifc,-  on  cppnajtn*  b>, distwoe jQQVrrfl -4*l'*lt 
AJ,  U^  .d^çjfrTO/AJS>»J#  l!^lçptfj;otf JQ&W  flWjfiiLe.Kakiiationsdjifcoqtt 
par  rapport  à  Taxe. AL,  au  moyen  des  formules  jjm:  ;    ,.I     „..»  o  %«.?-^tr* 

où  il  faudra  se  rappeler  que  a  est  toujours,  compris  ^etitre  les  Ugtii&s  fajiï. 
—  u%  de  même  quefl  entre  les  limites  +  5. et rr-  &."   „       „  ,  ...u    ,*  - 

33 1.  U  ne  reste  plus  qu  a  déterminer  1  .angle  fl) , ;  gui  fera  connaître,  au 
bçut  d'un  temps  <^ekonq*é^,  fe  pôsitiori'dù  î^é^ïëh  Ï)L:  Or °$f  âftës 
avoir  fait  «=  0  ,  on  substitue,  dans  l'équation  (3)J|eg :.ys)^ufs;Z7jf*  j\    — 

dm taïig/M  <fy 

(cota*— m}  fin  1.7"  (ini»yîj|nCa°  1/(1  ^^sig^S) /^  -J?^--. 

on  aura    ^       .      ,  ^        _  §|i  t  rj._-  .^    .  ^  ..  .  ;;k   -  •-,  nviM'imn»:  ^^c^daT 
•  2  tang  p       ?n+  1  d4>  dj,A ,,  \ 

dVu  l'on  Ure^im^rant  él  «te^tot  qdè  ^^^^^,- ;  ^ 


<p  = 


6in/ftcos/«| 
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Dans  cette  formule*  Il  (tang'/tt,  •*{/)  désigne  la  fonction  elliptique  de  troi- 
sième espèce,  dont  tang*/t  est  le  paramètre,  o  étant  d'ailleurs  le  module 
commun  aux  deux  fonctions  F  et  IL 

33a.  La  valeur  de  <p  correspondante  au  temps  d'une  demi-oscillation ,  -se 
trouvera  en  faisant  4 sss  9°°  5  *  l'on  désigne  cette  valeur  par  ft ,  on  aura 


*  = 


sinC 


[l±JF'-.n'(tangV)]. 


SITift  CÙ8p  I 

La  fonction  complète  IIr  (tang'ft)  pourra  s'exprimer  par  des  fonctions  el- 
liptiques de  la  première  et  de  la  seconde  espèce,  au  moyen  de  la  formule  du 
n*  107  ;  mais  pour  cet  objet,  il  sera  bon  de  donner  une  antre  forme  à  cette 
formule. 

333.  En  suivant  les  dénominations  de  l'article  cité,  soit  A  un  angle  tel 

cotfl  «j__       •    %         cosfl     .        «       csmi    ^ 

quetangAss-^-,  ce  quidôime  sin  A==  ^^et  cos^c»~r— ,  Ai  aura, 

par  les  propriétés  connues , 

F(M)  +  F(M)  =  P*, 

E(M)  +  E(M)  »  E'6  +  6»sin8sinA. 

Au  moyen  de  ces  équations,  on  éliminera  F  (6,9)  et  E  (6, 6)  de  la  valeur 
de  II1  (n,  c)  ;  puis  réduisant  d'après  l'équation  4es  fonctions  complémen- 
taires f  on  aura  la  formule 

^^n»(n,c)s=F'c[^+E(3,A)-F(*,A)]+E'dP(3,A), 

dans  laquelle  n  =  coi*  fi.. 

334*  Pour  appliquer  cette  formule  au  cas  proposé,  il  faudra  faire.. . 

*vfe'),el0DM,r8 

^a,,^  n%  (tang»  =  F'c  (««»  C  cot  a*  —  *•  cos  yu  sin  A) 

—  Pc  [F{*,  A)— E(*,  A)]-f-E'cF  (b,  A). 
J'observe  maintenant  que  la  quantité  sin  €  cot  /u  —  6*  cosp  tin  A  se  réduit 
d'abord  à  ïjjjj  (  i  —  4»  «in»  A)  =  ■-££  (  co»«  A  +  c»  «n*  A )  j  et  parce  que 
«•  sa  tang»  /*  cot»  A,  elle  se  réduit  uUen*»r«n«nt  à'n^i        , 


s j^«. -jj^;  donc  enfin, on  aura 

T.  1.  49 
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•  =  [(A+C?_(A+"  •  *£?•*&»)]*•  +  *«  >0  (Pc-  E'c). 

Par  cette  formule ,  on  peut  déterminer  aussi  exactement  qu'on  voudra  l'an- 
gle <b  que  décrit  l'axe  moyen  autour  de  la  directrice  AD,  pendant  la  durée 
r  d'une  demi-oscillation. 

335.  Cela  posé,  pour  avoir  la  valeur  de  f  au  bout  d'un  temps  quelconque 
t  f  on  fera ,  comme  ci-dessus,  t  =  2kr  db  *'«  On  cherchera  ,  par  ce  qui  a 
été  déjà  dit,  l'angle  4'»  qui  répond  au  temps  t1  <^  rj  pub  calculant  par 
la  formule  générale  la  valeur  de  <p  qui  correspond  à  l'angle  4'*  et  appelant 
cette  valeur  <p',  on  aura  généralement 

Ainsi,  au  moyen  de  la'  seule  constante  4  une  fois  calculée  avec  toute  la 
précision  nécessaire,  on  connaîtra  exactement  0  pour  toute  valoir  de  *  mul- 
tiple de  t  :  on  pourra  encore  déterminer  <p  algébriquqpaent ,  et  par  le  moyen 
des  arcs  de  cercle,  si  t  est  commensurable  avec  r;  dans  tout  autre  cas,  on 
déterminera  <p  par  les  formules  d'approximation  '  connues  dans  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques. 

Développement  du  cas  particulier  ou  F  on  a  w^-i, 

336.  Quoique  ce  cas  suppose  C  =  A,  et  retombe  ainsi,  à  la  notation 
près,  dans  celui  qui  a  été  traité  n°  3i3,  cependant  le  npuveqip  point  de 
vue  sous  lequel  nous  envisageons  ici  le  mouvement P  et  les  intégrales  exactes 
que  nous  obtiendrons,  ne  peuvent  que  répandre  un  nouveau  jour  sur  cette 
matière.  ■  » 

Soit  'donc  m=  —  i  ou  GssA,  on  aura  /t  =  £,  cet  £  s  TXf^Qf** 

c=  o,  isss  >  B  Wsinc,  et  les  variables  a>,  A,  <p  seront  dbnitée*,par  In- 
équations 

»=— 4-C,  ' 

tanga==tang^sin+,  ^  -•..."■        .•,.••■•• 

sin  f  =  sin /&  cos  4i     côsfl  cos «  =  cos fi.    T  • 

Voici,  d'jpçès  ces  équations,  comment  on  déterminera  la  pdsition  dct  cbrprf 

au  bout  du  temps  t.  :         -~."  J .  = 

On  connaît  d'abord  l'arc  4  Par  1*  valeur  4  =  ***  et  Paru  £  parTeiftia- 
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lion  tadg  £  ss=    **    ,  où  il  faut  observer  que  £  —  4  cst  toujours  moindre 

que  90V  Par  ces  dçux  arcs  on  a  la  valeur  de  p,  qui  détermine  la  position 
du  méridien  DL»  On  a  ensnke  les  angles  0  et  *  par  les  équations  sinf  as 
sin/u  cos  4?  tang  »  =  tang /t  sin  4;  la  première  fait  connaître  la  distance 
DL=qo°—  0,  et  la  seconde  donne,  avec  le  signe  convenable,  l'angle  DLM 
qui  détermine  la  position  dé  l'axe  AM,  et  par  conséquent  celle  de  tout  le 
corps  par  rapport  à  Taxe  AL. 

337.  Cette  solution  doit  revenir  au  même  que  celle  qu'on  déduirait  du 
n°  3i3  ;  mais  comme  elles  jvaraissçnt  très  différentes  ap  premier  coup  d'oeil, 
il  sera  bon  d'en  démontrer  l'identité. 

Soit  BL^PDM*  le  méridien  primitif  où  se  trouvaient,  lorsque  *  =  o,  les 
axes  AL,  AM,  et  l'axe  de  rotation  Al  aux  points  marqués  L%  M°,  et  I*.  Fl*  5* 
Supposons  qu'au  bout  du  temps  t,  les  axes  AL,  AM  forment,  avec  la  direo- 
trice  AD,  le  triangle  sphérique  DLM;  la  position  des  points  L' et  M  sera 
déterminée  par  ce  qui  précède,  au  moyen  des  élémens  BXssf ,  XL  cet  6, 
DLMs=»,  LM=90^. 

Dans  le  triangle  DLM,  oh  le  côté  LM  est  de  90°,  on  a  cos  DM±=± 
cos  DLM  sin  DL=  cos  m  cos  8  =  cos  fx  ;  donc  DM  =&ft.  Donc  l'axe  principal 
AM  (celui  qui  n'est  poiirt  semblable  aux  deux  autres)  est  toujours  égale- 
ment incliné  à  la  directrice  AD» 

Le  même  triangle  donne  sin  MDL  =  — .    ^^  =  -~;   mais  les  formules 

tang* = sin  4  tang/i ,   tang  4  —  cos;*  tang  Ç  donnent  sin  Ç  =  -t~^  ;   dono 

Pangle  £  est  égal  à  l'angle  MDL ,  ou  à  son  supplément  MDx.  Or,  lorsque 
ts=soy  le  point  M  étant  en  M°,  c'est  le  supplément  MDx  qui  devient  zéro; 
donc  on  a  en  général  £  =  MDa\ 

U  suit  de  là  que  l'angle  MDM*,  paroouru  par  Taxe  AM  autour  du  pôle  D 
dans  le  temps  t,  t=<p  -f-£;  de  sorte  qu'on  aura 

r       *        A — B    o^       A+B       ooêfê 
Donc  l'axe  AM  se  meut  uniformément  autour  du  point  D  avec  la  vitesse 
angulaire  A  .  B  •  — — ;  et  parce,  que  ^Xb52300^  coté=cotfccotf ,  cette 

vitesse  peut  aussi  s'exprimer  par  — : . 

Enfin  9  le  même  triangle  DML  donne  encore  sin  DML=  sin  DL  sin  MDL  = 

4s*  • 
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cosflsio£ss^£.  ï^=e -^^:=siii.4;  et  puisque  l'angle  DHL  est  zéro 

eu  même  temps  que  4>  on  a  DMLss  4-  Donc  le  coq>s  tourne  uniforme-: 
ment  autour  .de  l'aie  mobile  A  M,  dans  le  sens  GB,  avec  une  vitesse  angu- 
laire ^=  ■  *7P  W  sin  «.  -4 

t      A-f-u  

Ces  mouvemens  sont  précisément  ceux  que  nous  avons  indiqués  n*  3i3, 
pourvu  qu'on  échange  entre  elles  les  lettres  A  et  B ,  afin  que  la  supposition 
actuelle  C==  A  revienne  à  celle  du  n°  3i3,  C  ==  B. 

application  dès  formules  au  second  cas  du  problème,  art.  3a5. 

338.  Nous  avons  discuté  fort  au  long  le  premier  cas,  qui  est  celui  où  l'axe 
du  plus  grand  moment  AM  se  trouve  au  milieu  de  chaque  oscillation,  dans 
le  même  plan  avec  Taxe  moyen  AL  et  la  directrice  AD.  Venons  mainte- 
nant au  second  cas,  où  l'axe  du  plus  petit  moment  AN  est  celui  qui  se 
trouve  périodiquement  dans  le  même  méridien  que  l'axe  moyeu  AL,  tandis 
que  l'^xe  du  plus  grand  moment  reste  toujours  éloigné  de  ce  méridien  à 
une  distance  qui  n'est  jamais  moindre,  que  90* — -/x. 

Il  suffit,  pour  la  solution  de  te  second  cas,  d'échanger  entre  elles  les  lettres 

B*4-Ca— a  A.* 
B  et  C;  et  comme  on  suppose  constamment  m  =  — T»— n» — ,  afin  de  cetT 

server  l'ordre  de  grandeur  C>  A>B,  il  faudra  en  même  temps  changer  le 
signe  de  m.  Par  l'effet  de  cette  permutation,  la  constante  i  deviendrait  né- 
gative; ainsi  il  convient  de  changer  le  signe  de  4>  œ  <p*  change  en-  même 
temps  le  signe  de  »,  comme  l'exige  la  nature  de  la  question  (art.  3a3).  Cela 
posé,  voici  les  formules  par  lesquelles  on  déterminera  la  situation  du  corps  et 
les  vitesses  de  ses  différens  mouvemens  au  bout  d'up  temps  quelconque* 

339.  Connaissant  C  par  l'équation  cotCa  ~£g  tang s,  on  trouvera Piii- 

gle  /*<90*  par  la  formule  sinâ^ts=i-^^  sinâCsBa  — ^gjam*ff.  Faisant 

ensuite 

.      Wcosi    C— A 

'-Ung^-A+B'  . 

on  aura  r  équation 

qui  servira  à  déterminer  |  par  ^,  ou  réciproquement  4?  par  t.  Soit  T  le 
temps  d'une  demi-oscillation,  on  aura  ris -F1*. 
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,  Connaissait  r  avec  toute  l'exactitude  nécessaire }  on  pourra  supposer  qu'un 
temps  quelconque/,  aussi  grand  qu'on  voudra,  soît  représenté  par  la  for- 
mule r 

tszsaArrib*', 

k  étant  un  entier,  et  t!  un  temps  <  r.  Soit  -\>'  la  valeur  de  4  qui  répond 
au  tçmpt  /,  en  sorte  qu'on  ait  H!  ==  E(s,  ^')  on  aura  en  général, 

4  étant  connu,  on  déterminera  la  distante  go*  —  §  d%  l'axe  moyen  AL 
à  la  directrice,  et  l'angle  c*  que  fait  l'arc  LN  avec  le  méridien  DL,  par  les 
formules  suivantes  : 

^*°^l?îjty    tang«  =  ~tangf4sin41 

où  l'on  Mj9%zm~^  tang'/x.  Ces  formules  détermineront  toujours  8  et  a 

sans  ambiguïté,  parce  qu'on  sait  que  0  est  compris  entre  les  limites  4- £ 
et  —  C,  de' même  que  *  entré  les  limites  -f-jt*  et  — f&;  cFailleurs  il  faut  se 
rappeler  que  »  négatif  suppose,  comme  dans  la  figure  2,  l'angle  DLN  formé 
du  même  côté  de  DL  que  celui  où  se  porte  l'axe  AL  par  son  mouvement 
autour  du  point  D,  et  que  ai  positif  suppose  l'angle  DLN  formé  de  l'autre 
côté  de  PU , 

34o.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  position  du  méridien  DL,  ce 
qui  se  fera  par  l'arc  Bï=<p,  dont  la  valeur  est 

,        .,  ,     •  B  +  C  +  aA        .   »— 1        B4-À 

en  supposant  toujours  nsa—- g— g — ,    et  —^  es  ç_p. 

Si  Ton  appelle  *  la  valeur  de  <p  correspondant^  à  4  ==90°,  ou  au  temps 
d'une  djMiMrasçillation^  on  aura- 

et  en  prenant  un  angle  auxiliaire  A  d'après  l'équation  tang  A  as »/(  ii!2\ 

on  aura  ■  <.- 

.      r(A  +  C)(A-HB)        $inC       ,P/.    ,.-ir. 

Soit,  comme  ci-dessus,  *=aArdb*f,  on  aura  $==aAftdb$'»  $'  étant  la  . 
valeur  de  <p  qui  correspond  au  temps  ïy  ou  à  l'angle  .4/  déjà  déterminé. 


390  APPUCATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

Formules  particulières  pour  le  cas  où  taxe  de  rotation  primitif  est  très 
près  de  taxe  du  plus  grand  moment  AM. 

34» •  Alors  il  faudra  supposer  €=|'W— -  J"9  £  étant  une  quantité  très 
petite ,  dont  on  pourra  négliger  les  puissances  supérieures  au  second  ordre. 
Appliquant  donc  les  formules  du  premier  vfcas ,  on  aura  d'abord  les  râleurs 
suivantes: 

d'où  il  suit  que  la  nutation  de  l'aie  AL,  et  les  oscillations  dm  corps  Autour 
de  cet  axe,  seront  très  petites  de  l'oçdre  JV 

On  aura  ensuite  ' 

et  l'équation  it=sJ?(c$  ^)z^^(\  +|c*)  —  Jc'sina^  donnera  récipro- 
quement 

4  =  (1 —  £**)  **  +  jc%  sin  ait. 

On  en  tire  le  temps  d'une  demi-oscillation 

et  ce  temps  étant  une  fois  calculé  jusqu'à  la  précision  des  quantités  du  sepond 
ordre,  on  aura  en  général 

=  7*-.;+8Sin\7. 

L'angle  4  étant éeuiu  pour  un  temps  quelconque,  on  aura  les  valeurs  de  * 
et  0,  «avoir:  ' 

»  =  /*sin4     et    0=ss^cos4- 
343.  Enfin  la  valeur  de  $ ,  au  bout  c}u  temps  { ,  sera  donnée  par  la  formule 

ofc  Vxm  pourra  substituer  la  valeur  4  =  it. 

Soit  4>  l'angle  décrit  par  l'axe  AL  autour  de  la  directrice,  pendant  le 
temps  r  d'une  demi-oscillation^  on  aura 

ou,  en  substituant  îa  valeur  /ii=z  j^t^ <PW, 
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*  =  WT(l-lcT*+i^)=WT(1—  ij*.|=?). 

Ainsi  l'axe  AL  tourne  autour  de  la  directrice  AD  arec  une  ritesse  très  peu 
différente  de  la  vitesse  angulaire  initiale  W.  Cela  s'explique  en  observant 
que  Taxe  de  rotation  primitif  Al  est  très  rapproché  de  la  directrice  AD, 

A— B 
puisque  la  distance  DI=  JN  — C=  jt?^;  quantité  qui  sera  très  petite, 

même  par  rapport  à  cf,  si  l'on  suppose  le  corps  peu  éloigné  de  la  figure 
sphérique,  ou  A  — B  très  petit  par  rapport  à  A-j-C. 

Au  reste,  on  voit  que  dans  le  même  cas,  le  temps  d'une  oscillation  re- 
présenté par  2T  est  très  grand,  puisqufen  négligeant  les  quantités  de  l'ordre 
jyr  on  a 

o-—   *     ÏÏL+2    C  +  B\ 

Ayant  déterminé  la  constante  0  avec  toute  la  précision  a^çessaira,  °°  Pourra 
mettre  la  valeur  générale  de  <p  sous  cette  forme , 

$  =  -  Q  — ±bfism  —  • 

Ainsi  l'on  voit  qu'il  ne  s'en  faut  que  d\me  très  petite  quantité  5  6/t  sin— f 
que  le  mouvement  de  l'axe  AL  autour  de  la  directrice  ne  soit  uniforme* 
Lorsque  t  sera  un  multiple  de  + ,  on  aura  exactement  $  =  -  $. 

Cas  où  le  mouvement  est  le  plus  compliqué. 

343.  La  valeur  de  6*  étant  exprimée  directement  par  l'angle  donné  c, 
on  a 

De  là  on  voit  que  c  est  d'autant  plus  près  de  l'unité,  que  l'axe  de  rotation, 
initial  est  plus  près  de  l'axe  moyen ,  cas  où  la  distance  €  est  très  petite  sans 
être  nulle.  Comme  on  a  dUlleursiC  >*  A\>>.  By  il  en  ^résulte  (C  —  B) 
(C-|- A)  >  (C  +  B)  (C*— A);  ainsi,  dans  aucun  autre  cas,  on  ne  peut 
avoir  c  très  peu  difFérentite  l'unité.  Dati*  ce  cals*  donc  la  nutetkm  de  l'axe 
moyen  test  de  près  de  î8o°,  et  les  oscillations 'autour  de  cet  axe  sont  le* 
plus  grandes  qu'il  est  possible.  Ainsi  le  mouvement  du  corps  sera  d'autant 
plus  irrégulier,  que  l'axe  de  rotation  initial  sera  plus  près  de  l'axé  moyen* 
*    H  h*ëà  est  pas  de  même  lorsque  l'aie  de  rotation  initia]  «t  fort  près  de 
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l'un  des  deux  autres  axes  principaux.  On  a  déjà  vu,  dans  les  art.  34*  et  34a, 
et  on  démontrera  plus  en  détail  dans  la  suite,  qu'alors  le  mouvement  du 
corps  est  presque  uniforme ,  et  que  l'axe  de  rotation  ne  varie  que  très  peu. 
Il  y  a  cependant  un  cas  (n°  3*7  )  où  l'axe  moyen  s'approche  continuel- 
lement de  la  directrice ,  et  se  confond  sensiblement  avec  elle  au  bout  d'un 
temps  assez  court;  de  sorte  qu'après  la  réunion  de  ces  deux  axes,  le  mou- 
vement devient  uniforme.  Ce  cas  seul  excepté,  et  celui  où  l'axe  de  rotation 
initial  serait  précisément  l'axe  moyen ,  un  corps  ne  peut  tourner  d'une 
manière  sensiblement  unjformç  autour  de  son  axe  moyen.  Si  donc  un  corps 
parait  avoir  un  mouvement  presque  uniforme  autour  d'un  axe  sensiblement 
fixe,  cet  axe  ne  peut  être  son  axe  moyen»  Les  planètes,  les  comètes,  et  en 
général  tous  les  corps  sujets  à  quelque  variation ,  ne  tourneront  jamais  uni- 
formément autour  de  leur  axe  moyen.  _ 

Seconde  solution  ,  AL  étant  l'axe  du  plus  grand  moment. 

344*  Quoique  le  problème  soit  résolu  dans  toute  sa  généralité ,  par  les 
formules  précédentes ,  qui  supposent  m  <  i ,  il  ne  sera  cependant  pas  inu- 
tile d'examiner  aussi  le  cas  de  m  >  1  :  les  formules  qu'on  trouvera  dans 
ce  cas  seront  plus  immédiatement  applicables  au  mouvement  de  rotation 
des  planètes.  Mais  pour  ne  pas  entrer  dans  des  détails  superflus,  nous  sup- 
poserons qu'on  aC>B>À;  alors  l'axe  AL  aura  le  plus  grand  moment 
d'inertie  B  +  Cj  l'axe  AM,  dont  le  moment  d'inertie  est  A+C,  sera  l'an 
moyen ,  et  l'axe  AN  aura  le  plus  petit  moment  A  H-  J).  Dans  cette  suppo- 

C**    I    II*         «Ai 

sition ,  la  quantité  m  =  — 0— B»- —  8Cra  tou}<>Qrs  positive  et  plus  grande 
que  l'unité*  Cela  posé,  l'équation  (1)  donne 

.   m*         msin'y  -f- ccw  a#  coê*  y  —  cos  (  a# -f  *0 

sin  0  sss "   ' — »   >  ■ — '  _  >  , 

et  elle  offre  trois  cas  à  distinguer. 

Premier  cas  :  m  sina  y  -f- cos  a*  cos*  ^  <  1. 

345.  Comme  le  dénominateur  ra>—  cos  (a^-f-aa)  est  toujours  positif, 
il  faut  que  le  numérateur  soit  positif  aussi,  ce  qui  exige  que  a  ne  s'étende 
pas  de  o°  à  180*.  Donc,  dans  ce  cas,  le  corps  ne  peut  faire  que  des  oscil- 
lations autour  de  son  axe  principal  AL. 

Pour  en  déterminé*  Fé tendue,  on  prendra  un  angle  /*<90%  tel  qu'on 
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ait 

006  aftss  —  m  ùn'y  —  cos  aa  cosâ  >; 

cette  valeur  donne  cos (  180*  —  2fi,)  —  cos  2&  ss  (m  —  1  )  sin^,  quantité 
positive;  donc  /tt>  900—  et.  Maintenant  pour  que  sin'G  soit  positif,  il  faut 
que  cos2iu  +  cos(2a>+ 2<x)  bu  acos(»  +  *"t"/i)<:o8(ûl4*tt-*A*)  w»1 
négatif;  donc  cù  positif  a  pour  limite  +(90*-— a -f-ft),  et  »  négatif  a 
pour  limite  —  (*-f-^_go°);  l'étendue  de  chaque  oscillation  est  donc 
Tare  2jtt<  i8b*. 

On  peut  prendre  pour  époque  du  mouvement,  le  milieu  d'une  oscilla- 
tion ,  ce  qui  revient  à  faire  et =90*.  Soit  alors  0=6  ou  ^=s£,et  on  aura 

lès  équations 

m»       (m  +  i)cos,C      .   m  i+m   .   %  + 

cos*9  =  - — +r-*- ,  sin^usss— i— -smâb. 

Ce  cas  suppose,  comme  on  voit,  sin  €  <  %/f ,  .  m)  <  l/Cô^A*)  î  et 
puisque  "conihenopmeht  du  mouvement  on  a  «  ss  90*  =  L,  cot  £  c=s 
,çjg,tan^it  il  fijut  qu\m  ai$  aussi  tmg«>  y/(b^A  #  C^b)  :  c>**1  le 
symptôme  qui  distingue  ce  premier  cas  des  deux  autres. 
De  l'équation  précédente  on  déduit 

.     *A  sîaâM  — sin*# 

£  (m-+- 1)  — un**7 
.  etrécipJroquemeàf ,  " 

.  -  jfi+i     sin*C  — sîo*ê 

JSqU  Mn  6  s; ain  C  pp$  4  >  et  c*  ss  ~—  tangâÊ  =  1  —  ^^ ,  on  aura 

Bin  »  — — i^,^^ «a^f     cos«—    |/(,_,inrCco^+)  ' 

On  a  mis  le  signe  —  a  sin  <*,  pwcç  qu'en  faisant  *s=o  et  »c=o,  la  première 

valeur  de  -g-  (n°  3i4)  est  négative. 

D'après  ces  formula,  la  çprrespondapce  entre  a»,  6  et  4  dans  k*  quatre 
premières  demi-oscillations,  est  telle'  qu'on  le  voit  ici  : 

y  W  =  b,  U*  — •    *,  U,  O, 

3jfê^ BJwn^nanfe  w  d#v  Péquatfono(a  J  ^  a?  j5  1^  on  faij^  a  =s  90%  et 

t.  i  ;     ^  50 


4=0*, 

9°% 

tfi©% 

t7o», 

36o% 

•  -«, 

°* 

-c; 
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*> 
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O. 
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dm 

qu'on  substitue  la  valeur  dte  -r-r  tirée  àeê  ftrmute  précédentes,  on  aura 

D'ailleurs  on  a  K  =  ^î,(Cotê=  |±5  u^,  efc ^  =  |±|;  donc 

à  Ton  fait 

WcosicosC     C— A        --,  .  //C— A     C—B\ 

1  =— "as?—  '  a+b  =  Wsin  V\cTa  •  C+S/' 
on  aura 

~  V/(i  —  c*sin*40  ' 
et  en  intégrant, 

Ï*  =  F(*,4). 

Soit  r  le  tempe  d'une  demi-osciHatbn  ou  celui  d'une  demi-nutationr  on 
aur£  ts=  tE'«;  en  général,, si  L'on  fait  £=a£T=feu'r  A:  étant  un  entier, 
et  t1  ^t,  on  aura 

4  SS=  2  A: .  ~  ^  !3Z  •>[#  , 

4'  étant  déterminé  par  l'équation  il's=F  (c,  4')* 
Si  -n'excède  pas  \y  on  aura  d'une  manière  suffisamment  approchée , 

ci*'^lôgtang(45*  +  ±c4'), 

ce  qui  servira  à  déterminer  fort  simplement  4'  par  le  moyen  de  f7  et  réci- 
proquement. 

On  pourra  donc  connaîtra,. par  ces- formules,  aussi  exactement  qu'on  vou- 
dra, l'angle  4  qui  répond  à  un  temps  t  quelconque,  et  on  voit  que  cet  angle 
augmente  proportioraudleûrent  au  temps ,  toutes  les-  fois  que  /  est  un  mul- 
tiple de  r. 

L'angle  4  étent  connu,  on  connaîtra,  par  les  formules  précédentes,  les 
quantités  »  et  8  qui  déterminent  la  position  de  l'axe  principal  AL  par  rap- 
port à  la  directrice  AD,  et  celle  du  corps  par  rapporta  son  a*a  principal. 

347.  H  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  0,  qui  fixe  lffp*eitk>n 
du  méridien  DL  dans  l'espace;  Oh  a  pour  cet  effet  l'équation  (3),  savoir, 

d<p  =  JLdt  —  -£,, 
T  ami' 

qui  devient 

d<h—    »ÎP*_M+B  dp .  d^ \ 

9       snî?cosC V(T^A#  y(i  -r'sm'+J^fi  +  tan^Csto^)  \/{\  -  c*siiiS$j> 
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et  dont  fintçgnlé  «st 

f«ŒÏ3»Cc=iFK  4JH-n.(taD^,^4)]. 

Soit  *  la  valeur  <le<p  lorsque  4  »  900,  on  aura 

Pour  avoir  la  valeur  de  IT^tang^,  c),  on  observera  q«c*33=— -lan^f  ; 
ainsi  en  procédant  comme  dans  l'art.  333,  et  faisant 

on  aura 

a&girCt-*'*,  .)-[££+**.*)>. 

— F£i,  X).(F'o  — E»c)- 
On  connaîtra  donc  aussi  exactement  qu'on  voudra  la  valeur  de  4.  Faisant 
ensuite  t  =  aferdbt',  ou  4  =»  af  •*3r=*=4f>  on  arnra 

jp'  étant  la  valeur  de  <p  correspondante  à  4'» 

Second  cas  :  m  sin*^  -+•  cos  2*  cos*>  >  i. 

348.  Bans  ce  nas  on  voit  par  l'équation  (i),  que  *  ja'^^lus  de  Unîtes t 
et  que  le  corps  doit  tourner  sans  cesse  dans  le  même  sens  «autour  de  son 
axe  principal  AI*  Si  Ton  prend  pour  époque  du  mouvement  l'instant 
d'une  révolution  où  Fon  a  et  =  90°  et,fl=C,  l'équation  (1)  donnera 

rn:l»fl_("»+i)co»'C 

COa   w  —  , • 

m>-f-co£ui 

Ainsi  on  ne  peut  avoir  lœ-oj  cfest-à-di^e^we  Taxe  AL  qui  fait,  au  com- 
mencement du  mouvement,  un  angle  xajgu  90?—^  av^ç  4* /directrice  AD. 
ne  pourra  jamais  faire  un  angle  droit^ayee  cette  ^direttrice.  Soit  €'  la  plus 
petite  valeur. de  fl,  cette  valeur  aura  lieu  lorsque  cqs2af=— - 1  ;  ainsi  on  aura 

•    cos'4'=^cos*ff.      . 
m  — 1 

349.  Ayant  fait  *  =  90°,  les  fournil  «»  4e  l'état  initial  du  mouvement  don- 
nent  qpl€  s*  gq-ç  taqgt,  fit  par  çapaéqiiep^PL*  <,1#L*  ;  cet  état  e*t  repré* 

5o.. 
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Fie-  4*  sente  par  la  fig.  4>  où  Ton  voit  qu'à  cause  de  «  =  90%  il  fcut  qu'on  ait  aussi 
L =90%  et  qu'ainsi  l'axe  AN  du  plus  petit  moment  se  trouve  en  N*  sur  le  pre- 
mier méridien  DL*.  On  voit  en  même  temps ,  par  la  formule  du  n°  3 1 4  ?  que  la 

première  valeur  de  -y-  est  négative,  et  qu'ainsi  m  est  toujours  négatif;  c'est- 
à-dire  que  pendant  que  l'axe  AL  tourne  autour  du  pointD  dans  le  sens  BC,  le 
corps  tourne  sans  cesse  autour  de  l'axe  AL  dans  le  sens  opposé  CB. 

D'après  cette  observation,  soit  tang co         h  tangos,  h  étant  une  constante 
que  nous  déterminerons  de  manière  k  simplifier  le^  formules;  en  frisant 
,     cette  substitution  on  aura 

fl  _  (m  +  Oco^gÇcos^  +  ysm^) 
0  *-  (m+ 1)008»++ (m—  i)A*sinS'° 

C^;*   Là TO+I  »  008^ 

boit  nr  as ,  ou  A= y%  on  aura 

cos*fl  s  cos*£  cos*4  -f-  co&âÉ'  sin' 4  i 
et  si  l'ou  fait  c*=(  A*— •  1)  cotâ  €  =*= *•  cot*tf  sss  1  -*-  -£y» .  on  aura  aussi 

x  '  I»—  I  8111»  7 

■  *  •  * 

sina  8  =  sinr£  (  1—  c%  sin*  4)- 

Ces  équations  déterminent  les  valeurs  de  m  et  de  8  en  fonctions  de  4  j  sur 
quoi  il  faut  observer  que  8  est  toujours  compris  entre  les  limites  C  et  C, 
mais  que  a  négatif  croît  continuellement  avec  4  >  en  K>rle  que  1*  différence 

4  +  a>,  déterminée  par  l'équation  tang  (4  +  »)  s  —  A+|(tl^^^is^» 
est  toujours  plus  petite  que  90*.       ^ 

35o.  Il  faut  maintenant  substituer  dans  l'équation  (2)  fat  valeur  de  c*  tirée 
de  l'équation  tang  t»  =  —  h  tang  4  9  et  celle  de  sin  fi  en  fonction  de  4?  <* 
qui  donnera 

Xi  jf Qt— m)  A  <ty 

^  —  (»  tf  1)  sin  tf  *  vTi  -c*  8inS)' 

Or  on  a  K  sas     .    -  ,  et  — r—  =s  n     A  :  soit  donc 

et  on  aura  en  intégrant, 

i*  =  F(e,4). 

Si  l'on  fait  4  =  9°*>  l  •«**  Ie  temps  drii ne  nutatioo  da^lsqueHe  6  pas&. 
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de  la  valeur  £  à  la  valeur  C,  ou  réciproquement;  soit  r  ee  temps,  on  aura 

». 

Lorsqu'il  y  aura  peu  de  différence  entre  les  quantités  C,  B,  A,  ce  qui  a  lieu 
lorsque  le  corps  est  composé  de  couches  peu  éloignées  de  la  figure  sphéri- 
que,  la  quantité  i  sera  très  petite ,  et  le  temps  d'une  nutation  sera  fort  grand  ; 
c'est-à-dire  que  le  mouvement  de  nutation  sera  très  lent. 

Si -est  un  nombre  entier,  on  aura  exactement  4  =  \ *"•"?  Çt  par  consé- 
quent, *  =  —  4==— ï"7f'~*  0°  voit  par  conséquent  que  le  mouvement 

particulier  du  corps  autour  de  son  axe  AL,  dans  le  cas  dont  nous  Venons 
de  parler,  sera  très  lent,  puisqu'il  ne  décrit  900  que  dans  le  temps  r,  qui 
est  celui  d'une  nutation  ;  mais  ce  mouvement  s'exécute  toujours  dans  le 
même  sens ,  c'est-à-dire  en  sens  contraire  au  mouvement  de  l'axe  AL  autour 
du  point  D. 

35 1.  11  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  ce  dernier  mouvement  mesuré 
par  l'angle  (p;  oron  a 

™"—  siol'      ainl*"""        (  cos*^  + A*  sin*+)  »inC  ' 


donc 


•i 


•  A  +  B      h  db  ,       h      <*Ki  —  c'8in»4Q-* 

^^  C— A  m*mZ*  t/(i  — ^finSO^ainC  •  i+(A'  —  0  ***V 


et  en  intégrant, 

Soit  •  la  valeur  de  <p  lorsque  4  s=s  9°*>  on  aura 

Mais  par  la  formule  du  n*  333 ,  on  trouve 

^n'(^tang^ 

,  —  F(*,  ^.(F'c-.È'c). 

D'ailleurs  la  quantité  ^™\    > .  ^~r  +  **- «■._  #*  se  réduit  à . 


cobC 
sin< 


sint  cos* 


suit 


cos£*cot(C  +  i—  Jît);  donc 
*=[cos^cot(C4-i— T*)-!-E(4,€)]Pa-- >(*;?).  (Pc  ~E'c). 
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35^.  Si  -  est  un  entier,  on  aura  (p  =  -  4  ;  on  a  en  même  temps ♦ 

%jz  =  j  7T .  -  ;  ainsi  la  situation  du  corps  sera  déterminée  exactement  au  bout 
d'un  temps  quelconque  *,  muhiple  du  temps  r  d'une  nutatîon  j  on  pourra 
déterminer  exactement  cette  même  situation  lorsque  -sera  rationnelle,  par 

les  propriétés  connues  <Je3  fonctious  elliptiques. 

En  général,  soit  t  =  nkx  db  t\  k  étant  un  entier,  et  t!  <  *,  oa  aura 
%[/  =  ak .  ^7t  cfc  4%  et  p  =  a*.*  db  <p' ,  4/  étant  la  même  fonction  de  d 
que  4  e*t  de  *,  et  0'  la  même  fraction  M  %|/  que ^,©4  dbe  4- 

Au  reste,,  rsi  -  est  nne  iractio*  plus  .petijLe  jpje  ^  <xn  wn*,  a*ec  «ire  exac- 
titude suffisante , 

4/  étant  connu ,  on  en  déduira 

tang  a?  s=  —  A  tang  «4/, 
sina8'css  soi*  £  cos^^  +  sû^^sw*^? 
ce  qui  détermine  la  position  du  corps  au  bout  du  temps  t. 

Du  cas  où  F  axe  de  rotation  initial  est  très  près  4e  Vaxe>du  plus  grand 

moment  AL. 

353.  Alovp  1  arc  <•  tst  très  petite  et  si  on  rejette  |ç»  pui*wmt*6*Ie  t  supé- 
rieures à  la  seconde,  les  quantités  6  et  £',  qui  déterminent  l'étendue  de  la 
nutalion  de  Taxe  AL,  seront  ainsi  exprimées  : 

de  là  on  tire  '  :  '  - 

$i  la  diffçrçnce  Ç  —  B  *$t  téaucoup  plus  |>etite  que  B  ^  A  ,r*i*ii  <jue  cela 
doit  avoir  lieu  dans  le  sphéroïde  terrestre ,  h  sera  très  péh  différent  de  Tu- 

nité,  et  on  aura  C— <•£'==  gr^r  Jv 4e8«t? 9Ve  ItycHto autation  -£-%£' 
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sera  beaucoup  plus  petit  que  *<  Dans  la  même  hypothèse,,  on  aura 

__  sia'f C^B    B  +  A  . 

*—1  ""fiin»C~~C+B*B  —  A€  ' 

it  a* F(tf>  4 )  ~(i-Hr 4)^—* i  c*sin  a>|/, 

354/  Désignons  toujours  par  rie  temps  d'une  nutation,  ou  celui  pendant  - 
leqneHe  corps  fait  un  quart'  de  révolution  autour  dé  sort  axe  AL,  on* aura 

et  l'expressioa  de.  ^  pour  un  temps  quelconque  t  deviendra 

4  =  £*  J+|^sin^ 

4  étant  connu,  on  aura  0  par  l'équation  sin'fl  =  sinâ£  cos'-vf+sin*^  sinâ«s|/; 

et  comme  on  peut  négliger  Te  carré  de  €  —  C,  on  aura  avec  une  exactitude 

suffisante, 

fl=S  —  (C  —  ^).sm*4. 

Quant  à  l'angle^,  il  est  don  né  exactement  par  l'équation  tango>= — Atang4? 
ou  d'une  manière  approchée  par  la»  valeur 

si  toutefois  G  —  B  est  très  petit  par  rapport  à  B  —  À. 

355.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  <p.  Pou*  eek  naos  remarquerons 
que  la  formule*  du  n°  35 1  peut  se  réduire  à 

Or ,  l'équation  tang  o>  =  —  h  tang 4  donne  dc*zzz (h*--   ^   '  »nl »  et 

par  conséquent,  (£*  — - 1  )  fdoù  sin*  4  =  —  h\  —  e»  ;  donc 

Qr  on  a  C  =  (*_  ,) cot'É;  donc ^  .  ^  =  i£^(H+«)j d'ail- 
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leurs  comme  cos*£  est  une  quantité  très  petite  du  second  ordre,  cette  quan- 
tité se  réduit  à  £  cos*£(A4  +  «).   On  peut  semblablement  réduire  -—  à 

û>(i-f-£cos*£);  ainsi  l'intégrale  précédente  devient  —  »  (i  -J-jCosâC)  + 
xCos?£(À4  +  û>)  =— »  +  T^>|/cosâC  =-— a>-f-7ÀcosâC.  &;  donc  enfin 
on  a 

0-f-«  =  (K-f  £À/cosâC)l. 

Ainsi  l'angle  (p+o>  croît  proportionnellement  au  temps,  sans  aucune  iné- 
galité sensible;  d'ailleurs  en  substituant  les  valeurs  de  K  et  de  *,  on  a 

K+£«cos*e  =  Wœs£(i+icos*^ 
donc  enfin , 

ce  qui  fait  voir  que  l'arc  <p  +  m  est  décrit  par  un  mouvement  uniforme, 
dont  la  vitesse  diffère  très  peu  de  la  vitesse  initiale  W,  puisqu'elle  est 

Si  l'on  appelle  4  la  valeur  de  $  lorsque  4  =  9°*>  ou  pendant  le  temps 
d'une  nutation,  on  aura 

♦~î*=Wr(.-^.e^) 

r'fr  **•  356-  Voici  comment,  dans  l'hypothèse  précédente,  on  déterminera,  au 
bout  du  temps  t,  la  position  d'un  point  quelconque  du  corps  situé  au  com- 
mencement du  mouvement  sur  le  rayon  AP°  déterminé  par  les  deux  élé- 
mens  DL*P°  =  n,  L*P°  =  P. 

Ayant  fait  l'arc  BX=<p,  on  aura  d'abord  la  position  du  méridien  DX^ 
prenant  ensuite  LX  =  8  =  £  —  (£  —  £')  sinâ  4>  on  aura  k  position  de 
l'axe  AL;  enfin  si  l'on  fait  l'angle  DLP  =  Il  —  o>,  puis  l'arc  LP  =  P,  on 
aura  le  lieu  cherché  du  rayon  AP. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  -soit  un  entier,  on  aura  4=j«t.  - , 

a>=-~4==— £*■.£  ç=W'*— »,en  supposant  W'=W(i  —  i«*-§îp|)> 
Connaissant  DL,  LP  et  l'angle  DLPs=À — »,  la  résolution  du  triangle  DLP 
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donnera  les  formules  suivantes  pour  (déterminer  l'angle  BDP  =  ar  et  la 
distance  DP=y. 

Soit  /=  ~£2  «(*  +  r  •  §E^  «»*+)  i  si  r°n  nëSU6e  les  qu*ntitës  d« 
Tordre  «%  on  aura 

LDP=    «r    — fl — ^j/— /cotPsin(û  +  4/), 
^  =  W'*+^  — fl— /cotPsin'(û-f-+), 

^=  p  — /cos(n-f-4). 

On  voit  xpxejr  varie  depuis  P — /jusque  P+/,  et  que  l'angle  BDP  ne 
croit  pas  tout-à-fait  proportionnellement  au  temps,  puisqu'il  y  a  dans  son 
expression  une  équation  ou  inégalité /^cot  P  sin  (£l+4)>  dont  l'argument 
est  fl-f-4/.  Cette  équation,  qui  ne  peut  monter  qu'à  la  petite  quantité 
y*cot  P,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  et  qui  d'ailleurs  ne  peut  que  varier 
très  peu  pendant  une  révolution  autour  de  l'axe  de  rotation  diurne,  sera 
toujours  insensible  dans  le  mouvement  de  la  Terre. 

Troisième  cas  :  m  sin'y «+• cos  a*  cos*>  == 1 . 

357.  Ce  cas  où  Ton  a  sina  a  =  — —  tang*y ,  revient  à  celui  de  l'art.  3a6,  n*  »• 

et  n'exige  aucun  nouveau  développement.  En  effet,  la  figure  2  représentant 
l'état  des  choses  au  commencement  du  mouvement,  suppose  DLMs*,' 
LD  =  £  sr  —  y.  Prolongeons  l'arc  LD  à  la  distance  DL' = **  —  DL,  et  soit 
DML/ssa',  DM=£tf"— y\  afin  que  les  quantités  af  et  >' représentent, 
pour  l'axe  A  M,  des  quantités  analogues  k  a  et  y  pour  l'axe  AL.  Dans  le 
triangle  sphérique  DLM,  où  le  côté  LM  est  de  900,  on  aura 

donc 

cos*  et'  ■ *"***  =  "n><y  =  '        Uxtf* * 

cos*y'        i — CQ9*yco?m       tang1  y  +  sin* m       i»rfi* 

#       3  — w» 
et    .      cosaoc  == — * —  ; 


substituant  la  valeur  m  =  — TL B> — ,  il  viendra 


,       <?+A*  —  aB* 


c'est  ce  que  devient  l'équation  coa  aass  — c^^f  ■■  ,  lorsqu'on  échange 
T.  I.  -  5i 
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'  e»b»  elle*  lesletfcre*  B  et  À?  afin  que  Taxe  AAft  d&igpe,  dons  k  om  pri- 
sent, le  même  axe  que  AL  dans  l'art.  327. 

Recherche  de  fasse  de  rotation  et  de  la  vitesse  angulaire  à  chaque  instant. 

358.  Quoique  le  mouvement  du  corps  soit  déterminé  par  ee  qui  précède, 
d'une  manière  complète ,  cependant  comme  les  trois  mouvemens  de  rota- 
tion, continus  ou  alternatifs,  que  nous  avons  considéra,  peuvent,  pour 
chaque  instant,  se  réduire  à  un  «eu!  mouvement  de  rotation  autour  d'un 
âse  variable,  il  sera  utile  de  déterminer  hr  position  de  oet  aie  e^la  vitesse 
jtogufoire  k  l'âastmyt  donné. 
Fîg.  7,  Supposent  qs'auboètdu  temps  t  Taxe  de  rotatâen  raacoatfe  la  spfeère  au 
point  IT  et  que  la  vitesse  angulaire  autour  de  oeta&e^eas  le  sens  BC,  soit  w. 
fMsëns  ftngle  LDI  es  A,  et  la  distance  01  as?,  on  troimr*  comme  au 

de  .     .    . 

-£  = —  wsmAsinf, 


dtmmmm  rr  °*"  r  *  oosl 


^T^VP&lUP.^j, 


Q=:w  (  coa*  — •  sin  *  tatigti  cos  A  ). 

Suba&ituwt  ces  valeurs  dans  les  équations  différentielles  du  n°  338  ,  en  aura 
lçs  équations  suivante*  pour  déterminer  les  trois  quantités  w,  A,  ^relatives 
à  l'axe  instantané,  de  rotation  :  ,  _   ,  »      " 

'     tqpr Arrf     ***  ******  ^         .* 
«f    .    ço*(a*  +*«)  —  m m  eitt  9' 

(cos2«  — m)cos*y  tangl 

K    f"      É   /m  —  cos2*\        -    T 

«:-snL1+C-^=-)€0,p>J 

359.  Par  la  théorie  précédente  on  connaît,  pour  \m  temps  donné,  les 
quantités  ai  et  8;  on  connaîtra  donc,  par  la  première  équation,  la  valeur 
de  A;  par  la  seconde,  celle  de  r,  et  par  la  troisième ,  celle  de  la  vitesse  angu- 
laire w.  Ainsi  l'axe  de  rotation  et  la  vitesse  angulaire  sont  déterminés  à 
chaque  instant. 

La  troisième  équation  offre  ce  théorème  remarquable,  que  la  vitesse  an- 
gulaire est  toujours  réciproquement  proportionnelle  au  cosinus  de  la  distance 
de  fb&è  <fcJ  KHS**b/i  a  hfr  dfreftric&Fll  sfefeuit  que  ee  éosîtoa»  n*est  jema* 
1  T;  •  ' 


SECTION  h  4o3 

«éro^  et  qu'ainsi  l'a*e  de  rotatioa qui,  an  commencement  d*  menwnàttfry 
fait  un  angle  aigu  avec  la  directrice ,  fera  perpétuellement  un  angle  aigu  avec 
elle,  et  ne  s'en  écartera  plus  ou  moins  que  par  un  mouvement  de  nutation 
qu'il  est  facile  de  déterminer. 

Cette  propriété,  au  reste,  confirme  ce  que  noifs  avons  déjà  dit,  n9  3n , 
sur  l'invariabilité  de  la  directrice  ^  quel  que  sait  celui  de&  trois  axes  princi- 
paux dont  on  se  sert  pour  déterminer  le  mouvement  du  corps. 

Nous  observerons- enfin  que  les  valeuE*dfe  hy  f ,  w-sani  indépendantes  de 
<p,  et  peuvent  par  conséquent  se  déterminer  par  les  seules  fonctions  ellip- 
tiques de  la  première  espèce. 

36o.  Si  du  point  I  on  mène* Pâte  1Q perpendiculaire  au  méridien  mobile. 
DX,  la  position  du  point  I  pouera  être  déterminée  assez  simplement  par 
les  coordonnées  DQ  =  #f  Qlsssj-j  or  on  a 

tangx=tangr  cosA,iin^=sinr  sinA,coajr= — -,  tangjr=sin a:tang>; 

ainsi  la»  valeurs  de  x  et  àejr  seront  damée»  immédiatement  par  fe»éqna~ 

°  J        °    9        J        i»—  m+C^  —  casa*)  casf>  ' 

a^  sm9     co»  (  2#  -f-  2«)  —  m 

Comme  les  valeurs  de  »  et  de  0  reviennent  toujours  les  mêmes  après  deum 
nutations  de  l'axe  AL,  il  s'ensuit  que  dans  cet  intervalle  de  temps,. le  point 
I,  extrémité  de  l'axe  de  rotation,,  décrit  %  relativement  au  méridien  mobile 
DE,  une  ovale,  ou  en  général  une  courbe  rentrante,  et  revient  au  point- 
d'où  il  est  parti  Nous  examinerons  plus  particulièrement  la  figure 4*  attte 
ovale  dan»  le»  différent  caa  généraux,  qui  ont  été  traité»  jusqrâai 

36i.  Lorsque  le  mouvement  de  l'axe  AL  est  tel  qpe  les  videur»  d*# se** 
alternativement  positive»  et  négative»,  la  nutation  de  cet  aie  a'étendtaL  dte- 
puis  ô  =  £  jusqu'à  0  =  —  £ ,  alors  on  voit  par  l'équation  tangx  =jf  tang0v 
où  f  est  un  coefficient  constant,  que  la  valeur  de  x  sera  aussi  alternative-' 
ment  positive  et  négative?  de  s6rte  que  le»  limites  da  x  seront  +  d  et—d. 
Dans  le  même  cas ,  on  verra  que  les  limites  de  jr  sont  +  V  et  —  V  ;  d'où 
il  suif  queîe  point  f,  considéré,  relativement  au  méridien  mobile  DL,  dé- 
crira une  espace  d* ellipse  dont  D  est  le  centre,  et  qui  aura  deux  diamètres, 
l'un  oa'  r  dirige  animant  le  méridien.»  L'autre  a£',  perpendiculaire  au  mér 
rîdieo. 

36a.  ConsiiénoM  ^  paa  eranpk,  lfc  premier  des  deux  cas  qui.  peuvent; 

5i.. 
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avoir  Ben  lorsque  AL  est  Taxe  moyen  >  alors  on  a  (art.  319)  a  =  o ,  >=£, 

sin'ft  =    *""     sin1  £,  ce  qui  donne 

(£  —  TO)co8«C        (A— B)  «w»C 

^— „_»»_(  i  —  ^oo^C"-  A+C—  (A  —  B)oo^r 

Soit  a7  la  valeur  de  x  qui  répond  à  9  =  £ ,  on  aura 

1       r*       p  (A- — B)  sinC  008 C 

ian6fl^=S/tan6g=CA  +  C-U-B)co.^ 

Soit  ft'  la  valeur  dejr  qui  répond  a  fl  =  o ,  on  aura 

tonrV—    Z8"»     ==/taB^.C_taiigflftMigCr 
°  C08  2j«  — "*  tangi*  tangi* 

donc  ,    8  >  =  .  n$    ;  or  on  a  u  <  6  ;  donc  a7  <  4'. 
tanga  tangi*'  ^.  >  ^ 

Fi*  s.  Dans  ce  premier  cas,  l'axe  de  rotation  AI,  considéré  toujours  par  rap- 
port au  méridien  DL,  comme  si  celui-ci  était  fixe,  décrit,  dans  le  sens  I*  1* 
ouBC,  un  quart  de  son  orbite,  pendant  le  temps  r  d'une  demi-oscillation, 
ou  pendant  que  l'axe  AL  passe  de  L*  à  L1  ou  B.  Il  continue  son  mouve- 
ment dans  te  même  sens  pendant  les  trois  demi-oscillations  suivantes  ;  de 
sorte  qu'après  le  temps  4?  >  qui  est  celui  de  deux,  oscillations  ou  de  deux 
nutatiops ,  l'axe  a  parcouru  son  orbite  entière,  et  se  retrouve  au  point  I*, 
d'où  il  était  parti. 

Pendant  ce  mouvement ,  la  vitesse  angulaire ,  qui  est  toujours  comme 

,  ne  varie  qu'entre  les  limites  W  et tt-j  la  première  a  lieu  aux  points 

du  méridien  1°,  I*  ;  la  seconde  aux  points  I*,  ls,  qui  en  sont  les  plus  éloi- 
gnés; d'ailleurs  puisqu'on  a  a9  <  V ,  on  voit  que  la  vitesse  hors  du  méri- 
dien est  toujours  plus  grande  que  la  vitesse  dans  le  méridien. 
-  365.  Dans  le  second  cas  du  mouvement  de  l'axe  moyen  (art.  323),  on  a 
a  ==  90%  y  =  £ ,  sin*  p  =         m  sin1  6,  ce  qui  donne 

.  sin*         sina#      __ fins     C*-—  B*     Ung^  fin 4* 

U%"        fiai  9m  +  co$z*  sin9  •(?  — A1#  1—  c*$\n*V 

Dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent,  on  suppose  C>  A  >  B;  ainsi/est 
négative ,  et  par  conséquent  la  première  valeur  de  x ,  lorsque  t  s  o ,  est 
aussi  négative  :  faisant  alors  x  =  —  a',  on  a  taug  a'  =5  — /'tang  6  =. .  . . 
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a+b^/c— Aï — »"5'  ^U  e^et>  nous  sav^ons  déjà,  par  l'état  initial  du  mou- 
vement, que  le  point  D  doit  se  trouver  entre  1°  et  L°.  Ayant  fait  d'ailleurs  Fig.  9. 
Lô  1°  =  € ,  DL*  =  i  7T  —  £ ,  et  ayant  trouvé  cot  €  =  ^-tV  tang  6 ,  on  a  DI# 

ou  af  =  €  —  (\ir  —  €) ,  et  par  conséquent  tang  a'  =y^~^  cequi, 

en  substituant  la  valeur  de  tang  s  en  cot  £,  revient  à  la  valeur  précédente. 
Les  valeurs  x=  —  a',  /  =  o  répondent  à  t  =  o  ou  4/  =  o.  Soit  main- 
tenant t  =  r  ou  4  =  9<>*  »  on  aura  ô  =  o  et  x'=  o  ;  ensuite  si  l'on  fait 
J'^slV  ,  on  aura 

♦o«oÀ'  —       *&—**    tang^_.      .  tt  — B»     tang  a,  cos*  a,  _       /tang'C 
tango—— ./.——.  -_i_—  y.——  ,       c^c  — _—  -^-, 

ce  qui  donne  encore  - — s-^ss  - — «— ;  etcomineona£>u,  il  s'ensuit  £'>  a': 
*  tanga         tang/*7  r  7  "^ 

de  sorte  que  l'ovale  décrite  par  le  point  I  autour  du  centre  D,  a,  comme 

dans  le  premier  cas ,  son  grand  diamètre  perpendiculaire  au  méridien. 

Il  résulte  de  ces  formules,  que  l'axe  de  rotation  passe  de  I*  en  I',  c'est-à- 
dire  décrit  le  quart  de  son  orbite  dans  le  temps  r  d'une  demi-oscillation  : 
il  continue  ainsi  dans  les  trois  demi-oscillations  suivantes ,  et  son  orbite  en* 
tière  est  parcourue  dans  le  temps  4T  »  qui  est  celui  de  deux  oscillations  ou 
de  deux  nutations.  Ce  mouvement  qui  a  toujours  lieu  dans  le  même  sens , 
c'est-à-dire  dans  le  sens  CB,  se  renouvelle  de  la  même  manière  dans  les 
périodes  suivantes ,  et  ainsi  k  l'infini. 

On  fera  d'ailleurs  la  même  remarque  que  dans  l'article  précédent ,  sur  la 
variation  de  la  vitesse  angulaire.  Elle  est  la  plus  petite  s=  W  sur  le  méri- 
dien en  1°  et  V ,  et  la  plus  grande  en  I1  et  F ,  lorsque  le  point  1  est  le  plus 

éloigné  du  méridien ,  où  sa  valeur  est  W  — 77. 

Tels  sont  les  mouvemens  que  l'axe  de  rotation  Al  exécute  par  rapport  au 
méridien  où  se  trouve  l'axe  moyen  AL,  dans  les  deux  cas  qui  peuvent  avoir 
lieu,  selon  que  l'axe  AM  ou  l'axe  AN  est  au  commencement  du  mou- 
vement dans  le  même  méridien  que  l'axe  AL  avec  l'axe  de  rotation  pri- 
mitif Al°. 

364-  Si  m  est  positif  et  plus  grand  que  l'unité,  ce  qui  a  lieu ,  comme 
nous  l'avons  vu ,  dans  l'hypothèse  C  >  B  >  A  ,  où  AL  est  l'axe  du  plus 
grand  moment ,  et  AM  l'axe  moyen ,  il  faut  distinguer ,  comme  ci-dessut, 
deux  cas  qui  donnent  lieu  à  des  mouvemens  très  différens» 

Premier  cas.  Si  la  position  initiale  de  l'axe  de  rotation  est  telle  que  le 
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cprp»  ne  puisse  faire  quç  des  QsciUatioos  autour  de  l'axe  AL,  alors  t>i*t*ou- 
vera  des  résultats  analogues  aux  précédens,  mais  avec  des  différence»  qui 
méritent  d'être  remarquées. 

11  faudra,  dan»  ce  ca»,  foire  *  a»  *  w%y  =*<►,  nefi ftsx  -~— «in'G, c* 
qui  donnera 

^ng a?  =/tan$  0  ,  /=?>—  A+B+(c~l)cW< » 


«in  a?         sia  a»  ^  oo** 


Mais  par  les  formules  du  n°  345  ,  on  a 

*»  +  C082»  (/p+i)cosC  rr\.  ^r/7 

dpnQ 


Au  commencement  do  mouvement  ©à  teo  et  4  =»o,  oa  a»»/  »  a;  et 
si  Pon  feitJC=s  —  a1,  en  aura 

tanga  =  -/tangC  =  ^B+(C^A)  a»»6' 

e»  qui  s'feccorde  avec  la  râleur  donnée  immédiatement  par  Pétai  initial  cht 

mouvement  a'  =  6—  (ïTT-^C,),  où  Ton  a  cot£^g-£ç  tang  €. 

Pour  avoir  la  position  de  Taxe  de  rot*tiouaubout,dii  temps  r,  qui  est  ce- 
lai d'une  de  tni~  oscilla  tioa  ;  ou  fera  4*=;  £  *%  &=*<*>  <*  qai  donnera  x  »  o; 

^^w^  /***         c*s*_       /fan^C  . 

ran8  (ii^+OcosC'cosC—         tangp    > 

d'oi*  résulte  encore  t°f-">  =  ^^  j  mais  comme  dans  ce  cas  €  <  /*,  il  s'en- 
suit qu'on  **'<</. 

Qa  voit  par  là  que  pendant  la  temps;  r  d'une  dtaii-eêcillatjon  >  l'axe  da 
FSg.  10.  Mtajtian  décrit  un  quart  de  son  orbite  e»  passant  de  I^en  T  j  U  conteaa 
ce  mouvement  dans  le  même  sens  pendant  les  trois  autres  demi-osqiM*tic**&;. 
dq  sorte  que  dans  le  temps  4T  ,  qui  est  celui  de  deux  oscillations  ou.  de 
deux  nutations,  l'axa  d&  rotation  parcourt  aaa  odnte  entière,  du  les  chape»; 
qont  rétablies  dans  1&*  o»éma  état  qu'au  ooromeocemanA  du  xnotwemfii*. 

L'ovale  décrite,  p«  fttxe  de  rotation,  *  pour  cestfre  k  point  D,  eaiana 
otl»,4>  1k*  dans  baiowvemaua  rapportât  i  l'aie  moyeft  ^  mai*  iVy  ^  cette 
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dHfôrenee  dans  le  ca*  présent ,  qae  lVftalë  est  aîengée  dans  le  sWb  du  rù&- 
mtie*  ,  puiaqu'oû  à  tttAifé  ^  < V ,  tandis  que  dftin  fes  detti  tm  tjtti  sWit 
Ml*ti&  àraaeimoyettj  oaa^>^. 

Dm  ce  dm  donc  to  plus  grande  vitesse  W  àtrt*  lieu  ènhi  le  teéridfeh , 
lorsque  fase  4e  rotation  répondra  aux  points  1°  et  1%  et  1*  ph*  fiAite 

h    aura  lieu  aux  points  l1  et  ï*,  les  plus  éloignas  du  méridien. 

365.  Second  au.  Si  l'état  initial  du  oorps  est  tel  qu'il  doite  tounrar  tans 
cesse  «uteur  de  l'axe  AL,  cet  axa  ne  peut  plus  s'éloigner  de  90°  delà  ibreo- 
trice  AD,  et  sa  nulûftion  est  limitée  depuis  9z=€  juBqa'à  6«€',  voira* 
entre  lesquelles  on  a  cette  relation  : 

cos1  b7  =t=  — = —  cos'  b  =  bî r;  cosm  b  ; 

I»—  I  D*  —  A"  7 

de  sorte  que,  pour  que  ce  second  cas  ait  lieu,  il  faut  qu'on  ait.  ••••• 

ou  c*=  1  —  Si.n>g,  les  équations  qui  servent  a  déterminer  a>  et  0  par  le 

moyen  de  la  variable  4?  sont 

tang  »  =  —  h  tang  ^,       A  =  ^  —  y/(£^). 

sin8=rsinf  V/(f  — ^siki^). 

Pour  a*oif  maintenant  les  coordonnées  x  tbf  qtrï  détertnineht  la  pttsitioh 
de  l'axe  de  rotation  à  an  instant  quelconque ,  on  fêta,  comme  date  Fart. 34$, 
az=:±7r,  >=^j  et  les  formules  du  n°36o,  combinées  avec  les  précédentes, 
donneront 

Comme  0  est  toujours  positive,  on  v*it  que  x  est  toujours  négative,  et 
qu'ainsi  l'ovale  décrite  pat  Vzxê  de  rotation  est  tout  entière  d'un  même 
côté  du  pôle  Dj  en  quoi  ce  cas  diffère  de  tous  les  précédent  •&  Ifc  priât 
D  était  le  centre  de  l'ovale  décrite  par  l'axe  de  rotation. 

Les  limites  de  0,  savoir,  6  =  £  et  ô  =  £',  ont  lieu,  la  pHe&ièrê  Jataqtaé 
t=zo  et  4/  =  o,  la  seconde  lorsque  r=r  et  ^zzz^tt.  Soient  dans  ces 
deux  mêmes  points,  x  = —  a'  et  artai  — a",  les  limites  de  x 5  on  aura 

tltog  *»<*-/ tâtogS     et    tffllg^s-^/fttigC*; 
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on  a  €>€',  on  aura  donc  aussi  a'  >  cl1.  Dans  ces  deux  points, ^=o;  d'ail- 
leurs en  faisant  4<ïTi  on  voit  que  tang yt est  positive.  Donc,  pendant 
le  temps  r  que  l'axe  AL  emploie  à  parcourir  son  arc  de  nutalion  de  L° 
Fig.  1 1.  en  L1,  Taxe  de  rotation  parcourt  la  moitié  de  son  ovale  Tut1  dans  le  sens  CB. 

Lorsque  Taxe  AL  reviendra  de  L1  à  L°,  l'axe  de  rotation  parcourra  l'autre 
moitié  de  son  ovale,  et  reviendra  au  point  1°  en  même  temps  que  l'àxe  AL 
au  point  L°,  et  ainsi  à  l'infini. 

Ainsi,  pendant  que  l'axe  de  rotation  fait  une  révolution  entière  dans  son 
orbite,  l'axe  du  plus  grand  moment  AL  parcourt  deux  arcs  de  natation  qui 
le  ramènent  au  point  d'où  il  était  parti,  et  le  corps  fait  une  demi-révolu- 
tion autour  de  l'axe  AL. 

La  vitesse  angulaire  la  plus  grande  sera  W  au  point  1°,  et  la  plus  petite 

Wcosa'  .   .  It 

sera y-  au  point  r. 

cosa  r 

366.  Si  l'on  suppose  €  infiniment  petit,  comme  dans  l'art.  353,  les  points 
1°  et  l1 ,  qui  sont  les  extrémités  du  diamètre  de  l'ovale  dans  le  sens  du  méri- 
dien, seront  déterminés  par  les  valeurs 


*-'  /<?=*> 


Si  Ton  suppose  C  —  B  beaucoup  plus  petit  que  C— A,  en  sorte  qu'on  ait 
C*— B'ssJ^C1— A1),  /  «tant  très  petit,  on  aura 

et     '  — '  =  ^.**»|i.c=f; 

donc  o!—<f  est  encore  beaucoup  plus  petit  que  l'arc  de  nutation  £-—£', 
puisqu'on  a 

*/—  a"  est  l'axe  de  l'ovale  dirigée  dans  le  sens  du  méridien.  Pour  avoir 
l'autre  axe  perpendiculaire  au  méridien,  il  faut  chercher  la  valeur  de  j 
lorsque  4=r45°,  et  on  aura 

-        -  _  c— B   . 

Cette  Yaleur.de/*  est  égale  à  </-—  d".  Donc,  dans  l'ovale  décrite  par  Taxe 


SECTION  I.  409 

de  rotation ,  l'axe  perpendiculaire  au  méridien  est  double  de  Taxe  dirigé 
dans  le  sens  du  méridien. 

La  vitesse  angulaire  est  la  plus  grande  au  point  1°,  où  elle  est  égale  à  la 

vitesse,  initiale  W;  elle  est  la  plus  petite  au  point  I1,  où  elle  est  W  — ^ 
—  W  [1  —  f  (<*'•  —  a"*)] ,  c'est-à-dire 

Mais  la  différence  de  ces  deux  vitesses  est  un  infiniment  petit  qu'on  peut 
regarder  comme  fort  au-dessous  du  second  ordre. 

'   Remarque  sur  le  mouvement  de  Vaxe  de  la  Terre. 

367.  Comme  il  est  infiniment  probable  que  l'axe  de  rotation  primitif  de 
la  Terre  n'a  pas  coïncidé  exactement  avec  un  axe  principal,* ou  du  moins 
que  Ces  deux  axes  se  sont  séparés  par  quelque  variation  arrivée  à  la  sur- 
face ou  dans  l'intérieur  du  globe,  il  est  à  présumer  que  les  inégalités  qu'on 
vient  de  calculer  ont  lieu  effectivement  dans  le  mouvement  de  rotation  de 
la  Terre.  Mais  comme  elles  sont  extrêmement  peu  sensibles,  et  que  la  quan- 
tité c,  beaucoup  plus  grande  que  a',  ne  peut  monter  tout  au  plus  qu'à 
quelques  secondes,  ce  n'est  que  par  une  longue  suite  d'observations  très 
délicates  qu'on  pourra  s'assurer  de  leur  existence. 

Soit  D  le  point  fixe  du  ciel,  très  voisin  du  pôle  mobile  autour  duquel  Fig.  13. 
la  Terre  paraît  tourner  à  peu  près  dans  un  jour ,  la  distance  de  ces  deux 
points  étant  tellement  petite  qu'elle  ne  pourra  jamais  devenir  sensible  par 
l'observation.  Soit  L  l'extrémité  de  l'axe  principal  de  la  Terre,  voisin  du 

A-4-  C  •  » 

pôle,  de  manière  que  la  distance  DL,  ou  u-  ,  c€  n'est  peut-être  pas  insen- 
sible; on  peut  au  moins  la  regarder  comme  constante,  et  négliger  la  mita* 
tion  C  —  €'.  Soit  P  le  zénith  d'un  lieu  de  la  Terre  qui  ne  soit  pas  fort 
près  de  L;  soit  la  constante  LP  =  /j,  et  l'angle  variable  DLP  =  fl  —  *, 

A  +  C 
on  aura  DP=^  —  g-  ,  c*  cos  (fl,  -—  a>).  D'où  il  suit  que  la  distance  du 

zénith  au  pôle  variera  pour  un  lieu  quelconque,  depuis  P~jT'3rc  €  jU8<^u,® 

À4-C 
/?-t"ïTT7c€*  Donc  si,  par  des  observations  exactes  de  la  hauteur  du  pôle, 

dégagées  de  la  réfraction ,  de  l'aberration  et  tfes  nutations  dues  aux  causes 
externes,  on  trouve  que  cette  hauteur  n'est  pas  constante,  ce  sera  une  preuve 
T.  1.  5a 
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qu'il  y  a  un  mouvement  naturel  dans  l'axe  terrestre;  mouvement  dont  1* 
cause  est  dans  la  Terre  même,  et  qui  doit  être  diaiioguée  de  la  nutabou 
causée  par  l'action  de  la  Lune  et  des  planètes.  C'est  peut-être  par  ce  mouve- 
ment qu'on  pourrait  expliquer  la  petite  différence  que  des  observateurs 
exacts  ont  trouvée  entre  l'obliquité  de  l'écliptique,  déduite  des  solstices 
d'hiver,  et  l'obliquité  déduite  des  solstices  d'été. 

On  peut  remarquer  que  depuis  la  plus  grande  jusqu'à  la  plus  petite  hau- 
teur du  pôle  pour  un  lieu  quelconque,  la  Terre  fait  une  demi-révolution 
autour  de  son  axe  principal*  Le  nombre  de  jours  écoulés  dans  cet  intervalle 

est  donc,  d'après  nos  formules,  {•  l/f  b— À  '  C^a) >  ou  * #  C— À  *  **  ''°? 
admet,  ce  qui  est  fort  vraisemblable,  que  C  diffère  beaucoup  moins  de  B  que 
de  A.  D'un  autre  côté,  il  paraît,  par  le  phénomène  de  la  précession  des 

écpiinoxes,  que  la  valeur  de  7  est  comprise  entre  5—  et  F~  5  donc  le  temps 

dont  il  s'agit  est  d'environ  i5o  on  160  jours.  Ces  résultats  auraient  encore 
lieu,  quand  même  on  aurait  exactement  B=C,  ce  qui  est  le  cas  de  Fart.  3i3. 

Remarque  générale. 

368.  Quelles  que  soient  la  figure  et  la  constitution  intérieure  d'un  corps 
solide  qui  peut  librement  tourner  dans  tous  les  sens  autour  d'un  point  fi», 
et  qui  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force  acoélératrice,  le  mouvement  de 
ce  corps  peut  toujours  être  assimilé  à  celui  d'un  ellipsoïde  homogène  de 
même  masse,  dont  les  demi-axes  principaux  a'>  V%  0',  dirigés  dans  le  même 
sens  que  les  axes  principaux  du  corps  proposé ,  ont  les  mêmes  momena  d'iner- 
tie, et  qui  aurait  reçu  la  même  vitesse  initiale,  dans  le  même  sens  et  autour 
du  même  axe  de  rotation. 

En  effet,  les  seuls  élémens  qui,  dans  la  théorie  précédente,  dépendent 
de  la  figure  du  corps  et  de  la  loi  que  suit  la  densité  de  ses  différentes  molé- 
cules, sont  les  quantités  A,  B,  C,  par  lesquelles  se  forment  les  momens 
d'inertie  du  corps  relativement  aux  trois  axes  principaux.  Donc  si  ces  quan- 
tités sont  égales  dans  deux  corps,  et  si  l'impulsion  primitive  est  la  même, 
ces  deux  corps  auront  nécessairement  la  même  position  et  les  mêmes  vi- 
tesses au  bout  d'un  temps  quelconque. 
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SECTION  IL 

Du  mouvement  tfum  corps  attiré  ver*  deux  centres  Jîxes. 

36g.  JJI  ous  supposerons  d'abord  que  la  vitesse  initiale  du  corps  est  dirigée 
toute  entière  dans  un  plan  qui  passe  par  les  deux  centres  fixes,  et  qu'ainsi 
le  corps  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  ce  plan.  Cela  posé,  nous  suivrons 
l'analyse  qu'Euler  a  donnée  le  premier  de  ce  problème,  dans  les  Mémoires 
de  l'Académie  de  Berlin,  ann.  1760»  Nous  donnerons  ensuite  les  dévelop- 
pèmens  que  fournit  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  pour  en  compléter 
la  solution. 

Analyse  du  problème. 

370.  Soient  F  et  G  les  centres  ver*  lesquels  sont  dirigées  les  deux  forces  Fi*  «s. 
attractives;  soient  A  et  B  les  intensités  de  cet  forces,  mesurées  à  l'u- 
nité de  distance;  M  le  lieu  du  corps  au  bout  du  temps  t.  Ayant  abaissé  BfflP 
perpendiculaire  sur  l'axe  EFG,  bous  ferons 

FG=n,  GP=*,  PM=rrf  Kfl=r,  GM=r*, 

l'angle  EFM  es  9,     l'angle  EGM  s  *>, 
ce  qui  donnera 

jr*~a=arcos^,  jtssrémf  a*shi#,  j?ss*cos*. 

Au  point  M  le  corps  est  sollicité  par  la  force  —  dirigée  suivant  MF,  et 
par  la  force  -  dirigée  suivant  MG;  donc,  en  supposant  A  constant,  les 

équations  différentielles  du  «owemfnt  seront 

ddx  A  («—a)     '  B»  * 

77  = ? 7' 

àdy^       Ly       By 

Multipliant  la  première  par  dx,  k  seconde  par  dy\  ijooftant  les  prodwt», 

52.  • 
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et  intégrant,  on  aura 

équation  qui,  après  avoir  déterminé  la  constante  C  ,  donnera  la  vitesse  du 
corps  en  chaque  point  de  son  orbite.  Il  en  résulte  que  si  le  corps  passe  deux 
fois  par  le  même  point,  il  aura  la  même  vitesse  en  ce  point,  mais  avec 
une  direction  qui  pourra  être  différente  ou  même  opposée.  On  voit  aussi 
que  la  vitesse  sera  la  même  dans  deux  points  de  l'orbite  qui  seraient  sem- 
blablement  situés  au-dessus  et  au-dessous  de  Taxe  FG. 

371.  Pour  obtenir  une  seconde  intégrale,  considérons  les  aires  élémen- 
taires 

dct=.  (x  —  a)  djr  —ydx  =  r*d$ , 

d€=xdy  —ydx  =  s*d&9 

.dont  les  différentielles  sont 

flUa=(jc  —  a)  ddjr — jrddx> 
ddS  =  xddy  —jrddx. 

Si  dans  ces  expressions  on  met  pour  ddx  et  ddjr  leurs  valeurs  données  par 
les  équations  du  mouvement,  on  aura 

dcU Bé£     datC kay 

"3SF*—  ^  »  de  ~      ~?~9 
donc 

dmddC+dCdd*       àBvdC       akydm, 
d? =-p £— 

Mais  on  a  jrd£  as  s*cb>  sin  m  eljrda  =  r*d<p  sin  (p  j  donc 

—^ =s  docù  sm  cù  —  Adp  sin  0. 

Cette  équation  $st  intégrable  immédiatement»,  et  son  intégrale  est 

^r^Acos?  —  Bcos*-f-C, 
ou,  en  substituant  les  valeurs  de  dtt  et  d£, 

(*)  î-^^^Acos^  — Bcos»+C\ 

Au  moyen  de  ces  deux  intégrales,  le  problème  peut  être  réduit  aux  qua- 
dratures. 

372.  En  effet,  soient  p  et  q  deux  nouvelles  variables,  telles  qu'on'  ait 

tanguas/??,  tangos 2,  ce  qui  donnera 


SECTION  n.  Ai3 

dans  le  triangle  FMG  on  aura  t 


'  —  sin  (*-#)—.(! -#)£!+?')        i-/^       i+ï" 
Par  ces  valeurs  on  trouve 

mais  par  les  équations  (i)  et  (a)  on  a 


r        •        a 


Donc  si  l'on  exprime  toutes  ces  quantités  en  fonctions  de  p  et  ç,  on  aura, 
entre  ces  deux  dernières  variables,  l'équation 

(i+^W+(i-j*W~jl  (i-^Xi+g*)  ,  B  0-P*)(*+g»)  .y,' 

/>*  +  **        ■-  *+/>V  ; 

qui  se  réduit  à 

^[(iA-iB)(i~^)  +  (V  +  iÇ'(iH-y)-] 

Soit  donc 

P=(iA  +  iB)(!-^)-f-Çp'--ie(i -/>•)•, 

Q=(iA-iB)(i-^)H-C9*-|-iC(i4-^)', 

et  on  aura  l'équation  différentielle  séparée 

laquelle  suffit  pour  déterminer  la  courbe  décrite.  Quant  au  signe  ambigu  du 
premier  membre,  on  verra  bientôt  comment  il  se  détermine  d'après  l'état 
initial  du  mouvement. 

373.  U  reste  à  trouver  la  valeur  de  dt.  Pour  cela  soit  M  =  —  -+■  —  -f-C 

et  N=ïAcosf  —  £Bcosa 4-7C,  afin  qu'on  ait,  comme  dans  l'article 
précédent, 
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(»+j?W  +  (  «  -^  w^s- 

.    Cette  équation ,  d'où  Pon  a  déduit  i)dp*s=  P<fy%  donne 

P  =  Mp«  — N  (»—/»•)*, 

Q=Mf  +  N<i-+r)% 
f>«Q— ?«P  ^It^M-T^i  +^V). 

Soit  dp*  =  VdR.%  on  aura  ^*«QrfR%  et  par  conséquent 

p^*  —  fdp*  =  (^Q—  </%P)dR?=:NdR*(p'  +  f)  (i  4-^V)- 
Or  on  a  par  l'équation  (2), 

donc 

et  par  conséquent, 

Mais  <ftt  =  rib  ^f»^  pTjj  dono  <on  a  enfin 

m\  *    — -+-    y       *  -»  -    g*      -à. 

Cette  formule,  *msi  que  la  formule  (3^,  est  écrite  dans  la-  Supposition  que 

$  est  positif,  au  moins  clans  les  premiers  instàns  du  mouvement;  car  il 

font  que  ses  tient  termes  «eient  ttus  deux  positif» ,  pttbqtrtls  résultent  du 
produit  de  tfR#  q«'onjdoit  regarder  comme  positif  par  la  somme  des  deux 

On  voit  par  ce  résultat  que  la  vabur  de  *,  qui  correspond  à  des  valent» 
données  de  p  etq>  dépend  en  général  des  fonctions  elliptiques  de  la  troi- 
sième espèce,  lesquelles  peuvent,  dans  beaucoup  de  cas,  être  réduites  aux 
fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce.  D'ailleurs  Féquatioji  (3), 
qui  ne  dépend  que  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  espèce ,  donne 
fcTtelafion  entre  p  &  <J,  nécessaire  pour  déterminer  la  courbe  décrite. 
Fif.  is.  374*  U  &ut  maintenant  déterminer  lép  «ouatante*  G  tt  C.  Ponr  cela 
nous  supposerons  que  le  mouvement  commence  en  un  point  A  dm  l'as*, 


SECTION  IL  4,5 

ga! 


FA 
«tué  *ur  le  prolongement  de  F6  du  côte  de  F,  et  faisant  ^ss^onaufi 


FA  es  ~£-ï,  OA  =  —^  Cela  posé,  soit  V  la  vitesse  initiale  suivant  la 

1  —  wt  '  1  — —  m 

tangente  AH,  et  soit  l'angle  EAH  =|aj  il  faudra  qu'on  ait  à  la  fois  *  =  o# 

de  plus,  en  vertu  des  valeurs  de  r  et  de  s,  on  aura  en  même  temps  p*z=zm° 
et  9  =  0.  Substituant  donc  toutes  ces  valeurs  dans  les  équations  (1)  et  (a), 
on  en  déduira 

C  =  *«V-(A  +  B)(i-m*), 

et  on  remarquera  que  la  supposition  faite  sur  la  situation  du  premier  point  A 

satisfait  à  la  condition  que  4-  soit  positif. 

375.  Pour  déterminer  le  signe  ambigu  des  équations  (3)  et  (4),  j'observe 

qu'on  a  en  général  (art.  372)  r  +  s  s=s  —  _  \  ,  d'où  il  suit  que  l'équation 

p*  =  m°  appartient  à  l'ellipse  dont  A  est  le  sommet,  F  et  G  les  deux  foyers* 
Or,  dans  le  temps  dty  le  corps  décrit,  suivant  la  tangente  AH,  l'espace 
Aar  =  V<&,  faisant  avec  l'axe  un  angle  EAH  3»  /ti,  et  on  voit  qte  le.  point 
x  sera  situé  dans  l'ellipse  ou  hors  de  l'ellipse,  selon  que  cosjU  sera  négatif 

ou  positif;  donc  en  général  -~  aura  le  même  signe  que  cos/t-  c'est-à-dire 
que  dans  les  équations  (3)  et  (4)  on  devra  prendre  ^avecl*gi#cte»-f-siooip 

est  positif,  et  avec  lé  signe—  si  cosf*  est  négatif. 

Pour  savoir  quel  est  le  signe  qui  doit  avoir  lieu,  lorsqu'on  a  coa^tcso 
ou  /a  =  £7T,  il  faut  observer  qu'alors  P  aura  pour  facteur  />•— •!?*•,* de  sorte 

qu'en  faisant,  pour  abréger,  Bas  f¥^a0<i>  on  aura 

*=(,>--,»*)[^-(D  +  B)/]. 

Soit,  dans  un  temps  très  petit  ô,  /J"t=m*(i  -f-Ç),  Ç  étant  'nue  quantité 
teès  pttite  de  l'ordraé,  on  aura  Pas Ç[D(i  —  m**)— A  —  &»••].  Ainsi,  en 

général,  £  sera  du  même  signe  que  D(i— #woâ)— A  — Bm**;  or,  Jest 

aussi  du  même  pgpe  qpe /?*  — «►•qpc«i0Jj  donc  lorsqu'on  a  /*  =  £*,  ou 
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t 

devra,  dans  les  équations  (3)  et  (4)>  prendre  -^  avec  le  signe  +,  si 
D>  \_mo.  omi  Vâ>  -^jï-,  et  avec  le  signe—,  si  V»<    ^        :  on 

t  ni  -  m?  ' 

suppose  ici  /°  s=  !  a .    _    0  =  AC ,  C  étant  le  milieu  de  FG. 

Si  l'on  a  exactement  V*= —      ™   ,  on  voit  que  la  quantité  ^  —  m° 

devra  être  zéro,  au  moins  pendant  quelques  instans;  mais  il  est  facile  de 
s'assurer  qu'elle  sera  toujours  zéro ,  et  qu'ainsi  la  courbe  décrite  par  le  corps 
sera  l'ellipse  p*  =  m°  :  c'est  un  cas  que  nous  examinerons  ci-après  avec  le 
détail  nécessaire. 

376.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  sera  bon  de  faire  voir  quelles  sont  les 
limites  de  la  vitesse  initiale ,  pour  que  l'orbite  s'étende  ou  ne  s'étende  pas 
à  l'infini.  Lorsque  r  et  s  sont  infinis,  le  second  membre  de  l'équation  (1) 

C 
se  réduit  à  -;  ainsi  pour  que  ce  cas  ait  lieu ,  il  faut  que  G  soit  positif.  Or, 

quel  que  soit  le  point  A  où  commence  Iç  mouvement,  soit  qu'on  le  prenne  sur 
l'axe  EFG  ou  hors  de  cet  axe,  si  l'on  appelle  V  la  vitesse  initiale,  h  et  A'  les 
distances  AF,  AG  du  point  A  aux  deux  centres  F  et  G,  on  aura... 

C*  À        R 

<-=£V* —  T"""*!**  donc  en  général  Ie  corps  s'éloignera  à  l'infini  si  l'on  a 

V*>-5r-J-Tr;  au  contraire,  l'orbite  sera  renfermée  dans  un  espace  fini, 

1 2À       aB 
si  l'on  a  V,<-£"+-  y  :  en  cas  d'égalité,  le  corps  s'éloignera  à  l'infini. 

Si  l'on  fait  B  s  o,  on  aura  les  conditions  connues  pour  qu'un  corps  sou- 
rhis'à  Fattraction  de  la  force  A  décrive  telle  ou  telle  section  conique.  En 

effet,  on  sait  que  l'orbite  sera  une  ellipse  si  V*  <  -*-,  une  parabole  si 
V*  =  -r- ,  et  une  hyperbole  si  V*  >  -j-. 

,377.  Nous  allons  maintenant  procéder  au  développement  et  à  l'intégra* 
tion  des  formules  générales  du  problème;  mais  pour  ne  pas  donner  trop 
d'étendue  à  nos  recherches,  nous  nous  bornerons  à  considérer  les  cas  ou 
l'orbite  est  renfermée  dans  un  espace  fini.  Ces  cas,  dont  le  symptôme  vient 
d'être  déterminé  par  la  limite  de  la  vitesse  initiale,  sont  les  seuls  qui  aient 
quelque  rapport  au  mouvement  des  planètes  et  autres  astres  qui  ont  des 
retours  périodiques.  Nous  supposerons  donc  en  général  que  la  valeur  de  p* 
ne  surpasse  pas  une  certaine  limite  m  plus  petite  que  l'unité;  car  dès  qu'on 
a  p%  =  1 ,  les  valeurs  des  rayons  vecteurà  r  et  s  deviennent  infinies. 
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Gela  posé,  le  polynôme  P  ne  pourra  être  que  de  Tune  des  deux  formes 

.P  =  M(m-^).(^-nO, 
V  =  M(m  —  p*)(p*  +  m'). 

Dans  le  premier  système ,  p*  sera  toujours  compris  entre  les  limites  m  et 
ni9  où  Ton  suppose  ni  <#w:  dans  le  second,  p%  pourra  avoir  toutes  les 
valeurs  depuis  zéro  jusqu'à  m.  Il  s'agit  donc  jjp  développer  les  formules 
générales  dans  ces  deux  systèmes,  qui  doivent  comprendre  tous  les  cas  pos- 
sibles. 

Le  premier  système  se  développera  sans  difficulté  dans  la  supposition  que 
nous  avons  faite  sur  la  situation  du  point  A ,  où  commence  le  mouvement  j 
mais  pour  développer  le  second  d'une  manière  complète,  il  conviendra  de 
placer  le  point  A  entre  les  deux  centres  F  et  G,  ce  qui  donnera  une  autre 
forme  aux  constante?  C  et  C;  sans  cette  précaution,  il  pourrait  y  avoir 
des  cas  que  les  formules  ne  représenteraient  pas,  savoir,  ceux  où  l'orbite 
ne  coupe  l'axe  qu'entre  les  deux  centres  F  et  G. 

3«?8.  Dans  le  premier  système  on  aura  d'abord  à  substituer  les  valeurs  des 
constantes  C  et  C  de  l'art.  374 ,  dans  l'expression  du  polynôme  P,  savoir, 

P^iA  +  iB-fC  +  CC  +  CO^-C^A  +  iB+^CO^j 
et  pour  que  cette  expression  soit  aussi  jeprésentée  par  M  (m— -p%)  (/*•— ni), 
il  faudra  qu'on  ait 


,         JaV»m°8inV  — A(i  — m°)* 


i  àV'm*  sin>  +  B  (x  —  m°  )"•  > 

i«V*(i  —  amOcosV+m^)  —  (-^— BmA(i—  m*Y 
1   nj ._  w  / 

^  "  laV^ogin>+B(lJw.)4  * , 

Ainsi  les  quantités  m,  ni  et  M,  par  lesquelles  on  exprime  le  polynôme  P 
dans  le  premier  système ,  sont  faciles  à  déduire  des  données  immédiates  du 
problème  m0,  V,  /u. 

379.  De  même  puisqu'on  a  Q  =  i À— £B  +  £C'+(C  +  C)  ç*  -f. 
(ïC— i  A4- 78)9*,  on  pourra  donner  au  polynôme  Q  la  forme  corres- 
pondante 

Q  =  M  —  K  +  M(m  +  ni)f  +  (M  —  A)f, 
d'où  résulte 

(!—  mm')Q*=  A+Bmm'+(A+B)(m+ni)<f+(h+Amm')ç*.    . 
T.  1.  53 
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8fe*s  aUoit»  suspendit  un  moment  ta  Mttfe  de  tes  calculs,  pour  nèus 
occuper  d'une  remarque  sur  l'emploi  det  variables /?  et  y,  et  de  la  consU 
dération  de  quelques  cas  partiouKeos* 

Remarque  eut  l emploi  des  trnrùMes  petq. 

380.  L'emploi  des  variables  petg,  pour  exprimer  le»  rayons  vecteurs  r 
et  s  y  et  en  général  pour  construire  la  courbe  décrite  par  le  mobile,  exige 
quelques  développemens  qui  pourront  d'ailleurs  être  utiles  dans  d'autres 
recherches  d'analyse. 

ïl  résulte  d'abord  des  valeurs  de  *  et  e^  données  dans  l'art.  873,  qu'on  a 

r+taas*S«±fl,   ,-r=:fÇi=£). 

]fauc,  iê.  si  ^  est  constant,  r+s  sera  constant,  rt  la  courbe  décrite  sera 
«M*  tftipse  dont  F  ci  G  sont  les  foyers,  et  le  grand  axe  AL  =  2/= 
q('  +;>') 

Fig.  14.  a9.  Si  y  est  constant»  5  —  r  sera  -constant  ;  ce  <pn  fiât  voir  que  la  courbe 
décrite  sera  une  hyperbole  dont  F  et  G  sont  les  foyers.  Mais  alors  le  point 
A  ne  peut  se  trouver  sûr  le  prolongement  de  FGj  il  devra  être  situé 

FA 
entre  lés  points  F  et  G;  et  si  Pon  fait  jg-  =  m,  on  aura,  au  point  A, 

q%z=zm>  p%s=:o7  et  5  —  r  as  .^3"^ :  ^tk  ««tour  de  l'axe  transverse 
ALssaCA.  K 

38 1.  H  #uit  d*4à<que  lorsqu'on  veut  déterminer  **o  point  de  la  trajec- 
toire par  4e*  vafews  données  de p»-et-y%  savoir,  p*e=»,  9*ts»€,  on  peut 
regarder  ce  point  comme  étant  l'intersection  de  l'ellipse  où  p%  =  a  avec 
l'hyperbole  où  q%  =  £.  Mais  cette  construction  laisserait  incertain  si  le 
point  cherché  est  au-dessus  de  l'axe  ou  au-dessous.  Pour  éviter  k  cet  égard 
tdtftfe  ambiguïté,  *  cttm&ft  de  déterminer  chaqtle  pôhrt  de  la  courbe  par 

Fi*  i3.  dès  cowdottttées  wcitatogtes,Tdtes  queGP^^r,  PMfîsr^,  dont  las  vAmrs 
sont 

38a.  Les  points  où  la  courbe  rencontre  son  axe  méritent  une  'aCtttftkm 
particulière  :  Vôîd  les  &yitajJtôfibfes  par  lesquels  ïïs  doivent  être  distingués 
suivant  les  différens  cas. 
r.g.  15.     y,  &  iâ  <fc**WTe*tontte#axe  eti  on  pok*  fc^itaé^u-dett  xk-G  par 
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ngiport  à  F,  ou  aura  en  ce  point  r^-sz^a^  ft  pmr  copaiquept  q^^toy 
c'est  le  symptôme  de  ee  premier  ces.  On  aura  en  même  4emps  p*se=  ■  ■     . 
=  jrg  ;  ainsi  la  valeur  connue  de  /?*  &ega  ég^le  au  rapport  ^  qui  détermine 

la  position  du  peint  B.  C'est  ce  qu'on  trouverait  directement  ,  euconskV*- 
rant  un  point  Uï  infiniment  près  de  B;  car  dans  ce  point  on  aura 

tapgj* teng|MFB       tiaMFB        GM        GB 

P  ,=5taDgif — tang  [  MGB  ^  sin  MGB  ^  FSÏ  =X  PB* 

Si  l'intersçction  avait  lieu  en  G,  on  aurait  toujours  ç*z^<&  %  mai»  en 
même  temps  p%  =  o. 

20.  Si  l'intersection  a  lieu  en  un  point  I  situé  entre  F  ei  G,  on  aura  (VtRft  *>«•  l6* 
ce  point  r~{-s  —  ay  et  par  conséquent  />==o;  p'e$t  le  3ympt6we  d*  ce 

second  cas  :  on  aura  en  mène  temps  y*»* 4I"IÎ*ss~gggI  '  *"***  **  **~ 
leur  connue  de  y*  déterminera  la  position  du  point  I. 

6i  Pintersection  avait  lien  en  G,  on  aurait,  comme  cUdes$us#  ^j^=o5 
^  =  co  ;  si  elle  a  lieu  en  F,  on  aura  à  la  fois  /*  =  o,  q  =  Q. 

3*.  Enfin  si  l'intersection  a  lieu  en  un  point  À  situé  sur  le  prolongeaient  Fi«-  »*• 
de  FG,  du  côté  de  F ,  on  aura  en  ce  point  s  —  rz=say  ce  qui  donne  q  =to 
pour  le  symptôme  de  ce  troisième  cas.  On  aura  en  même  teipps^*  =*: 

y^nûg^^^SÂ*'  ^^  *a  y**ew4î<mnWlB  à*'P  détewwnora  k  position 
du  point  A. 

383.  On  voit  par  ees  détails,  que  la  quantité  ç>  relative  à  Fhyperbole, 
peut  avoir,  suivant  les  différons  cas ,  toutes  les  valeurs  positive»  ou  néga- 
tives, depuis  zéro  jusqu'à  l'infini;  mais  que  la  quantité  p ,  relative  à  Pel- 
lipse,  est  toujours  comprise  entre  +1  et  —  1.  Lorsque  p*csi,  on  a 
r-f-  s  =  00  ;  et  par  conséquent  le  point  M  est  infiniment  éloigné.  Dane  ee 
cas ,  ai  l'en  appelle  ê  l'angle  que  l'asymptote  de  la  oourbe  fek  avee  Faae45F, 
cet  angle ,  qui  est  alors  la  valeur  de  m ,  se  déterminera  par  l'équation  tang  \ 6 

=pq,  ce  qui  s'accorde  d'ailleurs  avec  la  valeur  -=  tahgû>.=  t^  .»- 

384  U  est  important  de  remarquer  que  la  description  de  la  courbe  «mat 
quibfarfm*  incomplète ,  si  l'on  n'attribuait  è^at  à  ?  que  des  valeurs  réelles; 
car  il  y  a,  dus  «rtaias  cas,  des  branches  qui  ne  août  représentées  qu'a» 
donnant  à  p  et  q  des  valeurs  imaginaires.  Cm  *M  se  rencontrent  dan*  Je 
proWèmerdes  dfittx  <*ni«e*  ;d'attrartto»; c'srt $fmqmï\  Mmîwt  4e  donner 
d'avance  l'explication  de  cette  diffiariké» 
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Fîg.  17.  Supposons  que  le  point  M,  qui  décrit  la  courbe ,  soit  parvenu  de  A  en  G, 
où  l'on  a  ç  =  co  et  p  =  o-,  s'il  continue  sa  marche  au-delà  de  G,  le&  for- 
mules ne  peuvent  plus  représenter  la  portion  GM'  située  au-dessous  de 
l'axe,  du  moins  en  donnant  à  q  et  p  des  valeurs  réelles. 

Car  puisquon  a  ,  =  it_^{l^)==T^?+it+^Kt^^y  on  con- 

çoit  que  s  diminue  de  plus  en  plus  à  mesure  que  p  devient  plus  petit  et  q 
plus  grand.  Enfin  au  point  G,  où  l'on  fait  à  la  fois  p  =  o  et  7  =  00,  ou 
a  5  =  0;  mais  passé  ce  point,  comme  la  valeur  f'  =  one  peut  être  suivie 
d'une  valeur  p%  >  1 ,  il  n'y  a  aucunes  valeurs  réelles  de  p  et  q  qui  rendent 
s  négative,  comme  il  le  faudrait  pour  que  les  formules  représentassent  la 
portion  de  courbe  GM'. 

385.  En  effet,  dans  le^as  où  l'arc  GM'  et  Parc  GM  sont  situés  du  même 
côté  de  la  tangente  commune  TGT;,  les  valeurs  de  a>  et  de  <p  varient  infini* 
ment  peu  du  point  G  au  point  M',  que  nous  supposons  infiniment  près  de  G. 
On  a  au  point  G,  0=9T,  ù>  =  FGT,  et  au  point  M',  0  =  7T  +  GFM', 
œ  =  FGT  +  TGV,  GV  étant  le  prolongement  de  la  corde  M'G.  Il  feudrait 
donc  que  la  valeur  de  s,  qui  ne  peut  plus  être  dirigée  suivant  GV,  devint 
négative  pour  répondre  à  sa  véritable  position  GM',  directement  opposée  à 
GV.  Or ,  on  vient  de  voir  que  la  valeur  analytique  de  s  ne  peut  devenir  néga- 
tive, tant  que  p  et  q  sont  réelles.  Le  calcul  se  refuse  donc,  dans  ce  cas, 
à  représenter  la  branche  GM'  ;  car  puisque  s  ne  peut  pas  devenir  négative, 
après  avoir  fait  a=FGT  au  point  G,  il  faudrait  tout  d'un  coup  augmenter 
cù  de  cr+T'GM',  pour  passer  du  point  G  au  point  infiniment  proche  M', 
ce  qui  ne  s'accorde  point  avec  la  loi  de  continuité  à  laquelle  doivent  être 
assujetties  les  quantités  algébriques. 

386.  Il  en  serait  de  même  si  la  courbe  avait  un  point  d'inflexion  en  G, 
et  qu'elle  se  continuât  dans  la  branche  GM" ,  située  de  l'autre  côté  de  la 
tangente  GT'.  Le  passage  du  point  G  au  point  M"  ne  peut  plus  se  faire  en 
augmentant  par  degrés  a> ,  même  en  admettant  que  s  devint  négatif;  car  si 
Ton  fait  û>  =  FGV,  FGV  différant  infiniment  peu  de  FGT,  la  droite  GV  , 
prolongée  au-dessous  de  FG,  ne  rencontre  pas  la  branche  GM*.  Ainsi  il  faut 
admettre  que  l'angle  co  passera  tout  d'un  coup  de  la  valeur  FGT  qu'il  a  au 
point  G,  à  la  valeur  FQT  +  tt  — •  T'GM*  qu'il  a  au  point  M";  supposition 
qui  est  encore  contraire  à  la  loi  de  continuité,  et  qui  ne  peut  subsister  en 
donnant  à  p  et  q  des  valeurs  réelles. 

387.  Voici  maintenant  la  seule  manière  de  passer  analytiquement  de  h 
branche  MG  à  la  branche  inférieure  GM'. 


SECTION  H.  431 

Soit  FM'  s  r*,  GM'  =  *' ,  HGM'  =  »',  HFM'  =  <p' ,  tang  £  <p'  =  p'q', 
tang  >'  =  ^  on  trouvera ,  par  les  formules  du  n°  37a,  en  accentuant  les 
lettres ,  et  changeant  r  en  s, 

w        1— P  »+?* 

Mais  si  l'on  étend  au  cas  présent  les  formules  qui  ont  lieu  pour  la  branche 
MG,  il  faudra  changer  r  en  r'  et  s  en  —  s',  ce  qui  donnera 

Ces  valeurs  ne  peuvent  avoir  lieu,  à  moins  de  supposer  que  p*  et  q*  devien- 
nent tout-à-coup  négatives  en  passant  du  point  G  aux  points  situés  au-dessous 
de  l'axe;  et  pour  qu'il  y  ait  identité  entre  les  deux  résultats ,  il  faut  supposer 

D'ailleurs  les  premières  valeurs  de  pf  et  q' ,  au  point  G,  sont//  ss  o, 
çf  sa  o ,  ce  qui  s'accorde  avec  les  valeurs  de  p  et  q  en  ce  même  point,  sa- 
voir, jPSBso,  ç  =  co.  ^ 

398.  Pour  confirmer  cette  théorie  par  un  exemple  très  simple,  soitFMG  Fig.  i& 
un  arc  de  cercle  plus  petit  que  Ja  demi-circonférence  ,  et  soit  O  le  centre 
decfe  cercle.  Ayant  fait  FC=CG  =  |  a,  CO==c,  FO=bà;b=  |/(e»+£a»), 
GP  as  x  ,  PM  sbjt ,  on  aura,  suivant  les  formules  générales, 

0(1—  />Y)  aqpg . 

d'ailleurs ,-  par  la  nature  du  cercle  ,  on  a  (jr  -f-  <?)•  -f-  (£  0  — -  x)*  s:  A* , 
ou^/*  +  ngr  +  #•  —  oor  s=  o.  Soit  M  un  point  infiniment  proche  de  G, 
ensorte  que  xety  soient  infiniment  petits  et  positifs;  si  l'on  appelle  0  l'an- 
gle que  fait  la  tangente  en  G  avec  l'axe  GG,  on  aura  tang  6  =  — ,  et  ^  aura 
pour  limite  tang  0.  En  effet,  soit  x  =  acP,  cT  étant  infiniment  petit,  on 

aura ,  par  l'équation  du  cercle,  jf  =  —  Y\  —  £  Ci  -4-  7?)j :  mB^s 

£  s=  — ^rx  ;  donc 

dfc-SC'-'O+ôl-^O-»!)-".-.  .' 
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ce  qui  donne  pq  =  tang  1 8  fi  — — rj.  Pour  avoir  séparément  p  et  qy  il 

faut  combiner  cette  équation  avec  l'équation  ^  =  (   m  f  -i-  V 

Cette  dernière  %  où  l'on  vent  que  q%  doit  être  de  l'ordre  j ,  donne 

on  en  tire  '  ~f     =  cT  (  i  -f-  <P),  et  ~  =    _n  , i  substituant  la  valeur  de 
pq  donnée  par  la  première  équa&m ,  on  aura 

±  /008flc08*i8(l+*) 

q%  cos^Ô  +  a^sin*^    ' 

m tcos  6 l8inal8(i+>) 

?  mmmm    co^e  +  a/co^Jt*    * 

Ces  valeurs  de  p%  et  —  sont  positives  tant  que  J1  est  .positif;  elles  sont  nulles 

lorsque  cP  =  o.  Mais  si  on  fait  cT  négatif,  elles  deviennent  négatives,  et  par 
conséquent  p  et  q  sont  imaginaires. 

Au  reste,  ces  valeurs  s'accordent  avec  les  formules  de  Part.  $87,  leaqatfites, 

en  supposant  p%  et  —  infiniment  petits ,  donnent 

•  -•««(t  +  ap-.),    •  +  ,'«(, -i)î 

et  comme  en  changeant  le  signe  de  J%  o**jy*8s«~»    .  ->*■ .»<.... 


q*  COS#      * 

./    1      y  1    ao^w>s*H  ^      »/*-t-*\ 

Ce  sont  ^aefiei  te*  vraies  valeurs  de/H-Vet/*—  $'au  point  M' ,  an  faisant 

Ifucm  particulier  oh  tune  des  forces  est  nulle. 

Fig.  13.  389.  Soit  B  =  o;  alors  la  distance  FG  devient  arbitraire,  ainat<que  m% 
et  il  n'y  a  de  déterminé  que  la  distance  AF  = ; ,  que  nous  nomme- 
rons h.  Dàkft  »  cas ,  -on  sait  que  1a  «tourbe  décrite  loit  8tve  une  ellipse ,  ou 


bbotowh. 


4*3 


plus  généralement  une  section  conique  dont  F  est  l'on  des  foyers.  H  feut 
donc  voir  comment  e?  résultat  peut  être  déduit  de  nos  formules ,  en  les 
considéra»*  dans  leur  plus  grande $é*éra)fë,  cfcaaga  a'nttemnifcrp  i  l'hypo- 
thèse de  Partiel*  £77» 

J'observe  d'abord  que  comme  la  direction  de  l'axe  FG  est  à  volonté,  on 
peut  prendre ,  pour  origine  da  meavemeot,  «in  pain*  déterminé  À,  dm* 
lequel  AF  sera  perpendiculaire  a  la  courbe.  Ainsi,  sans  diminuer  la  géné- 
ralité de  la  solution ,  on  pourra  supposer  fi  =  i  ir  j  et  en  mettant  simple- 
ment m  au  lieu  de  m%  on  aura  («t*374)V  C «=£<*¥•— —  (  1*—  m.}  y  •- 
C'  =  r— — rr  —  A ,  valeurs  où  il  reste  deux  indéterminées  *  et  m;  mais 
comme  cma»emtre  die*  la  palatioû^o»=^A-(4    -gt)j  nnjinatnr  n^iimr  que 

l'indéterminée  m ,  ce  qui  donnera  C  =  ( 7  hV  —  A  )  l'~    J> 

C ss  -££L —  A.  SeitD=  ^~ ;  tes  wfam  deë  poiynemes  P  et  -Q 


•m 


(  art.  3aa  )  pourront  être  mises  sous  cette  forme 

et  l'équation  de  la  trajectoire  sera,  en  frisant  B  —  A  ns  m*D, 

»/(/>'— m). i^C^ —  P)**  I/O  +^a) •  1/0+ **■)* 
Dana  cette  équation  on  peut  rendre  le  seotnd  membre  semblable  au  pre- 
mier en  faisant  mq%  es   .~T  >  et  on  aura  la  transformée 

dp ±d* 

t/K^-«J  (*-*>»  "~  l/IC*-*)  C*~*ÏT 
39a  I/intqgude  complète  de  eetttf  équation,  o<mpr«M*t  1*  <foi*tente 
arbitraire  c,  est 

mk  (p%  +  *•  — *)  —  çptem  sr.=p  ^  KfytA  (m*—  c)  (A— c)]j 

et  comme  on  doit  avoir  simultanément  -p%  ss  ni,  j  =  o ,  »•  =  m,  on  trou- 
vera c&d  ,  *t  ftnrégtfrierie^leHdra  srafflëmerit  «  ss ^F/>>  ^oiitéanlte 

'-  -- »—  ^^^       «  - 
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Sbitr-M  =  *",  *  — r  =  ai>,  on  auraw=  7^,  *Œ~jJf  «V» 
donne  réciproquement  /**  =  "~  '?  9§=^x~-Sol»tituant  ces  valeurs  dans 

l'équation  précédente,  et  faisant,  pour  abréger ,  a=  — ]L^      ' * 

â      mk—*m+  1     on  aura  tt  _  (,  --.  a  _ £w    ou 

nar  —  aa'  —  Ç(s* — /*). 

Soient  AP=a:,  PM  =j,  on  aura  1*  =/•+(£ — #)%*• — 1*  sso^+a^A— or); 
donc  r  ==  £  a  (  «  —  £  )  —  S  (  A  —  #).  Cette  équation ,  qu'on  peut  mettre 
aussi  sous  jla  forme 

appartient  en  général  à  une  section  conique,  dont  A  est  un  sommet  et  F 
un  foyer  ;  elle  appartiendra  en  particulier  k  l'ellipse  si  Ton  a  £*  <  1,  à  la 
parabole  si  £•  =  1  ,  et  à  l'hyperbole  si  C*  >  1. 

391.  Dans  le  premier  cas,  comme  le  point  G  peut  être  pris  à  volonté, 
on  pourra  supposer  que  G  est  le  second  foyer  de  l'ellipse.  Alors  on  aura 

r~|-  £  =  a  -t-  aA=  —  (1  +"»)>  ce  qui  donnera  p%  =  m ,  et  par  suite  k=m. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  D  — •  A  2=  mkD ,    on  en  tire 

A  2  A. 

D=  a,  et  par  conséquent  Y*  =  !*_■     y  C'est  le  quarré  de  la  vitesse 

nécessaire  pour  décrire  l'ellipse  dont  le  grand  axe  est  — .(1  + m),  et  dans  kt- 

FA 

quelle  m  représente  le  rapport  jg. 

Si  l'on  a  m=  o ,  le  grand  aie  devient  infini ,  et  l'ellipse  se  change  en  pa- 
rabole; ainsi  la  courbe  décrite  sera  une  parabole  si  l'on  aY*=j;  elle  se- 
rait une  hyperbçle.»  ta  était  négatif  >  ou  si  l'on  avait  V*  >  -r- . 

392,  Pour  avoir  h  temps  du  mouvement  dans  le  cas  de  l'orbite  ellipti- 
que ,  il  faut  reprendre  l'équation 

et  y  substituer  les  valeurs  j^sswi,  Q  =  D  (1  «+•  my*)a,  ce  qui  donnera 
a  t/(*0  =  \(i  —  w)a "^  (1  +9*)*/  1  4-  »***' 


ou 
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,  en  faisant  le  demi-grand  axe  £  a  .     _     =  A 

Soit  7=  tangÇ,  el  on  aura  l'intégrale 

5^=C-(H^)sin<:cosÇ; 

faisant  f  =  j  ar ,  et  doublant  la  valeur  de  *,  on  aura  le  temps  d'une  ré- 
volution, savoir, 

1 — V*r> 

ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  connues  du  mouvement  elliptique. 

Du  cas  particulier  où  Von  a  m  =  nt ,  dans  le  premier  système,  art.  377* 

393.  Alors  la  valeur  du  polynôme  P  se  réduit  à  la  forme 

P  =  —  lM(/>*  —  m)\ 

Or ,  M  est  essentiellement  positif,  puisqu'on  a  M  =    _   -  ;  de  là  on  voit 

que  l'équation  (3)  ne  peut  subsister,  à  moins  qu'on  n'ait  dans  toute  l'éten- 
due de  la  courbe  décrite, 

p%  —  m  =  o  ; 

cette  courbe,  dans  laquelle  r-f-  s  est  constant,  sera  donc  une  ellipse,  dont 
F  et  G  sont  les  deux  foyers/ 

Cela  posé,  le  point  A,  intersection  deJa  courbe  avec  l'axe,  ne  peut  être 
que  le  sommet  de  l'ellipse,  et  on  aura,  en  ce  point,  fi  =  jtf9  rn*  =  m,  ce 

qui  donnera  M  ==7^7—^  4"B=   » ,  et  par  Conséquent . .. 

V*  =s  — r^ .  %m~m  ;  ou,  en  substituant  la  valeur  ma  as  h  (1  —  m) , 

v%  _  aA  +  aitt'B 
Y     —    7*(i+n»)   ' 

donc  avec  uue  vitesse  initiale  ainsi  déterminée ,  le  corps  décrira  la  même 
ellipse  qu'avec  la  vitesse  \/(h(    ■     y)>  «  la  force  A  agissait  seule,  ou 

qu'avec  la  vitesse  \f\juf  T   -Jj  «  k  f°rce  A  était  nulle.  On  peut  tirer 

de  là  un  théorème  assez  remarquable. 
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<c  Soit  A  le  sommet  d'une  ellipse  dont  F  et  G  sont  les  deux  foyers  ;  soit 
y>  V  la  vitesse  en  A  nécessaire  pour  que  cette  ellipse  soit  décrite  en  vertu 
»  de  la  force  A  placée  dû  foyer  F;  soit  pareillement  V"  la  vitesse  en  A  né- 
»  cessaire  pour  que  l'ellipâe  soit  décrite  en  vertu  de  la  force  B  située  à  l'au- 
»  tre  foyer  G  ;  si  ces  deux  forces  agissent  k  là  fois  sur  le  mobile ,  et  que  sa 
»  vitesse  initiale  V  soit  telle ,  qu'on  ait  V§  =  V*  4-  V* ,  il  décrira  encore 
j>  la  même  ellipse.  # 

394.  Pour  avoir  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc  quelconque  de 
cette  ellipse,  déterminé  par  la  variable  7,  on  observera  que  dansée  cas  par- 
ticulier, la  valeur  de  Q  se  réduit  à  cette  forme , 

Q= 7^.  (  »  +«•*•)■+  7êz-(m+<rï> 

ce  qui  donnera  la  formule  à  intégrer 

Soit  R  =  l/[A( l  +  "*?*)*  +  B  (m  ■+•  ?*)*]*  on  aura>  $**  Ie8  ^duétions 
connues, 

(,+y"=-  ,^1+»(A+«/jf+(A-.+i))"/sîdjp» 

+  (A-B)<._*)/F3Î1. 

On  voit  que  la  valeur  de  t  ne  contiendra  pas  de  fonctions  elliptiques  de  la 
troisième  espèce ,  si  l'on  a  A  =  B  ;  c'est  pourquoi  nous  nous  bornerons  a 
développer  ce  cas  particulier. 

3q5.  Soit  donc  A  =  B,  ce  qui  donne  le  quarré  de  la  vitesse  iuitiale 

Y   ~    h(i+m)  mf      J 

on  aura  immédiatement 

tfvf         "(i*JirV[(i+»i)  (i+^)  +  4m,T 

Soitç  t=  tang|4/,  cos^  =  ^~,c  =  sin|8,  6=cos£0,onauralatranf- 
formée 

<=^[^F(^4M&(«v4>]- 


Dans  le  mouvement  que  npu*  cpnsjdérops,  la  vinsse  est  la  même  aux  deux 
extrémités  du  grand  axe;  pjle  est  sussi  la  ffiêjpe  ajix  deux  extrémités  du 
petit  axe.  En  appelant  celle-ci  V,  on  aura 

y»  _  *('  +  "»*)     Vâ_aA. 
y   —        ^       >   v    —  f  > 

d'où  il  suit  que  la  vitesse  va  en  diminuant  de  l'extrémité  du  grand  axe  à 
l'extrémité  du  petit. 

Il  est  évident,  d'ailleurs,  que  chaque  quart  d'ellipse  eff  parcouru  dans  le 
même  temps  qui  sera  le  quart  du  temps  d'une  révolution  ;  de  sorte  qu'ep 
apparat  ce  dernier  temps  T ,  on  aura 


T  =  r^ÂC^F'c-E»c). 


396.  Les  deux  forces  A  et  B  sont  égales  ;  elles  agissent  aux  deux  foyers 
de  l'ellipse.  Si  l'on  voulait  que  la  même  courbe  fût  parcourue  en  vertu 
d'une  seule  force  attractive  2À ,  placée  dans  l'un  des  foyers,  le  temps  de 

la  révolution  serait ,  comme  nous  l'avons  vu  n*  3o3 ,  V  =  -^-7 .  -  :  donc 


on  a 


T:T'  ::aiF'c  —  i&c:?. 

b  a 


Pour  savoir  lequel  de  ces  deux  temps  est  le  plus  grand ,  j'observe  qu'on  a 
en  général,  E  =  b'F+f0***™'^,  donc 

2b&c  —  i  E'c  s=  VF'c  —  jZ\ 

Ta1  étant  l'intégrale  /    *         ,  prise  depuis  <p  =  o  jusqu'à  ^ss^ar.  Mais 

b¥lc  représente  l'intégrale  f      *  V~°    >  P™e  entre  les  mêmes  limites  ; 

et  puisque  ,1  — r  c*  est  plus  petit  que  1  —  c*  sin*p,  cette  intégrale  est  plus 

petite  que/tip  ou  £  7  :  donc,  à  plus  forte  raison  ?  aftPc  — t  Ej^^ ^ j  donc 

on  a  T  <T'.  Ainsi  la  masse  2^.,  partagée  également  dans  lçs  deux  foyers, 
agit  plus  fortement  que  la  même  masse  réunie  dans  up  seul  foyer,  c'est- 
à-dire  fait  circuler  le  corps  da^s^un  jnpii^dre  temps. 

397.  Pour  j^ger  de  la  différence  numérique  de  ces  termes  dans  un  cas  par- 
ticulier, soit  oss  sin  3e°,  on  aip?i  par  la . table  jJeSjjpucjionft  complètes, 
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ce  qui  donnera 


log  F1*?  =0.226793  259758, 
log  E'c  =  o  •  t66566  925942 , 

T 

=7=0.780066  690223. 


Ainsi  les  deux  temps  dont  il  s'agit  seront  à  très  peu  près  dans  le  rapport 
de  78  à  100. 

Au  reste ,  les  Cesses  aux  extrémités  du  grand  axe,  ne  sont  pas  les  mêmes 
dans  les  deux  cas ,  et  leur  différence  sert  à  expliquer  en  grande  partie  la 
différence  des  résultats.  Si  l'on  appelle  V  et  V*  ies  vitesses  aux  apsides  supé- 
rieure et  inférieure,  dans  le  cas  d'une  seule  force  attractive  2A,  concentrée 
dans  l'un  des  foyers ,  on  aura 

V'* *^m      V§ aA. 

v  -— »  v  -y*» 

et  dans  le  cas  des  forces  séparées,  on  a  V*  = j -;  donc  V*= 

*  j m 

£ (V'â  +  ¥"•),  c'est-à-dire  que  V  tient  le  milieu  juste  entre  V'â  et  Vr\ 

Quant  à  l'effet  de  ces  vitesses  sur  le  temps  périodique,  il  n'y  a  que  le 

calcul  qui  puisse  l'apprécier,  et  à  cet  égard  il  ne  resté  rien  à  désirer. 

Solution  d'une  difficulté  analytique. 

398.  Puisque  l'ellipse  satisfait  dans  un  cas  fort  étendu  où  les  forces  attrac- 
tives A  et  B  sont  situées  respectivement  dans  les  deux  foyers  F  et  G,  on 
peut  partir  de  la  courbe  connue  pour  faire  les  substitutions  dans  les  équa- 
tions générales  (1)  et  (2),  afin  d'en  déduire  les  conditions  nécessaires  pour 
que  ce  mouvement  puisse  avoir  lieu. 

Ayant  donc  fait  CA  =/,  CF  =  CG  =#  =  £*,  m  =  £=-5;  soit  de 

plus  n ss  x  vf-»»  on  aura  par. les  propriétés  de  l'ellipse, 


*«=^~£,     tang*i«==^tang^(p==iii*tang»i^ 
^^S^T^™'  9*=tang£û>tang£<p  =  rotang^, 

fr   ,   >rfr  -  (/*-*»)*  (/*  +  *»)  (i  +  ncostW 

T    ^  if+g<*»fY 
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Ces  valeurs  ,  et  celles  des  constantes  C  et  G  (  art.  374  ),  ou  Ton  fera 
fi  =  {ir,  et  pour  abréger,  D  =  T  V%  étant  substituées  dans  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  on  trouvera  que  ces  deux  équations  conduisent  également, 
et  sans  aucune  condition,  à  cette  valeur  de  dt9 

Ai      tt      a*     \—U%— g»)(l  +  l»CQ3»)«» 

dans  laquelle 

N  =  aD(i  +*cosp) —  A (1 — cos^)  (1  +  *  cos^) -+-  B(i  —  n)  (1  — cosç). 

Ce  résultat,  qui  n'impose  aucune  condition  à  la  vitesse  initiale,  a  de  quoi 
surprendre,  ou  doit  même  paraître  fautif,  puisque  s'il  y  a  une  vitesse  ini- 
tiale propre  &  décrire  l'ellipse  donnée,  toute  vitesse  plus  grande  ou  plus 
petite  fera  nécessairement  décrire  une  autre  courbe. 

399.  Pour  rendre  raison  de  ce  paradoxe ,  il  faut  considérer  que  les  équa- 
tions (1)  et  (2)  ne  sont  pas  linéaires  par  rapport  aux  différences  dp,  dm, 
dty  et  qu'un  facteur  qui  est  nul  dans  l'ellipse,  a  pu  satisfaire  à  ces  équa- 
tions, sans  qu'on  soit  en  droit  d'en  conclure  que  ces  deux  équations  se 
réduisent  absolument  à  une  seule. 

Toute  incertitude  à  cet  égard  disparaîtra,  si  l'on  remonte  aux  équations 
différentielles  du  second  ordre,  et  qu'on  fasse  les  substitutions  convenables 
dans  ces  équations.  On  devra  obtenir  ainsi  la  condition  pour  que  l'ellipse 
soit  décrite  en  vertu  des  deux  forces  d'attraction  et  de  la  vitesse  initiale  V,  , 
dirigée  perpendiculairement  à  la  ligne  des  centres  FG. 

Faisant  donc,  comme  au  n9  370,  ,r  =  a  +  r cos<p,  ^  =  rsin^,  les 
équations  différentielles  du  second  ordre  donneront  immédiatement, 

s  "  ddr — rd$% A       Bcos(ft—  #) 

rddp+*drdp_  B  _._  /âÊk  . 
jp =*?sm(0  —  m). 

Ces  équations  servent  en  général  à  déterminer  la  courbe  décrite  et  le  lieu 
du  corps  au  bout  du  temps  I.  Maintenant  si  cette  courbe  est  l'ellipse  qui 
a  pour  équation  r(  f-{-g  cosQ)  =  /•  —  #%  on  aura 

r  *  •  ~  \  ddr —  rdf  .     ^  /rddp  +  idrd<p\  âï 

(f+g  cosf)        d^  —  £  «m  *  {^^ *)  =*fr-jp 

Au  moyen  de  ces  trois  équations  et  de  la  valeur  de  -r-,  tirée  du  résultat  de 
l'article  précédent,  on  trouve  l'équation  de  condition 
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(/+£COS?)  ?H ? —  _____-, 

Substituant  les  valeurs  de  r,s,  cos a, ces  (<p — a>)  en  fonctions  de  Q ,  on  aura 
enfin, 

N/*  =  A(.  +  «œs*)'  +  B(£=£)\ 

Comparant  cette  valeur  de  W  avec  celle  de  l'article  précédent,  on  trouve 
qu'elles  sont  identiques,  si  Ton  a  2wD  =  A(i  +  *)  +  B(i-~/i),  c'est- 
à-dire  si  la  vitesse  initiale  V  est  telle  qu'on  ait 

y.  _  A  (f+gY  +  B  if-gY  _  A  4-  1W 

ce  qui  s'accorde  entièrement  avec  les  résultats  précédent. 

Du  cas  particulier  oh  B  =  —  À. 

4oo.  Dans  ce  cas,  la  force  placée  au  second  foyer  G  est  répulsive,  et  ég^le 
en  intensité  à  la  force  attractive  placée  au  foyer  F.  Pour  que  l'ellipse  soit 
décrite  en  vertu  de  ces  deux  forces,  il  faut,  d'après  la  formule  précédente, 
qu'on  ait 

Alors  la  vitesse  v  en  un  point  quelconque  est  donnée  par  l'équation  (i). 
savoir, 

p-^ÏÉ  —  îè+V*  — — +  -2L-. 
.  r  *    ^V         f-g^f  +  g 

Biais  on  a,  par  hypothèse ,  Vâ  s=s  jr^p  =  /CI 707" ?  donc 

. £À.  _^  aA 

On  voit,  par  cette  équation,  que  la  vitesse  diminue  de  plus  en  plus,  à  me- 
sure que  le  corps  s'éloigne  de  l'extrémité  du  grand  axe;  elle  aeraauUe£ 
l'extrémité  du  petit  axe,  où  l'on  ars5.  Ainsi,  à  partir  de  ce  point,  le 
corps  reviendra  sur  ses  pas,  et  décrira  le  quart  d'^Uip$e  dans  le  seas  con- 
traire. Arrivé  au  point  A  avec  une  vitesse  Y  égale  à  la  vitesse  initiale ,  mais 
dirigée  en  sens  contraire,  il  continuera-son  mouvement  sur  l'ellipse,  jusqu'à 
ce  qu'il  parvienne  à  l'autre  extrémité  du  petit  axe,  où  sa  vitesse  sera  nulle. 
Ainsi ,  dans  le  cas  où  les  deux  forces  situées  ttux  deux  foyers  sont  égdes, 
mais  agissent  en  sens  contraire ,  le  mobile,  en  rsjapf¥want  m  <v;tape  mMife 
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telle  que  nous  l'avons  fixée,  parcourra  la  demi-ellipse,  d'une  extrémité  à 
l'autre  du  petit  axe,  par  un  ûiouvemèitt  analogue  à  Celui  d'un  pendule 
qui  oscillerait  dans  une  demi-ellipse  dont  le  grand  axe  serait  vertical.  Cet 
exemple  d'un  mouvement  d'oscillation,  que  des  forces  accélératrices  pro- 
duisent sur  un  corps  parfaitement  libre*  s'il  n'est  pas  le  premier  que  la 
mécanique  ait  offert  jusqu'à  présent,  est  au  moins  digne  de  remarque. 

4o  1.  Pour  trouver  le  temps  du  mouvement,  il  faut  faire  B=— A  dans 
la  formule  du  n°  3g4,  ce  qui  donnera 

4/tfT I+    m  ;        Ci+^i/(i-j*)  " 

Soit  *•  =  £,  q  =  ^(ir™3in»4,)'  ^  ~"  **  Sin*^  =  A>  °D  aUni 

donc  le  second  membre  dé  l'équation  précédente,  étant  nommé  dZy  on  aura 
<ffi=^[m  +  (i-m)'A'-(i-»,)'A4], 

ce  qui  donne  en  intégrant, 

Z  =  cmF(c,  4,)  +  c(i  —  myE(cy  4)  —  c(i  —  m)%fMd<\. 
Mais  on  a 

/A3d4=|caAsin4côs44-E'(o,  +)  — Î^F(c,  4); 


donc 


c5  c3 

Z=y  (i  +4wi  +  w»*)F(c,  4)"-1  V^I'-"lJll)*A*in4/^084* 


Cette  intégrale,  qui  ne  comprend  que  la  fonction  de  première  espèce  F(c,  4) , 

•st  la  valeur  de  j~t-  (i-hra)  V(*  — "m*)i  ?l  en  ^isa^t  iw=£££,  on  en 
dédtm 

Si  Von  fait  </£=i,  où  4  —  ift"»  on  aura  le  temps  employée  parcourir  le 
quart  d'ellipse.  Ainsi  ëh  appelant  T  le  temps  ^Tune  osttllb tien,  on  aura 

1      3Hi^)*    * 
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Du  cas  particulier  où  Von  a  C  -4-  C  —  o. 

j{oi.  Dans  ce  cas,  les  polynômes  P  et  Q  se  réduisent  à  deux  termes, 
savoir, 

P  =  a  —  6/fif 

Dans  le  premier,  les  coefliciens  et  et  £  sont  toujours  positifs;  dans  l'autre, 
les  coefliciens  y  et  <T  pement  être  tous  deux  positif,  ou  l'un  positif  et 
l'autre  négatif. 

D'après  ces  valeurs,  chaque  membre  de  l'équation  ^  —  r^k  pourra  tou- 
jours se  réduire  à  la  forme  -*  J1";  »— r*\»  °ù  l'on  a  c*  =  £;  donc  l'équa- 
tion dont  il  s'agit  peut  être  représentée  en  général  par  -,f  _J;  -«_!*= 
__£— ^,  et  son  intégrale  sera 

k?(c,  +)asP(cf  Ç)  +  const., 

ou  simplement  AF(4)=F(Ç)-f-const.,  le  module  commun  à  ces  fonctions 
étant  c  =  |/j. 

On  pourra  toujours  supposer  que  dans  l'état  initial  du  mouvement,  l'une 
des  variables  4/,  £  est  nulle.  Soit  cette  variable  £,  et  soit  en  même  temps 
4  =  €,  alors  l'équation  de  la  courbe  sera 

A(F4-rF«;j«f?s 

et  si  l'on  prend  une  nouvelle  variable  Ç,  telle  que  F£  =  F4— Fi,  on 
aura  plus  simplement  AF£=sF£. 

4<>3.  Telle  est,  sous  la  forme  la  plus  simple ,  l'équation  de  la  trajectoire, 
lorsque  la  vitesse  initiale  satisfera  à  la  condition  C  -f-  G  =  o.  Dans  cette 
équation ,  k  sera  en  général  une  fonction  dotonée  des  quantités  A,  B,  *, 
et  de  celles  qui  sont  relatives  à  l'état  initial  du  corps;  si  l'on  suppose  que 

k  est  égal  à  une  fraction  rationnelle  -,  prise  &  volonté  entre  des  limites  con- 
venables ,  cette  condition  établira ,  entre  les  données  du  problème,  une  rela- 
tion au  moyen  de  laquelle  la  courbe  décrite  par  le  corps  sera  une  courbe 
algébrique,  puisqu'il  y  a  toujours  une  équation  algébrique  qui  représente 
l'équation  transcendante 

îFÇ=«F£. 

Il  y  a  donc  une  inGnité  de  cas  où  la  courbe  décrite  par  un  corps  attiré  v*s 
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deux  centres  fixes,  est  une  courbe  algébrique.  Cette  courbe  sera  nécessai- 
rement rentrante  sur  elle-même,  lorsque  la  vitesse  initiale  sera  telle,  que  le 
corps  ne  peut  s'éloigner  à  l'infini;  alors  il  y  aura  une  période  composée 
d'une  ou  de  plusieurs  révolutions,  laquelle  se  répétera  à  l'infini;  de  sorte 
qu'il  suffira  de  calculer  le  mouvement  du  corps  dans  une  de  ces  périodes, 
pour  pouvoir  assigner  le  lieu  du  corps  et  toutes  les  circonstances  du  mou- 
vement au  bout  d'un  temps  quelconque. 

Les  courbes  algébriques  que  nous  venons  d'indiquer,  et  qui  seront  déter- 
minées d'une  manière  plus  particulière  dans  l'examen  que  nous  ferons  des 
différens  cas  principaux  du  problème,  sont  les  seules  qu'Euler  ait  données 
dans  les  Mémoires  de  Berlin,  ann.  1760.  Mais  nous  ferons  voir  qu'il  y 
a  une  infinité  d'autres  systèmes  de  courbes  algébriques  qui  peuvent  éga- 
lement satisfaire  au  problème  ;  et  cette  multitude  de  solutions  est  une  nou- 
velle .^preuve  des  avantages^  que  peut  procurer,  dans  les  applications,  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  premier  système. 

4°4*  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  cas  particuliers;  nous 
allons  maintenant  procéder  à  l'intégration  de  l'équation  (3).  Pour  cela,  il 
faudra  distinguer  dans  chacun  des  deux  systèmes  indiqués  art.  377,  les 
différens  cas  principaux  qui  peuvent  y  être  renfermés,  et  qui  donnent  lieu 
à  des  résultats  de  forme  différente. 

En  général,  on  sait  que  chaque  membre  de  l'équation  (3)  peut  être  réduit 

' a  la  forme  r> /  _c*  *  *A,\ î  œtte  équation  sera  donc  toujours  de  la  forme 
h  **  —  *  - 

et  son  intégrale  sera,  par  conséquent, 

*F(c,  4)  =  F(x,£)H-const. 

En  supposant  que  le  point  À,'  origine  du  mouvement,  est  situé  sur  l'axe 
EFG)  soit  dans  son  prolongement  du  côté  de  F,  soit  entre  les  deux  centres 
F  et  G,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  qu'une  des  variables  4  >  K  *■<*' 

nulle  au  point  A  j4  alors  on  devra  supposer  que  -7-  et  S  sont  tous  deux  po- 
sitifs, afin  que  les  angles  4  et  C  croissent  continuellement  avec  le  temps  : 
^ps^^xgr  ce  principe  que  seront  dirigées  les  transformations,  par  lesquelles 

""'   t.  i.  '  -.<-..  5^ 
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on  obtient,  dans  les  différons  cas,  l'équation  de  la  courbe  décrite 

kF(c,  4)  =  F(x,  Ç)H-const. 

Cette  équation,  de  même  forme  dans  tous  les  cas,  et  facile  à  résoudre 
pour  déterminer  tant  de  points  qu'on  voudra  de  l'orbite,  est  remarquable 
surtout  en  ce  que  le  coefficient  k  s'exprime  toujours  très  simplement  par 
les  deux  modules  cetx;  d'où  il  suit  que  les  cas  les  plus  variés  du  mouve- 
ment d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes,  sont  toujours  résolus  par 
une  équation  finale,  où  il  n'y  a  que  deux  constantes  arbitraires  pour  repré- 
senter toutes  les  données  du  problème. 

405.  Dans  le  premier  système  que  nous  nous  proposons  maintenant  de 
développer,  le  polynôme  P  est  de  la  forme 

où  l'on  suppose  m  et  ni  positifs,  et  m  >  ni.  La  valeur  de  jf  est  donc  ton-  . 
jours  comprise  entre  les  limites  m  et  m'.  Or,  le  lieu  de  tous  les  pointa  où 
l'on  a  p*=zmy  est  une  ellipse  décrite  des  foyers  F  et  G,  et  dont  le  som- 
met fi  est  placé  k  la  distance  EF  = :  de  même,  le  lieu  de  tous  les 

points  où  l'on  a  pP  =  m',  est  une  ellipse  décrite  des  mêmes  foyers,  et  dont 

nia 
le  sommet  D  est  placé  à  la  distance  FD  =  ,.  Donc ,  dans  tous  les 

cas  qui  appartiennent  au  premier  système,  la  courbe  décrite  par  le  mobile 
sera  toujours  comprise  dans  l'espace  que  laissent  entre  eux  les  périmètre* 
des  deux  ellipses  que  nous  venons  de  déterminer;  de  sorte  que  les  inter- 
sections de  cette  courbe  avec  l'axe  ne  pourront  se  faire  que  dans  les  par- 
ties de  cet  axe  ED,  KL  comprises  entre  les  deux  ellipses.. 

406.  Nous  appellerons  apsides  supérieures,  les  points  de  l'orbite  S1,  S% 
S*,  etc.,  où  l'on  a  p%  =  m,  et  apsides  inférieures  les  points  P,  1%  P,  etc., 
où  l'on  a  /**  =  m'.  La  raison  de  cette  dénomination  est  que  la  somma  des 
rayons  vecteurs  r+s  est  un  maximum  dans  les  premiers  points,  et  un  mi- 
nimum dans  les  autres;  mais  il  importe  surtout  de  remarquer  une  propriété 
générale  des  apsides,  tant  supérieures  qu'inférieures,  savoir,  que  dans  ces 
points  l'orbite  est  toujours  tangente  à  l'ellipse  ternûnatrice  jfssxm  <m 
/>>  —  m!. 

En  effet,  si  l'orbite,  qui  a  un  point  S  commun  avec  l'ellipse  supérieure 
/>*=m,  coupait  cette  ellipse,  il  y  aurait  des  points  de  l'orbite  qui  appar- 
tia»draieat  à  u*e  ellipse  plus  grande,  et  pour  lesquels,  par  conséquent, 
on  aurait  p*  >j»  j  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu ,  puisque  m.  est  la  plus  grande 
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valeur  de  /?*.  De  même  û  l'orbite,  qui  a  un  point  1  commun  avec  fellipae 
inférieure  p*  =  m'y  entrait  dans  cette  ellipse ,  il  7  aurait  des  points  de  l'or- 
bite qui^  appartiendraient  à  une  ellipse  plus  petite,  et  pour  lesquels  on 
aurait  p*<nf}  ce  qui  ne. peut  encore  avoir  lieu,  puisque  m'  est  la  plus 
petite  valeur  de  p%. 

11  ne  peut  y  avoir  d'exception  à  cette  propriété  générale ,  que  dans  le 
cas  où  l'orbite  aurait  un  point  de  rebroussement  qui  aboutirait  4  l'une  des 
ellipses  terminatrices ,  ou  bien  dans  le  cas  ou  la  vitesse  du  corps  serait  xéro 
au  point  S  ;  car  alors  U  reviendrait  sur  ses  pas ,  en  suivant  le  même  arc 
de  courbe. 

407.  Pour  procéder  maintenant  à  l'intégration  de  l'équation  (3)  ,  il  but 
transformer  convenablement  les  deux  membres.  Et  d'abord  puisqu'on   a 

P=M  (m—p*)  (p— m')t  si  l'on  fidt^«  1— -^  et/>'=*t(i— o*sinNj,), 

on  ama  la  transformée 

dp  i  dfy 

l/P  —  t/(mM)  *  V(«  —  c*rfnS*)* 

On  a  ensuite,  d'après  les  formules  de  l'art.  379; 

(!— iW)Q==À+Bmm'+(m4-m^^ 

mais  il  y  a  deux  cas  k  distinguer,  selon  que  les  facteurs  du  second  membre 
sont  réels  ou  imaginaires. 

408.  Premier  cas.  Si  ces  facteurs  sont  imaginaires,  ou  ii  l'on  a 

m— m'       *tfàM 
i—mm'^A  +  B' 
on  pourra  supposer 

Q  =  (M— B)(i  +  aacos8.?'4-«Y), 
a  et  9  étant.détenninés  par  les  équations 

..       W+B      '___a_  JP»+m')(A  +  B) 

(Tailleur»  on  a,  comme  dans  l'art.  378,  M=- ?,  M— Bs=-^ *•. 

Cela  posé,  si  Ton  dit  r=  sin^ff,  q*x  —  tang£Ç,on  ans*  ta  transformée 

dq   _  i  «g 

t/Q       •  aj/CM—  Bm)  '  i/O  —  *msingÇ)" 

55. . 
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as  t/^~^\  et  l'équation  (3)  deviendra 

.  d* <% 

mais  j'observe  qu'on  peut  mettre  tf— 4  à  la  place  de  4,  w118  changer  la 
valeur  supposée  /?*  =  m  (  i  —  c*  sin*%|/)  ;  a*nsi  ou  peut  supprimer  le  double 
signe  de  celle  équation ,  et  écrire  simplement 

k  d*  —  <% 

V(i— c^sin^)         VO-»*»^)' 

ce  qui  donnera,  en  intégrant, 

*F(c,4)  =  F(x,Ç)+C". 

469.  U  Vagit  maintenant  de  déterminer  la  constante  C*.  Or,  d'après  Fetat 
initial  du  mouvement,  tel  qu'il  est  supposé  dans  l'art.  3y4,  on  doit  avùif  au 
point  A ,  q  =  o  et  p*  =  ro°»  Faisant  don,c  £=o  et  4>  =  *>  ce  qui  donnera 
m°  =  /7j(i  —  c^sin'é),  ou 

•  •«  m— m*       m  —  m° 

on  aura  C  =  —  A*F(ç,  e);  ainsi  l'équation  de  la  courbe  sera 

AF(*,4)-AF(e,€)  =  F(*,0. 

Mais  il  importe  de  savoir  si  l'angle  €,  déterminé  par  la  valeur  de  sin*£,  est 
aigu  ou  obtus;  car  l'équation  de  la  courbe  ne  serait  plus  la  même  si  l'on 
mettait  ir  —  eh  la  place  de  e* 

Pour  cela  il  faut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  faire  en  sorte  que  les  cbef- 

ficiens  -^,  —r.  soient  tous  deux  positifs  au  commencement  du  mouvement. 

Or,  on  a  au  point  A,  $=0,  û>  =  o,  ?  =  o,  p  =  Vm*\  ^r=VAcos/», 

rd$=ydt  sm p;  d'un  autre  côté  les  équations  r=     J^    t  — -      *    ., 

tang  £$  3=  -  étant  différenciées ,  donnent  au  même  point  A  où  7=0 ,  dr= 

aapdfo      j    •         flfa      . ^dq       pdf        p  --   .  (1  —  w°)l/mair  . 

on  a  en  général  y  =  -^  tang  £  Ç,  ce  qui  donne  au  point  A,  -^=  -p-  .  ^  ; 
doné 
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cette  valeur  est  toujours  positive.  Pour  avoir  celle  de  -t-,  j'observe  qu'on  a 

dr=  Vdt  cosft=g(i2^)aî  donc  au  point  A,  g=^=J^!.Vcos^?d'aU. 

leurs  l'équalion  p*=m(i~- câsin*4)  donne  pdpz=z— *mc%  sm^costl^l; 
donc  au  poiut  À,  où  \|/ =  £,  on  a 

<AJ> y/m°  fo.^        (i  — Jit°)»Vco3^ 

rf/  """"       /7ic*  lin  i  cos  i  *  dt  namc*s\nt  cosi 

De  là  on  voit  que  pour  rendre  -j-  positif,  il  faut  toujours  prendre  cqsc  de 

signe- contraire  à  cbsj*,  c'est-à-dire  que  les  angles  t  et  /»  seront  toujoors, 
l'un  aigu;  l'autre  obtus. 

-  Par  cette  condition,  l'angle  €  sera  entièrement  déterminé,  et  la  courbe 
décrite  par  le  mobile  se  construira  au  meyen  de  l'équation 

*F(c,  4)-*F(c,  €)=;F(*,Ô> 

-qu'il  faudra  combiner  avec  les  équations  /*■  =  jw(i  —  ^  sin*%{,),  q  = 

-£-  tangy£.  On  voit  par  ces  dernières,  que  p  restera  toujours  positive,  mais 

que  q  prendra  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives,  depuis  zéro  jusqu'à 
l'infini.  On  déterminera  d'ailleurs  les  coordonnées  x  et  j  parles  formules 
de  l'art.  38 1 ,  où  l'on  voit  que  l'ordonnée  j*  change  de  signe  en  même  temps 
que  la  variable  q.  ^ 

4io.  L'équation  qu'on  vient  de  trouver  pour  la  courbe  décrite,  peut  en 
général  se  réduire  à  deux  termes;  car  en  faisant  F  (4)  —  FCO^Ffé),  c 
étant  le  module  commun  à  ces  fonctions ,  on  aura 

mais  alors  il  faudrait  -exprimer  p  en  fonction  de  £.  Or,  d'après  l'équation 
supposée ,  on  a  (  art.   1 8  )  >  en  faisant  y/ (  i  -—  c*  sin*£)  =  A  (  £ )^pt. . .  ^ 
V/(i  —  o%  sin*  i)  =  A  (î)  , 

Mais  cette  expression  étant  assez  compliquée,. il  est  préférable  de  laisser 
l'équation  de  la  courbe1  danS  sa  fprme  à  trois  léfmê$,  laquelle,  d'ailleurs,    v 
n'est  pas  moins  facile  à  résoudre,  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  %|/  pair  le 
moyen  de  Ç,  ou  réciproqhentenfr.  "       ,  :    \     * 

Cette  équation:  se  simplifie  d'cllg-aiême  doubles  deux  cas  ptriâciAicmoù 
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le  point  A,  origine  du  mouvement,  est  une  apside  supérieure  ou  infé- 
rieure. 

4n.  Si  le  point  A  est  une  apside  supérieure,  ce  point  ne  pourra  être 
qu'un  des  sommets  de  l'ellipse  p%  =  m  j  on  aura  par  conséquent,  dans  ce 
point,  m°  =  m  et  /*=f  *•,  ce  qui  donnera  *=o,  et  l'équation  de  la 
courbe  sera  simplement 

*F(e,4)=«F(*,0- 
Si  le  point  A  est  une  apside  inférieure .  ce  point  sera  un  sommet  de  l'ellipse 
^=mr,  et  on  aura  m°=wif,  /^=^,  ce  qui  donnera  €=£w.  Dans  ce  cas, 
l'équation  delà  courbe  contient  encore  trois  tenfces,  savoir,  &F(c,  4)~—£F>c 
=  F  (*,  £)  j  mais  en  faisant  la  même  transformation  que  dans  l'article  pré- 
cédent, et  substituant  dans  la  formule  k  valeur  £=£<*,  on  trouve  p  = 

V^(i-^^)=|/(»-^sm^)>  *F(*>  £=F(*>  0;  et  comme  rien  n'em- 
pêche de  mettre  4>  au  lieu  de  £  dans  ce  résultat,  l'équation  de  la  courbe 
sera  toujours  de  la  forme . 

*F"(c,4)-F(»,C); 

mais  on  aura  p  sa  — ^L—et^jL-tangi  Ç. 

4i  a.  Second  cas.  Si  les  facteurs  do  polynôme  Q  sont  réek ,  on  si  l'on  a 

m— ni  ai/AB 

on  pourra  supposer 

Q=CM-B)(.4-*f)(i+«y), 
»  et  a'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les  équations 

*  +  * A+W     '>?*— A+*W 

Sbit  a  >  •*' ,  si  l'on  (ait  xâ  =  i  —  —  et  ^r  s=  —  tangÇ ,  on  aura  la  trans- 
formée 

Soit  enfin  A  =*  y  \  i»M  0  ^  v  Gt^v  *  *  **  aura  *,®cFMltiaD  de  !* 
oomdbn 

*F(c,4)-AF(c>«)*sF(»,0, 
a  *akor  de  4  au  P0*"*  A  »  donnée  par  FéqttatM* 
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On  trouvera ,  comme  ci-dessus ,  que  l'angle  €  est  toujours  de  même  espèce 
que  7T  —  /*,  ce  qui  achèvera  de  déterminer  cet  angle.  Ensuite,  pour  con- 
struire la  courbe ,  il  faudra  joindre  a  l'équation  précédente  les  équations 

/>*  =  ro(i  —  c*sin'4)f  fl  =  ^tang£. 

.  4f3.  Si  le  point  A  est  une  apside  supérieure ,  on  aura  é  =  o,  et  l'équa<- 
tion  de  la  courbe  sera  simplement 

*F(c,4)=:F(x,Ç). 

Si  le  point  A  est  une  apside  inférieure,  on  aura  €  =  j9T  ;  alors  l'équa- 
tion de  la  courbe  sera  encore  de  la  même  forme,  mais  on  aura 

Les  deux  cas  principaux  que  nous  venons  de  développer- sont  le»  seuls 
qui  soient  compris  dans  le  premier  système.  Nous  allons  donc  passer  à  l'exa- 
men des  cas  qui  appartiennent  au  second  système;  mais  pour  cet  effet  il 
faut ,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  déterminer  les  constantes  C  et  C  dans 
l'hypothèse  que  le  point  A,  origine  <ïu  mouvement,  est  situé  sur  l'axe  en- 
tre les  deux  centres  des  forces  F  et  G. 

Recherche  des  cas  principaux  contenus  dans  le  second  système. 

4i 4-  On  a  déjà  vu  que,  dans  Je  second  système,  k  Valeur  de  P  doit  tou- 
jours être  de  la  forme 

dans  laquelle  m  est  positif  et  <  1 ,  ni  étant  positif  aussi,  mais  d'une  gran- 
deur non  limitée.  »■»*   \» 

Dans  ce  système,  la  valeur  de/**  varie  entre  les  limbes  2^0. ei^  .\$y$ 
les  points  où  p%  =  m  sont  les  apsides  supérieures  S1,  S*,  S*,  etc.,  dans  les- 
quelles l'orbite  est  tangente  à  l'ellipse  tertninalriçe/f  te=  m  ;  tous  les  points 
où  />*=o  peuvent  être  fëgardés1  comme  ^es  apsides  intérieures  P,  1%  P,  etc., 
puisque  là  eompié  dep  rayons  vecteur*  Fl  +  lGy  égale  &FG,<  m  nA'mù^ 
mum  ;  oes^pobtp  sont  en  raime  :  f  ejm>s  ,les  iptetseç^ofl* ,  de  (la  fq^rbe  ^v** 
l'axe  entre  les  deux  centres  F  et  G.  iW 

-4*5,  Soit  A  le  point*  de  t'axe  situé  entre  tf  et  C ,  qu'on  prend  pour  cri-  f%. 


1* 
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gine  du  mouvement;  soit  Y  la  vitesse  initiale,  et  ft  l'angle  EAH  que  fait 
la  direction  de  cette  vitesse  avec  Taxe  :  les  angles  /u,  ç,  *  sont  ouverts  d'un 
même  côté;  ils  prennent  naissance  lorsque  leurs  côtés  sont  confondus  avec 
la  partie  de  l'axe  dirigée  dans  le  sens  GFE. 

Cela  posé,  on  aura ,  au  point  A ,  les  valeurs  *=o,<p  =  7T,  a>  =  o, 

'Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (1)  et  (2),  afin  de  déterminer 
les  constantes  C  et  CI ,  on  en  déduira 

C=iay-(i  +  B)(i+m«). 

^  (1  +»•)• 

Mais  puisqu'on  a  en  général 

et  que  cette  même  quantité  est  représentée ,  dans  le  second  système  t  par 
la  formule 

P  =  M  \rnrn1  -f  (m— m')  />•  ■— /*], 

on  aura  pour  déterminer  M,  m,  ni  ,  les  équations 

mm         (A  +  B)  (1 +!»•)*—  £  aV»  n**  §m  V  ' 

AaV»  —  —Q  —  B»°)  (1  +m°)*  —  aVnf  rin> 
m  —  m'  =  (A+B)  (1  +  m°y — £aV»  m*  sûn>  ' 

M  =  ^^==A+B-|aV^-^^ 

1  +  mut  "  •  (  1  «+•  mf  )•  F 

ensuite  la  valeur  de  Q  sera  donnée  par  la  formule 

(1  +W)  Q  =  \  —  Bwim'  -f-  (A  +  B)  (m  —  m1) çm  +  (0  —  Ainw') g*. 

4 16.  Procédons  maintenant  à  l'intégration  de  l'équation  (3),  ettoitd'â~ 

boi*d  ir^s  Vm  côs  ?,€?•==     •     -7 ,  on  aura  la  transformée 
c*  nt  "t-  7» 

f.i    '      .  •  ' ■  *     \ 

- ■•    .-.'     .*    A^-.       «        .  & Ki    • 

WSJRxiiuÇonyifOtld'obtwir.utt  résultai:  positif,  parc»  que  k  première  valeur 
êtp  étaat'léft>;'1éelle  dé  ^  doit  être  positive.  Or,  en  feisant  F'c— F(e;  £)= 
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as—  /(  __   .  .  »wv  ;  et  comme  l'équation  supposée  donne  cos  g  = 

*"?*— ,  il  s'ensuit  que  si  Ton  fait  directement  d  8    ^"^t-, 
on  aura 

ifr  _m         c  dp 

VT""  i/(Mm)#  y(i— c*sm*+)' 

Cette  valeur  restera  toujours  la  même  dans  tous  les  cas  du  second  système; 
mais  celle  de -^  sera  d'une  forme  différente,  suivant  les  différent  cas ,  c'est- 
à-dire  suivant  les  différentes  formes  que  peuvent  prendre  les  (acteurs  dont 
le  polynôme  Q  est  composé.  Nous  allons  examiner  successivement  ces  diffé- 
rens  cas,  mais  nous  nous  bornerons  toujours  à  ceux  qui  supposent  les  quan- 
tités A  et  B  positives. 

417.  Premier  cas.  Supposons  qu'on  ait  à  la  fois  A  >  YSmm'  et  B  >  Arnm', 
en  sorte  que  mni  soit  non-seulement  moindre  que  l'unité ,  mais  moindre  que 

B     A 
le  plus  petit  des  rapports  £,  g-.  Soit  de  plus  (  A+B)*  (m  —  ntf ....... 

<4  (A  —  B  mm')  (B — Ammf) ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  ' 

m  +  m'  ay/AB 

i+mm'  <  A  +  B# 

Ces  conditions  ayant  lieu ,  on  pourra  faire 

Q  =  (M  — B)  (i  +  2*cosft.y*-f-*Y), 

a  et  A  étant  déterminés  par  les  équations 

*  —  A-BW     •*** A-lW ' 

Cela  posé,  soit  q  =  t4-  tang££,  *ssin£0,  on  aura  la  transformée 

dg  i  <K    

l/Q23' a j/(M*—B-)  #  i/0  — **«?«)' 
Soit  enfin 

l'équation  (3)  deviendra 


et  ton  intégrale  sera 

T.  L  56 
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£  étant  la  valeur  de  Ç  lorsque  *=o:  alors  on  a  y=  i/m°j  ainsi  e  est  donné 
par  l'équation  tang  \  €  =  |/(am°). 

4i8.  Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  ^  et  ~  lorsque  *=  o.  Puis- 
qu'on a  rz=zj^—  —  7^p>  tang  £  œ  =pqy  ces  équations  étant  différen- 
ciées, donnent  pour  le  point  A  où/tt=eo  et  a>=t>,  ^»r~x^,  ±d&=qdp; 

donc  ^  — ^  •  &  =  îf^' Vsin^  Cetle  valeur  e8t  Positiv*i  d°nc  ^,  qui 

est  du  même  signe  que  ^,  est  aussi  positif.  Il  it&te  à  fcire  en  sorte  que  ? 
soit  awsi  po«iti£ 

d'un  autre  côté,  l'équation  J  =  77J  tang££  donna  dq  =  -Ar-  »^jjw;  donc 
a*  p**at  A,  on  aura 

Ainsi  la  râleur  de  ^  ne  sera  positive  que  lorsque  Pangle  fi  sera  plus  grand 

qu'un  droit.  Dans  cette  hypothèse,  l'équation  de  l'article  précédent  est 
exacte,  et  il  n'y  a  aucune  ambiguïté  sur  h  valeur  de  l'angle  f  déduit  de 
l'équation  tang  £  «5=?  {/(ajn9). 

419.  Mais  si  l'angle  fi  est  moindre  qu'un  droit,  alors  le  coefficieut  ^ 

de 

deviendra  négatif,  et  l'éguation  (3),  dans  laquelle  nous  avions  négligé  le 

double  signe,  cterra  être  écrite  ainsi, 

Pour  la  ramener  à  la  forme  ordinaire  ,  nfaus  prendrons  une  nouvelle  va- 
riable g,  telle  que  tang  Ç  tang C  =  J=— U—,  ce  qui  donnera. 

_  *      r  t£  VO— ) 

l/(xv^mï^ ^^V't»— ' **sinaV) >  **  ? devra étpç  expriaiée en- fonction 
de  Ç,  et  on  aura  ,  =  £  .  y(l_„^|)4;^  Par  le  moyen  detatte 
valeur  substituée  directement  tfems ïa  quantité  !^,'on  aurait  trouvé. . 

V/Q  *~  av/(M«  — 5ô  "  4/^^urf  lia^çi'  "»»  f  éqjiatiph  (3),  qui  est  alors 
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•^  =5  —  ^£r,  a  potir  transformée 

et  son  intégrale  est 

tf(*,4)«3F(»,  e)-F(»,  «), 

€  étant  déterminé  par  Féquation  i/(an?)z=.  -77 fc  T* V   t  _  . — ;  d'où 

l'on  tire 

1— «m* 

4^o.  n  résulte  de  cette  analyse,  que,  dans  tous  les  cas,  l'équation  de  la 
courbe  sera  représentée  par  la  même  formule 

k¥(e,  4)=rF(*,0-F(*,Oî 

que,  dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  p  sera  j»s=s      *  J^J"-  >x\  \  ******  V** 

les  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  la  variable  tj  et  de  la  coudante  *, 
seront  différentes,  selon  que  l'angle  (4  qui  détermine  la  direction  de  la 
vitesse  initiale  est  plus  grand  ou  plus  petit  qu'un  angle  droit. 
Si  l'on  a  j*  >  j  tt\  les  formules  dont  il  s'agit  seront 

tang£€=  t/(*#W),     çss^tangK; 
si  l'on  a  ft  <  jsr,  ces  formules  seront 

tangé  —  ^j^— ^,     7—  ^  •  !/(!  —  «•  "iîn*Ç)  +  Ctinr 

42i.  On  pourra  éviter  la  distinction  de  ces  deux  cas,  et  s'en  tenir  au  pre- 
mier, «lui  est  le  plu*  abttpJe,  si  l'en  désigne  constatmneAt  par  ¥  celai  des 
deux  centres  où  l'angle  FA  H,  formé  par  la  tangente  AH  avec  l'axe  du  côté 
de  F,  est  un  angle  obtus.  Gette  hypotbm  ne  diminue  en  rien  la  généralité 

FA 
de  la  solution,  puisque  d'ailleurs  m°,  qui  représente  le  rapport  £jr,  peut 

avoir  une  valeur  quelconque  depuis  zéro  jusqu'à  l'mfini,  et  qu'il  n'y  a 
aucun  avantage  à  supposer  le  point  A  plus  près  de  F  que  de  Q9  c*  qui 
rendrait  m°  <  1. 

Pour  éviter  une  stjjdivisioa  inuôfe,  xums  choisirons  de  même,  dans  les 
autres  cas  généraux  qui  nous  restent  à  examiner,  le  centre  relativement 
auquel  k  solution  se  présente  souf  ta  forme  la  plus  simple,  lorsque  cette 
solution  sera  susceptible  de  deux  formes. 

56.. 
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422.  Nous  pourrions  passer  sous  silence  le  cas  de  ft  =  J^,  parce  que 
ce  cas  particulier  ne  peut  avoir  lieu  dans  le  cas  général  dont  nous  nous  occu- 
pons. En  effet ,  comme  on  aurait  alors  ^  s=s  o ,  il  faudrait  qu'on   eût  en 

même  temps  Q  =  o,  et  qu'ainsi  q%  —  m0  fût  facteur  du  polynôme  Q;  ce 
qui  n'a  pas  lieu,  puisque  les  facteurs  de  Q  sont  imaginaires,  excepté  dans  le 
seul  cas  de  9  =  o,  où  ils  deviennent  égaux  et  de  la  forme  1  -f-oy%  non 
semblable  a  ç*< — m°. 

Au  reste,  si,  dans  la  supposition  de  /u=±7Ty  on  cherchait  à  vérifier  la 
condition  (A 4- B )•(/»  —  m')â<4(A  —  Bmm')(B  —  Aiwin'),  d'après  les 
valeurs  de  mm'  et  m  — m'  données  art.  ^\gf  on  trouverait  que  cette  con- 
dition n'a  pas  lieu;  car  elle  donnerait  pour  résultat, 

[iaV(i  —  mO  =  (^  +  Bm-)(i+m^<o. 

Ainsi  lorsqu'on  a   my'nL  <  ^ttt >   l'orbite  ne  coupera  jamais  l'axe  à 

angles  droits  entre  les  deux  centres  F  et  G. 

423.  Second  cas.  Soit  encore  A  >  Bmm'  et  B  >  Amm',  et  supposons  de 

plus  qu'on  ait 

m+m'         a  |/AB 
\  +  mm'  ^   À  +  B> 

ces  conditions  ayant  lieu,  les  facteurs  du  polynôme  Q  seront  réels,  mais  il 
y  aura  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  m  — m*  est  positif  ou  négatif. 

424.  Soit,  i°.  m'<m,  on  pourra  faire 

Q=(M-B)(i  +  «f)(i  +  «y), 
ci  et  a'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les  équations 

-    ■    -;_("»  —  »Q(A  +  B)        _.,_B  —  Amm' 
*  +  «  —  A-BW >     **~  A-Bmm^ 

Soit  a  >  *' j  si  l'on  fait  x»=  1  —  ^-  et  ^  =  -£-  tang  Ç,  on  aura  -^  = 


— Soit  ensuite 


ràpat»  (3)  d«i«,dr.  *V(,_^Jo.^  =  t/(._frin.C),  «  «m  i»"pd. 


sera 
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i  étant  la  valeur  de  Ç  au  commencement  du  mouvement,  valeur  connue 

par  Féquation 

tang€=s  |/4a/n°).  • 

Mais  pour  que  l'équation  générale,  dans  laquelle  nous  avons  supprimé  le 

signe  ambigu,  soit  exacte,  il  faut  que  £  soit  positif.  Or  on  a,  au  point  A, 

comme  dans  Fart.  4 18,  2  =      *£jl  «Ycosfor — /tf).  D'ailleurs  Féquation 

q ss  —-  tang£,  donne  au  même  point,  27  =  V^^.cos'é  .  ^;  donc  ^  sera 

positif  si  co*(*r  —  /*)  est  positif,  ou  ai  Ton  a  /*>ï*. 

Dans  le  cas  contraire  y  il  faudra  transformer,  la  variable  £  comme  on  l'a 
fait  dans  l'art.  4!95  b***8  on  Peut  **  dispenser  de  ce  calcul,  en  choisissant, 
pour  le  centre  F,  celui  des  deux  pour  lequel  l'angle  fi  est  plus  grand  qu'un 
angle  droit. 

4a5.  Soit,  a0,  m!  >  m,  les  autres  conditions  étant  les  mêmes  que  dans 
l'art.  4^3  >  on  pourra  faire 

Qte(M-A)(/-*)(?'-*'')> 
et  et  et'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les  équations 

„    .    -;_(»"'—  m)(A  +  B)        „_,^A  —  Brow' 
*"*""  —  Vb=Â^7 >     "*  —B-Am^*1 

Soit  *  >  •'}  si  Fou  firit  x**s i-  et  ^ ^-f^,  on  aura  —t^  = 

ï?(m^xô  •  k". -1-  *ro-  ^ d0PC  *= c  y/G  •  y^)=  n/(tt£) 

et  l'équation  (3)  deviendra,  en  supprimant  le_signe  ambigu  et  intégrant, 

*F(c,4)=F(*,0-FC»,  «); 
c*est  l'équation  de  la  courbe  qu'il  faudjra  combiner  avec  les  équations 

c  y/m' gin 4*  -    __  |/# 

^  — |/(i— ci8m^^),       9~«nT 

4^6.  Pour  déterminer  ta  constante  €,  on  aura  d'abord  Féquation  sine 
=  \/(-y  ?  mais  cette  équation  laisse  incertain  &  l'angle  s  est  aigu  ou  obtus. 

Il  faut  fixer  cette  incertitude  en  satisfaisant  à  la  condition  que^j  soit  positif 
au  commencement  du  mouvement. 
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Or  on  a,  comme  dmis  Fart.  4*8,  t£  =     ««/  «  «▼'cosf'gr— »;*);  d'ail- 

leurs  l'équation  a  sa  -r-A  donne  au  point  A  f  Ï37  =  —     .  P        .  S    ou 
1  '        8ïùç  r  7  a*  V/cc.coaf    «•* 

ff~h5S5^"'Vcai'ilail8ii. 
donc  ^  sera  toujours  positif,  si  l'on  prend  €  cto  même  espèce  que  y*.  Cette 

condition ,  jointe  à  la  valeur  $in  £  s=*  i/-^; ,  détermine  complètement  l'angle  £, 

qui,  dans  ce  cas  comme  dans  tous  les  autres,  est  toujours  moindre  que  deux 
angfeadroits.  -1 

Si  l'angle  p  est  droit,  <£es*-fc-dire  si  la  Umgente  en  A  est  perpendiculaire 

à  Paxte/ <m  aura  aussi  é sss £ tt,  et  Péquation  sin € a=  i/-^ donnera *=m° ; 

alors  Q  aura  pour  facteur  y*  —  m°;  c'est  un  cas  dont  nous  avons  déjà  ren- 
contré un  exemple,  art.  4?a. 

Dans  ce  cas,  l'équation  de  la  courbe  deviendra  AF(c,->|,):=F(x,Ç)— F'x, 
et  on  peut  réduire  le  second  membre  à  un  seul  terme,  en  faisant  F(x,£) — 

Fcxs=F(x,  g'),  ce  qui  donnera  sin£_=  «tfai^gv   Supprimant  ensuite 

les  accens  dans  le  résultat,  on  voit  que  pour  le  cas  de  fi=±'X ,  on  aura  les 
équations 

w(.,+).*fr,-0,  p-v¥Mry  '*-*>*-&=&*■ 

427.  Troisième  eus.  Sup^osoafc  paadnUn*Bt  A<  Bm*n'  et  B  >  Ammf, 

A  B 

on,  m  d'autres  terMes ^  A  < B,  et  mm'  tout-à- la-fois  >  ^ et  <  j  ;  alors 

on  devra  faire   x 

Q=(M-A)(^~«)^  +  «'), 

*  et  a'  étant  des  quantités  réelles  et  positive?  déterminées  par  les  équations 

■'       *        „/  — (m'-nQ(A-l-B)       ^,_BW-A 
B  — Amm5        *  — B  —  AmnT 

80,1  *=;+? et  ? =i;E» on  awa  ?q=V(m*'- **')  •  Mi-**xr 

soit  enfin  A=  \  y/(^ .  -^-)  =  y (£^)»  i'éq"**»11  (3)  <terô»<*«f 
en  substituait  et  en  intégrant, 
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c'est  l'équation  de  la  courbe  qu'il  faudra  combiner  avec  les  équations 

mmmt      c\/ml .  si oij'  mm_m   y* 

Quant  à  hr  valeur  dé  £*  elfe  devra  satisfaire  adéquation  cos*=  Vw)  '  otl 
l'on  voit  que  £  sera  toujours  <C;^;  nui»  il  faut  en  outre  que  le  coefficient 
~  soit  positif  à  l'origine  du  mouvement. 

Or,  l'équation  q  cosÇ  sa  i/o.  donna  au  poûu  A,  -~  sa  j?  oot  «  ;  substi- 
tuant la  valeur  de  S  de  l'art.  4*8 ,  il  viendra 

ainsi  la  valeur  de  ^  ne  sera  positive  que  lorsqu'on  aura  f*  >  £  ar. 

Si  l'on  a  ^=*Jçr,  il  fendra,  d'après  l'équation  précédente,  qu'on  ait 
€bso,  et  par  conséquent  aasw/'yetest  ans»  ce  qu'on  peut  vérifier,  d'aprè» 
les  équations  de  Fart.  4*5,  en  y  faisant  A*  =  7 7t,  et  combinant  ces  èqua- 
tîaas  avec  celles  qui,  dans  le  cas  présent,  servent  à  déterminer  et  et  et9. 

Dans  ce  cas  donc ,  Péquation  de  la  courbe  se  simplifie  et  devient  AF(c,  <v|,) 

=  F  (  *,  Q.  Qn  peut  d'ailleurs  s'assurer  <jq£  la  valeur  die  ^,  <jui  reste  inda- 

ttnrâée  datais  fenuuto  prdfeédeufe,  devra  être  positif.-  Eu  effet,  pu*»* 
qu'on  a  a  =  w°j  la  valeur  de  Q  devient     ^  ,         .  n 

Q  =  (M-A)(^~m->(r  +  ^ 
d'aè  i'«i  v«fe  <p*  mP'efttla  plwr  petit*  Valeur  de  qû*7  dono  ^  etft  positif,  et 

par  conséquent  aussi  ^£.    ,  ,  .  i;  .     ,. 

4*8.  SH'attglë  A«sft  <s?r,  on  tie  pourra  plus,  comme  dans  l'es  cas  pré- 
cédeus ,  obtenir  la  solution,  en  choisissant  pour  le  centre  F  celui  qui  est 
placé  du  côté  de  l'angle  ft>iT;  car  l'échange  qu'on  ferait  entre  À  et 
B,  substituerait  aux  conditions  A<B/wrc',  B>Amm',  des  conditions  dif- 
férentes B  <  Amm\  À  >  Bmm',  inconvénient  (jui  ne  s'est  pas  rencontré 
dans  les  cas  précédens.  Mais  il  y  a  un  moyen  très  simple  de  changer  la 

et  de 

variable  Ç,  pQur  laquelle  ^  sera. négatif,  en  une  autre  £',  pour  laquelle  -^ 
sera  positif}  il  consiste ,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  à  faire  Ff-J-FÇ'asF1* 
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x  étant  le  module  commun,  ce  qui  donnera  pTTZ^u??)^ —  yy(i    *•&*£? 
Et  comme  par  cette  supposition  on  a  tang£  tangf,  =  ç,  il  en  résulte .. 

Soit  d'ailleurs  s*  la  valeur  de  £'  lorsque  *  =  o,  ou  lorsque  ç*  =  /n%  on  aura 

cosi'=v/(^j). 

Cela  posé,  on  peut  supprimer  les  accens  qui  affectent  £'  et  «*,  et  la  solu- 
tion ,  pour  le  cas  de  /a  <  jTT,  sera  donnée  par  les  formules 

*F(c,  4)bF(i,  C)-F(»,  «), 

4a9*  Ici  se  termine  l'examen  que  noiis  voulions  faire  des  cas  principaux 
du  problème.  Car  si  on  avait  à  la  fois  B  <  A/fira'  et  A  >  Bmm',  ce  cas, 
qui  suppose  A  >  B,  est  entièrement  semblable  au  troisième  cas,  où  Ton 
a  A  <  Bmm'  et  B  >  Amm's  qui  suppose  B  >  A.  Ces  deux  cas  se  réduiront 
à  un  seul,  en  désignant  constamment  par  F  celui  des  deux  centres  ou 
réside  la  moindre  force.  Enfin  si  l'on  supposait  pour  dernière  combinaison 
A<Bmm*  et  B<  kmmly  ce  qui  rendrait  négatifs  le  premier  et  le  troisième 
terme  du  polynôme  Q,  il  faudrait  qu'au  moins  le  second  fût  positif,  et 
qu'ainsi  on  eût  nt'Oij  mais  les  conditions  A<Bmm',  B<Ajwji',  supposent 

mm'  >  i ,  ou  m'  >  — ,  ce  qui  ne  peut  s'accorder  avec  la  condition  ml  <  jk, 

Ainsi  ce  cas  ne  peut  avoir  lieu» 

43o.  Pour  plus  de  clarté,  nous  joignons  ici  un  tableau  général  qui  con- 
tient le  résultat  de  tous  les  calculs  précédens.  On  y  trouvera  les  formules 
qui  servent  à  distinguer  et  à  résoudre  les  différons  cas  principaux  dans  les- 
quels se  divise  le  problème  général  du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers 
deux'  centres  fixes. 
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Tableau  général  des  cas  principaux  du  Problème. 

Nota.  Daiis  les  deux  premiers  cas,  les  valeurs  de  met  m  se  dédaisent  des  données  im- 
médiates du  problème  m°,  V.  p,  par  les  formules  de  l'art  378;  ces  deux  cas  composent 
le  premier  système,  dans  lequel  la  courbe  décrite  ne  peut  jamais  rencontrer  son  axe 
entre  les  centres  F  et  G. 

Dans  les  quatre,  autres  cas,  les  valeurs  de  m  et  m'  sont  déduites  des  données  m°, 
Y,  p,  par  les  formules  de  l'art.  4*5;  ces  cas  composent  le  second  système,  dans  lequel  il 
y  a  toujours, entre  les  centres  F  et  G,  un  ou  plusieurs  points  d'intersection  de  la  courbe 
avec  l'axe;  le  point  À ,  origine  du  mouvement,  auquel  se  rapportent  les  données  mmy  V, 
fé,  est  un  de  ces  points  d'intersection. 


Conditions  et  dénominations. 


m 


m 


CAS  T. 


m— m'  ^*|/AB 

-7fcoa0: 


*■  =  ■ 


Kf*fW)  (A+B) 


A+BW'  V(Amns'+B).  ^(A+Bimis') 

•=**••      *=v/(feë)' 

1  suri 


m— m" 
•  de  même  espèce  que  m — #*. 


CoroUairt  I.  Si  l'on  a  m0  =  m, 


CoroUair*  II.  Si  l'on  a  mP=zm', 


T.  I. 


Équation  de  la  courbe. 


%YHFMcF(.,o, 

/>•  =s  as  (1 — c*ainS0 , 


! 


*F(c,+)=F(^0, 
p»=s  m(i  —  c**tn*4) , 


f  JF(.,4)-rfr,Ç), 


57 
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Condition»  et  d&rattfturtfon» 


,  m  <<»*, 


i  —  mm'  ^  A+B  * 


m 

2|/AP 


CASH 


suri: 


»»-»• 


m— mr  ' 
•  de  même  espèce  que  *■— ^. 


Corollaire  II.  Si  Pou  am°  =  m, 


ftqttaffoft  de  la  courbe. 


*F(c,40-*F(c,.)=F(.,Ç), 


i 


9  =  p-tMgÇ. 


Corollaire  II.  Si  l'on  a  m°  =  mr, 


m' 


ff  = 


i  — c'ainSÊ' 


A>B«w»',    B>A»w»r, 


cas  m. 


«*= 


B—Amm" 


"„o<»6=     ,   K»»-mO  (A+.B2. 


A— BW       "      ^A— Bini»').  ^(8— kmmy 

On  devra  prendre  pour  F  celai  des  deux  centres  vers 
lequel  i'aritffc^FJfl  est  plus  grand  qu'on  droit. 


__     cj/ro'.»in4> 
P~  I/O— «•«inSÔ' 
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Coadftinnfft  dénominations. 


de  la  courbe. 


A>Biw»,  B>Awm',  m'<m, 
m+m'  ^  aVÂB       ^  m 


CAS  IV. 


i-4- TIN»        A+B 


#= 


m+m' 


B  — Amm' 
Bmm' 


•>*',    ^  =  1-7,    *=\/(ÏS)' 

!tangi  =  l/(*ro°). 
On  prendra  pour  F  celui  de  deux  centres  vers  le- 
quel l'angle  p=FAH  est  plus  grand  quVtti  droit 


Y',     c\/ff»/.sin^ 


CASV. 


A>Bjin»',    B>Amn/,    »'>n», 

B — kinm'      '  B-Arom' 


•  +  .'=:! 


7i 


•  de  même  espèce  que  t*> 


Le  cas  deps^i*  danetca&ir,  et  lia  «amas  £os> 
mules  sont  applicables.  Mais  l'équation  de  la  courbe  se 
réduira  à  deux  termes,  au  moyennes  formules  cî- 
pottes. 


cl/m'.sin4' 


*      sroÇ 


tf(er4->>-*<»»{>* 

*        \ cosÇ 


17» 


m  +  m 
,      (m'— m)(A+B)         ,      BW  — A 


CAS  VI. 


JfcF(c,^)=FKO-F(»,.), 
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Conditions  et  dénomination*. 


CAS  VI. 


Équations  de  la  courbe. 


,<*.,     cos. =  ^(£3^), 


Nota.  Si  l'on  avait  les  conditions  B  <  Àjnm' , 
A  >  Hmm',  il  faudrait  faire  la  permutation  entre  A 
et  B,  ainsi  qu'entre  F  et  G,  et  le* formules  du  cas  VI 
dépendraient  applicables  au  cas  proposé. 


AF(e,*)=F(«,Ç)-FC«,.), 

VV   ^(i-*sin«0 
*■  sinÇ 


Nous  allons  maintenant  développer  les  solutions  indiquées  dans  ce  tableau 
général  r  en  nous  bornant  à  celles  qui  offrent  les  résultats  les  plus  remar- 
quables. Nous  donnerons  aussi,  dans  les  cas  principaux,  les  formules  qui 
servent  à  déterminer  le  temps. 

Développement  du  cas  1. 

43  t.  Si  la  vitesse  initiale  et  sa  direction  satisfont  aux  conditions  du 
cas  1 ,  on  connaîtra,  par  les  formules  du  tableau,  les  modules  e  et  x,  ainsi 

que  les  constantes  *,  s  et  A: ss  t/T^Z — •) r  *u  moyen  de  toutes  ces  don* 
nées,  L'équation  de  l'orbite  sera  AF(c,  %|/)  —  *tF(c,  é)=:F(at,  Q,  et  on  aura 
en  même  temps />*=m(i  — -c*sin§4)>  9=s77^  tang«Çî  on  pourra  donc 
trouver  tant  de  points  qu'on  voudra  de  l'orbite.  En  effet,  prenant  à  volonté 
l'un  des  arcs  4>  C>  V*  Peot  comprendre  plusieurs  circonférences,  l'autre 
se  trouyera  par  la  résolution  de  l'équation  £F(tf,  4)  =  *F(c,  s)«+-F(x,  Ç), 
où  un  seul  terqae  deviendra  inconnu.  On  connaîtra  donc  les  valeurs  de  p 
et  q\  quant  aux  signes  de  ces  quantités,  on  observera  que  p  reste  toujours 
po&itif ,  parce  qu'il  ne  devient  jamais  zéro,  ses  limites  étant  |/i»  et  |/W; 
mais  que  q  prendra  le  signe  qui  convient  à  tang££,  suivant  les  valeurs 
indéfiniment  grandes  de  l'arc  £•  Ensuite  le  point  correspondant  de  la  courbe 
se  trouvera,  soit  par  les  valeurs  de  r  et  s  exprimées  en  fonctions  de  pet  q 
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(art.  372),  soit  plutôt,  pour  ne  laisser  aucune  indétermination,  par  les 
valeurs  des  coordonnées  GI*  =  x,  PM=J,  lesquelles  sont 

«(»—  PY)  _  lapq 

43a.  Puisque  l'orbite  dont  il  s'agit  est  renfermée  tout  entière  dans  l'es- 
pace que  laissent  entre  eux  les  périmètres  des  deux  ellipses />'= m,  pâ=  m7,  Fig.  *>. 
décrites  des  mêmes  foyers  F  et  G;  soient  E  et  D  les  sommets  voisins  de  ces 

ellipses,  en  sorte  qu'on  ait  m  =  g^  et  m'sssgg,  les  deux  autres  sommets 

étant  L  et  K  ;  il  est  visible  que  l'orbite  qui  commence  au  point  A  ne  pourra , 
dans  ses  circonvolutions,  couper  l'axe  que  dans  les  intervalles  KL  et  DE. 
Y  oyons  d'abord  comûient  on  détermine  ces  intersections,  qui  sont  des  points  - 
d'autant  plus  remarquables,  qu'ils  servent  à  compter  les  révolutions  et 
demi-révolutions  du  corps  dans  son  orbite.       , 

A  partir  du  point  A,  le  point  B1,  où  la  courbe  rencontre  son  axe,  se 
trouvera,  d'après  le  n°  38a,  en  faisant  9=  00  ou  Ç  =  w.  Soit  y'  la  valeur 
correspondante  de  4  %  de  sorte  qu'on  ait 

F(c,  >')  =  *(«>  «)  +  J  F'*; 

supposons  qu'on  ait  déterminé  J*  par  l'équation  F(#,  JN,}  =  t  F'x,  ce  qui 

peut  se  faire  par  la  méthode  du  n°  71 ,  il  restera  à  résoudre  l'équation 
F(<?,  /)=sF(c,  é)+F(c,  <T'),  ou  simplement  Fy'ŒFiH-FcT',  c  étant  le 
module  commun  à  ces  fonctions  }  or,  celle-ci  se  résout  par  les  formules  du 
n°  18,  qui  donnent 

ty/_        ,*«;„•* /\ Vi*  —  c'sin*  JQl/(i  —  c'sip't) —  c'ain/'sipc  cos^coji 

Kl*  —  crnn>;- 1  — c*  sin*^  sin*.  v 

de  là,  ^•  =  w(i—  o*sins3/ )=:=£}  ainsi  le  point  B*  est  déterminé. 

4^3.  A  partir  du  point  B1,  l'intersection  suivante,  qui  doit  avoir  lieu  en 
un  point  A1  situé  sur  la  partie  de  l'axe  ED ,  se  déterminera  en  faisant  7=0 
ou  £=tct.  Appelant  donc  y"  la  valeur  correspondante  de  4?  on  trouvera 

>#par  la  résolution  de  l'équation  F (c,>r/)=F(c,«)4-|  F'x  =  F(c,  c) 

+  *F(c,J"). 

Soit  *"•  l'amplitude  qui  donne  F(e,  <T")=»aF  (*,  cf),  j»  pourra  sedé- 
duire  trigonométriquement  de  &>  y  par  les  formules  de  la  duplication  des 
fonctions;  ensuite  il  faudra  résoudre  Féquation  F^sFi-^F^",  et  on  en 


454  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

déduira  une  valeur  de  ]/(i  —  c%  wx'y")  pareille  à  celle  que  nous  avons 
trouvée  dans  l'article  précédent» 

434*  En  général,  soient  Bl,  Bs,  B*,  etc.,  les  intersections  successives  qui 
ont  lieu  du  côté  du  centre  G;  soient  A1,  A*,  A1,  etc»,  celles  qui  ont  lieu  du 
côté  de  F;  les  valeurs  de  Ç  et  %|/  correspondantes  à  ces  diflerens  points,  sui- 
vant Tordre  arec  lequel  ils  se  succèdent  dans  le  mouvement  d&  corps ,  pour- 
ront se  désigner  comme  il  suit,  en  y  joignant  les  auxiliaires  J",  /*,  J**,  etc. 

Intersections B',  A1,  B*,  A%  B3,  A»,  B«,  etc., 

Ç *,  air,  3*r,  4*5  5*,  frr,  7W,  etc, 

Auxiliaires /',  «T,  J^,  J^*,  J*   <f e,  cT%  etc., 

•4* y»  y\y'\  y%y\  >e,  >v>c.  • 

Ayant  dme  déterminé  la  première  auxiliaire/7  avec  toute  Peaaotitude  néeea- 

saire,  par  l'équation  F(c,  ^)=tFjx,  on  déterminera  les  suivantes,  /", 

/'"*  />T9  etc*  9  Par  Ie*  formules  connues  pour  la  multiplication  de  la  fonc- 
tion F(c,  /')  ou  E/'j  de  manière  qu'on  ait 

FcT^F/',    FJ^^F*',    Fif^=a4F/l,etc. 

Cela  posé,  chaque  valeur  dey  se  déduira  du  /correspondant,  en  résol- 
vant Péquation  Fy  =  F/«+-Fi,  dans  laquelle  y  et  /  prendront  un  même 
nombre  tPaoçens,  tandis  que  s  reste  toujours  le  même;  or,  la  résolution 
de  cette  équation  donne  en  général 

r  \  ''  1— e*sufssuift/ 

On  connaîtra  ainsi  la  valeur  dep?  s  m(i  —  c*  sin*  >),  laquelle  étant  égale  à 

^  ou  à  ££?,  déterminera  le  point  d'intersectiori  correspondant  B* ou  A' 

Les  points  B" ,  B* ,  B1,  etc.,  sont  ceux  où  le  corps  termine  la  iM ,  la  3e, 
la  5%  etc. ,  demi-révolution;  les  pointa  A*,  Àâ,  A*,  etc.,  sont  ceux  où 
il  termine  la  1",  la  a* ,  la  3e,  etc. ,  révolution.  Ces  points  seront  tous  dâf-' 

férens  les  uns  des  autres  ,  dans  chaque  série ,  si  la  quantité  -p—  est  irra- 
tionnelle; mais  si  cette  quantité  est  rationnelle,  le  corps  reviendra,  aprè» 
un  oettam  nombrç  Afe  révolutions ,  att  point  A,  d'où  il  était  parti,  et  la* 
même  période  de  mouvement  se  renouvellera  à  l'infini. 

En  effet ,  le  corps  miendraaupomt  A ,  »  Ton  peut  faire  a  la  fbUÇss  aÂr^et 
4  =  e* -f**i  i  et  e  étant  des  nombres  entiers.  Ces  valeurs  étant  mhs titrée* 
dans  l'équation  JfcF (c,4)  —  AF(^,^«F(x,Ç),  onentireaAeF^Œ^ff1*,  4 
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ou  — pr  —  "•  Donc  si  la  quantité  -^7  «t  un  nombre  rationnel  -  >  le  corps 

reviendra  au  point  de  départ  À ,  après  une  période  composée  de  i  révo- 
fatione,  ce  qui  résulte  de  la  râleur  £  p=  awr.  En  revenant  ainsi  au  même 
point)  on  voit,  par  l'équation  (1) ,  qae  te  corps  aura  la  eoâne  vitesse  qu'à 
l'oqgbte  du  mouweayent  $  «ai*  celte  vitesse  aeta-t-eUe  dkagée  dans  le  mens 
sens  ?  c'est  ce  qu'il  frut  eupnner. 

435.  En  général!  qfuel  qpe  scat  l'état  initial  du  moi*ve»eïit,  si  le  corps  F>g»  *3. 
passe  deux  fois  dans  un  même  point  M  de  son  orbite,  je  *itease  en  oe  point 

sera  égale  dans  les  deux  cas,  et  la  direction  de  cette  vitesse  devra  faire  un 
angle  égal ,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  avec  la  droite  MQ,  qui  divise  en 
deux  parties  égales  l'angle  FMG. 

En  effet,  il  résulte  des  équations  (1)  et  (2),  que  si  au  désigne  par  dz 

l'éléaasnt  de  la  coM*be_,  k  valeur  èk  ^  et  celle  de  -^  .  *-+gy  seront  ks 

thèmes  dans  le»  deux  frasmgte  du  oorps  par  le  point  M.  La  première  quan- 
tité est  le  carré  de  la  vitesse  ;  donc  la  vitesse  est  égale  dans  les  deux  cas  ;     ' 

la  seconde  représente  le  produit  «n  TMF  .  sin  TMG,  ou^  <**  FMG 

—  î  cos  aTMQ,  MQ  étant  la  droite  qui  divise  en  deux  également  l'angle 
FMG.  Donc  si  TM  est  la  tangente  de  Vorbite  au  premier  passage,  la  tan- 
gente de  Forbite ,  au  second  passage ,  sera  nécessairement  l'une  des  deux 
droites  TM,  T*M,  également  inclinées  sur  MQ. 

Le  point  M  devient  un  point  double ,  lorsque  l'orbite  a  deux  tangentes 
différentes  TM,  T'MT;  jamais  il  n'y  aura  de  point  triple,  car  il  est  impos- 
sible que  trois  tangentes  différentes  donnent  une  même  valeur  pour  le  pro- 
duit sin  TMF  .  sin  TMG. 

436.  On  voit  maintenant  que  si  -=^-  est  rationnelle,  et  qu'en  conséquence 

on  puisse  faire  -^  =  etf  -f-  «  et  £  =  ?ct,  ce  qui  ramène  le  corps,  après  un 
mmbmti  de  rtetAetions*  a«  poiaâ  A  d'oa  il  était  parti,  4aam«i  m  peint 
la  infos*  vitesse  V  qu'ee  peint  de  départ»  et  la  Artetioi*  de  cette  Vitesse 
devra  4ftre  éçslMMint  iaelîaée,  dans  un  sens  eu  dans  f estra,  amPi»  FGj 
c'cst-à^wquei'engk  EAJH  t  cpé  est  /*  a»  penat  A  da*s  Féto*  màiet  du 
naoueeaélfct.,  ne  poenre  être  que  jKcaT  ~~1*<>  knrsqee  le  oatfpeser» *e- 

ve+u  a*  peint  A.  Maia  par  le  eelwnr  \de  —fart.  4°fr  )  > OB  voit  qae  Sbr  mm 

pourrait tonti^Mt  dfevepasiti**,  sa  i  lapèacende  p  on  mettait  fr—  /*,  pria- 
que  d'ailleurs  l'angle^  reste  toujours  le  même.  Donc  le  corps  A  revenu  au 
point  A  après  un  nombre  i  de  révolutions ,  aura  en  ce  point  la  même  vi- 
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tesse  et  la  même  direction  qu'au  commencement  du  mouvement;  ainsi  cette 
période  de  i  révolutions  devra  se  répéter  à  l'infini. 

437.  Si  au  contraire  la  quantité  ^-  est  irrationnelle  ,  l'orbite,  composée 

(Tune  infinité  de  circonvolutions  toutes  différentes  les  unes  des  autres,  devra 
remplir  tout  l'espace  renfermé  entre  les  périmètres  des  deux  ellipses/?*  s  m, 
p%  m';  de  sorte  qu'il  n'y  aura  aucun  point  de  cet  espace  cfui  ne  soit  un  point 
de  l'orbite ,  ou  qui  n'en  soit  infiniment  peu  distant.  H  faut  excepter  seule- 
ment le  cas  de  ni  ss  o ,  qui  donne  lieu  i  une  figure  particulière. 

Cette  propriété  n'est  qu'une  conséquence  fort  simple  des  considérations 
précédentes  ;  mais  on  peut  la  démontrer  directement  au  moyen  de  l'équa- 
tion k?  (c,  4)  ""  *F  (c>  *)  =  F  (*>  0>  <lui  doit  satisfaire  i  tous  les  points 
de  l'orbite.  En  effet,  supposons  que  pour  un  point  déterminé  M,  compris 
entre  les  deux  ellipses  qui  limitent  l'orbite,  on  ait/^  =  /7i(i  —  c*sin*4,°) 

et  </=  77^  tang  £  f*î  si  l'on  satis&it  k  l'équation  *F(c,4)  —  *F(c,éJ 

=5  F  (x ,  Ç) ,  en  faisant  4  =  4#  et  Ç  =  £° ,  il  s'ensuivra  que  le  point  M  est 
un  point  de  l'orbite.  Supposons  donc  qu'il  existe  une  différence  quelconque 
entre  les  quantités  *F  (c,  4°)  —  *F  (c,  1)  et  F  (x,  f  )  ;  je  dis  qu'on  pourra 
néanmoins  satisfaire  à  l'équation  IcF  (c,  4)  —  *F  (*  >  «)  =  F  (x,  £) ,  dans  un 
point  de  l'orbite  dont  la  distance  au  point  M  sera  plus  petite  que  toute  quan- 
tité donnée. 

Pour  cet  eftt,  soit  4  =  *»  +  4°>  et  f  =»  **y  H-£°  (*  etjr  étant  des 
entiers  quelconques  )  ;  le  point  déterminé  par  ces  valeurs  sera  toujours  le 
point  M ,  quels  que  soient  les  entiers  x  etjr.  Pour  qu'il  soit  en  même  temps 
un  point  de  l'orbite ,  il  faut  qu'on  ait 

A[a*F'c  +  F(*,4*)_F(c,  c)]  =  4/F'*  +  F  (x,C), 

ce  qui  donne  hx  —  Mp  »N  ,  en  faisant ,  pour  abréger  y  L  ss  KF*c,  Msb*F'x, 
N  =  i*F(c,i)^i*F(c,4*)4-iF(x,r>)-  Or,  en  prenant  les  entiers  x 
et  y  suffisamment  grands,  il  sera  toujours  possible  de  satisfaire  &  l'équation 
hx — Mp  as  N,  de  manière  que  la  différence  des  deux  membres  soit  plus 
petite  que  toute  quantité  donnée.  Car.  soit  pris  à  volonté/*  =  Vf  V  étant  un 

entier,  et  soit  /" —  =zaf  +  £y  al  étant  un  entier,  et  /  un  reste  plus 
petit  que  l'unité  ;  si  l'on  fait  x  =1  a',  on  aura  Lx  — Mf  ss  N—  L/.  Sup- 
posons qu'en  réduisait  la  quantité  irrationnelle  ^  en  fraction  continue,  et 
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prolongeant  le  calcul  jusqu'à  un  terme  assez  éloigné,  on  ail  rp  pour  la  der- 
nière fraction  convergente  vers  r? ,  on  aura ,  par  les  propriétés  connues  de 
ces  fractions,  j=  —  =-p  ==jjjfo  tétant  une  quantité  positive  ou  négative 
plus  petite  que  l'unité,  d'où  résultera  LM'  —  L'M  =  -rrr.  Soit  maintenant 
x=a'  +  M'z,jrz=:b'  -f-L's,  on  aurais  — Mr  =  N  «-  L /  +  ^ 

=  JN  +  -^7  [z  —  -p-jT J  j  soit  donc  «tvj-  .=  <r  ^f-  d  ,  c  étant  un  entier , 
et  £'  un  reste  plus  petit  que  l'unité;  si  Ton  fjit  z  =  c',  ce  qui  donne 
x  =  a'  -f-*'M'-,.T  «  b'  +  c'L',  on  aura  hx  —  Mj  =  N  ~  ^j^.  Ainsi, 
l'équation  proposée  La:  —  My  =5  N  sera  résolue  j  de  manière  que  Perreur 
oir  la  différence  entre  les  deux  membres,  ne  aéra  que  — jï—  ,  quantité  moin- 
dre  que  rp.  Or,  le  dénominateur  M'  donné  par  le  développement  d'une 
quantité  irrationnelle *rr  en  fraction  continue,  sera  aussi  grand  qu'on  vou- 
dra ;  donc  l'erreur  dont  il  s'agit  pourra  être  rendue  moindre  que  toute 
quantité  donnée. 

438.  Âpres  avoir  déterminéles  différées  points  d'intersection  de  la  courbe 
avec  l'axe,  il  importe  de  déterminer  avec  la  même  précision  les  apsides  tant 
supérieures  qu'inférieures,, c'est-à-dire  ies  points  où  l'orbite  est  tangente  aux 
ellipses  terminatrices  p*z=2(n,  p%  =  m1  j  car  la  connaissance  de  ces  points, 
jointe  à  celle  des  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe,  contribuera  beau- 
coup à  donner  une  idée  exacte  de  1*.  figure  de  Cette  courbe. 

Puisqu'on  a,  au  commencement  du  mouvement,  %|/  =  é,  €  étant  moin- 
dre que  180° ,  on  voit,vd'après  l'équation  p%  =  m  (1  — •  c*  sin-  4)>  que  la 
première  apside  rencontrée  pcrrrle  corps  sera  m»  apside  inférieure  si  l'on  a 
s  <  \  *r,  et  une  apside4  supérieure -si  -Pon  a  £>^  En  général,  si  l'on 
désigne  par  S1,  S*,  S*,  et*or  les  opwta  antérieures  çvt  pari%  1*,  F,  l4,  etc., 
les  apsides  inférieures,  auxqtmilea  le  corps  parvient  successivement  à  par- 
tir du  point  A,  ce6  points  sç  détermineront  en  donnant  à  4  ks  valeurs 
successives ,  savoir  : 

pour  le  point**..  ,  I^S1*  II,  S*,  1%  S3,  I*,  S*,  elc, 
T.  I.  58 
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Il  faudra  donc  calculer  les  valeurs  correspondantes  de  £,  en  observant  que 
le  premier  point  I1  doit  être  omis ,  comme  se  rapportant  à  une  époque  an* 
térieure  k  l'origine  du  mouvement ,  si  l'on  a  s  >  \ic.  Il  n'en  est  pas  moins 
nécessaire  de  calculer  dans  tous  les  cas  la  valeur  de  £  qui  répond  au  point  I, 
parce  que  cette  valeur,  une  fois  connue  avec  toute  la  précision  nécessaire, 
sert  à  calculer  trigonométriquement  les  valeurs  de  Ç  qui  répondent  aux 
autres  points  I  et  S. 

En  faisant  4/  =  £  ic ,  on  aura  k  résoudre  l'équation  kFlc  —  ifF  (à,  g)  == 
F  (x,  Ç)  ;  en  faisant  4  =^3TX*n  aurait  à  résoudre  l'équation  aW'c  — JfcF  (c,«) 
=  F  (x,  £) ,  ainsi  des  autres.  Pour  obtenir  une  plus  grande  uniformité  dans 
la  résolution  de  ces  équations ,  supposons  qu'on  ait  déterminé  »  et  S!  par 
les  équations  F*(x,  *t)  fc=  kF  (c,  g),  F  (x,  & )  c=*  kF*c  ;  connaissant  l'auxi- 
liaire <Pf  9  on  déterminera  les  auxiliaires  suivantes  J%  cP'",  JVaT,  etc.,  de  ma- 
nière qu'on  ait 

F<f"=2Fef',  F^srSFcT',  FJN"  =  4FJN',  etc., 

x  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions. 

Cela  posé,  si  l'on  appelle  A',  A",  A"1,  A,T,  etc. ,  les  valeurs  de  Ç  qui  répon- 
dent aux  valeurs  successives  %[/=:£•&•,  iry  \%^  27r,  etc.,  ces  quantités 
seront  déterminées  par  les  équations  suivantes,  où  x  est  le  module  commun 
des  fonctions  ; 

FA'=F<P  —  F», 

FA^FeT  —  F)!, 

FXw  =  FcT—  F*,  etc. 

Ces  équations  étant  toutes  de  la  même  forme  >  il  suffira  de  résoudre  l'équa- 
tion générale  FA=FcT — F*f,  d'oùi'on  ti?e,  par  les  formules  de  l'arU  19. 

%  y sin/coat  y/(i — n'sin*») —  $in»cos/  j/(i  —  ••sia*/)    >  - 

^  •    ^T'ii-lrCQS^çosf— **«in*/;sia'y  +  sin/sbi»  V(\  —  **sin,f  ).t/(i— ••sin*/)' 

Par  cette  formule,  où  l'on  donnera  à  cT  et  A  un  même  nombre  d'accens» 
on  connaîtra  les  valent  successives  A',  Ar/,  Aw,  A1*,  AT,  A6,  etc.  ;  ensuite  les 
apsides  inférieures  I1,  I*,  P,  I4,  etc.,  seront  déterminées  par  la  valeur  £«- 

stante  p%  =  ni  combinée  avec  les  valeurs  successives  q  =  -j-  tang£  A% 

y=p-  tangî  A"1,  y  =  -^-tang£AT,  etc.;  et  les  apsides  supérieures  S1,  S%  S*, 
S4,  etc.,  seront  déterminées  parla  valeur  constantep*=/7?  combinée  avec  les 
valeur*  sucoe33àves^^  —  tang£Af',flt==-^-  tong|A,T,^=:— r"tang  jAf,  etc. 
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Ainsi,  la  série  finie  ou  infinie  des  apsides,  tant  supérieures  qu'inférieures, 
peut  être  déterminée  pqr  de  simples  formules  trigonométriques,  dès  qu'une 
fois  on  a  calculé  avec  la  précision  nécessaire,  les  deux  quantités  m  et  J*. 

Au  reste,  cette  série  sera  finie  si  la  quantité  -^7— est  rationnelle,  et  elle  sera 

infinie  dans  le  cas  contraire.  Dans  le  premier  cas  sont  compris  tous  ceux  où 
l'orbite  est  une  courbe  algébrique. 

439.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  chercher  dans  «quels  cas  l'orbite  peut  avoir 
une  apside  supérieure  ou  inférieure  située  sur  l'axe  EFGL;  car  dans  ces  cas, 
l'équation  de  la  courbe  se  réduira  à  deux,  termes,  en  prenant  cette  apside- 
pour  l'origine  du  mouvement;  et  alors  on  a  les  formules  qui  répondent  à 
l'un  des  corollaires  I  et  II  do  éas  I,  dans  le  tableau  général. 

Lorsque  la  quantité  -r^—  est  irrationnelle,  la  courbe  passe  exactement,  ou 

à  un  infiniment  petit  près,  par  tous  les  points  de  Taxe  EL  non  situés  entre 
F  et  G;  ainsi  on  peut  placer  indifféremment  l'origine  du  mouvement,  soit 
dans  une  apside  supérieure  au  point  E  ou  au  point  L,  soit  dans  une  apside 
inférieure  au  point  D  ou  Kj  et  on  remplira  également  des  deux  manières  le 
but  qu'on  peut  avoir  de  réduire  l'équation  de  la  courbe  à  la  forme  la  plus, 
simple,  telle  que  la  donnent  les  corollaires  I  et  II  du  cas  I. 

Il  n'en  est  pas  de  même  si  la  quantité  -p~  est  rationnelle  et  représentée 

par  —  ;  car  ce  n'est  que  dans  un  petit  nombre  de  cas  que  l'orbite  pourra 

avoir  une  apside  située  sur  l'axe. 

En  effet,  s'il  y  a  une  apside  supérieure  ou  inférieure  située  sur  l'axe,  il 

faut  qu'on  puisse  avoir  à  la  fois  «*J/  =  -  n9  et  £  =  717*',  n  et  n!  étant  des 

entiers.  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  kf(c^) — kF(c,  ê)  =F(x,Ç), 
il  en  résulte  la  condition 

g'frtO  —  j,  _    «"' 

F'c  i  ' 

Ainsi,  il  n'y  aura  d'apside  sur  l'axe  qu'autant  que  ^'*  sera  une  fraction  ra- 
tionnelle, qui  a  pour  dénominateur  i  oti  un  diviseur  4e  1.  Si  cette  con- 
dition a  lieu^  on  pourra  prendre  pour  équations  du  mouvement  celles  qui 
appartiennent  à  l'un  des  corollaires  I  et  H j  dans  le  cas  contraire,  Cette 
réduction  ne  pourra  avoir  lieu. 

On  voit  par,  là,  que  b  solution  du  problème  donné  par  les  formules 
du  cas  I  aurait  perdu  beaucoup  de^a  généralité ,  4  Vqif.  ffvçil,  supposé 

58.. 
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qu'au  point  A,  origine  du  mouvement,  l'angle  fi  est  droit,  ce  qui  revient 
h  supposer  que  le  point  A  est  un  apside  supérieure  ou  inférieure. 

44o.  Il  reste  à  trouver  l'expression  générale  du  temps  employé  à  par- 
courir un  arc  quelconque  de  l'orbite.  Pour  cela,  il  faut  recourir  à  la  for- 
mule (4)9  où  l'on  voit  que  le  temps  est  composé  de  deux  parties  toujours 
additives,  l'une,  fonction  de  p  ou  de  4î  l'autre,  fonction  de  q  ou  de  £ 

Nous  allons  chercher  successivement  ces  deux  parties. 

d£ 
Désignant  la  première  partie  par  i %  il  faudra,  dans  l'équation  — -r —  = 

—  è  _  ty  .  -~ ,  substituer  les  valeurs  trouvées  p%  =  m  (i  —  c*  sin*  4  )  > 
~ P*=  /(^S)  •  Vb-Ïn**) '  Ct  OÙ  aU,a  U  f°rmule  '  intë8rer 

al—u'     (,+„8in'+)»     » 
où  Ton  a  fa,t,  pour  abréger,  1=-^=  T_ï,  0=^^^;.  y/Cx+b} 
Soit  Z(^)s=2j  %       ,  A  étant  mis  pour  -/(i  — **sins4)>  on  aura> 

par  les  réductions  connues, 

a(,  +  »)Z(4)  =  n-?|^  +  E(c,4)-(,+|)F(c,;) 

+(a+»+|)n(»,  c,  4). 

Lorsque  4  =  7^*»  l'intégrale  Z(4)  devenant  Z',  on  aura 

.    3(i  +  »)Z'  =  E'c-(i+0F'c  +  (2  +  n+£)n'(»,c). 
Soit  n  c=  cot*  X ,  on  aura ,  par  la  formule  de  l'art.  108, 
4£^i  [lT(/i,  c)-8in-AF'c]=^-r-(Pc  _E'«)F(*,  A)-PdE(*,  A). 

Donc  en  faisant,  pour  abréger,  K=i5r-f-(F'c— E'c)F(A,  X) — F'cE(6,A), 
on  aura 

Z'  s=  i  »in«  X  (E'c  4-  b*  sin*  AF'c  -f-  S+!ïï!i  k\ 

44 Ia  ^  résulte  de  ces  calculs,  que  pour  une  valeur  quelconque  de  4 ,  on 
aura  /'ou 

et  pour  la  valeur  déterminée  4  =  ï*r  >  ^  devenant  V,  on  aura 
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^^v/C^)-2^™'-        ■■-■■- 

Donc,  si  Ton  a  en  général  4  =  fo'  +  4'>  I  étant  un  entier  quelconque,  et 
4'  un  arc  positif  ou  négatif  moindre  que  fw,  la  valeur  correspondante  de  t! 
ou  ^(4)  sera 

*'u,)=2iT'-fc<m 

*'(40  désignant  la  valeur  de  ff  qui  répond  à  l'amplitude  4'»  e*  qui  e8*  du 
même  signe  que  4' 9  cette  quantité  sera  toujours  moindre  que  T',  et  pourra 
être  évaluée  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  voudra,  par  les  formules 
que  nous  avons  données  pour  cet  objet. 

On  voit  donc  que  la  valeur  de  t',  pour  une  amplitude  4  composée  de  tant 
de  circonférences  qu'on  voudra,  se  détermine  en  supposant  connue  la  valeur 
de  cette  quantité  pour  toute  amplitude  non  plus  grande  que  \tt.  Si  la  quan- 
tité c  sin  4'  est  assez  petite  pour  qu'on  puisse  prendre  i  —  \c?  shi*4'~P<Klr 
V^(i  —  c*sin*4')>  lft  valeur  de  t\*\9)  se  trouvera  très  simplement,  par  la 


formule  suivante,  où  l'on  a  prisun  angle  auxiliaire  Cl  tel  que  tang  fl 


tang  4- 


sin  a 


*'(4')==£DsinA[a+isin2n+(i—  ^c*)sin*A(n  —  £  sin  au)]. 

Ces  formules  supposent  le  temps  compté  depuis  4  ==  9i  m^  comme  au 
commencement  du  mouvement  on  a  4==6>  2  ^aut  regarder .  l'époque  où 
4  =  o  comme  antérieure  à  celle  où  4  =  6>  et  en  conséquence  retrancher 
du  temps  trouvé  pour  une  valeur  quelconque  de  4  >  1*  quantité  constante 
1!  (g),  qu'on  déterminera  par  les  mêmes  formules. 

443*  Pour  avoir  l'autre  partie  du  temps ,  il  faut,  dans  la  formule  — — 


=  (î+W*  "  ^  substituer  les  valenrs  *  ^  jTk^S-f  »  ^a=5' 

sps  -  \Zdr^)  •  vi^AStr ce  qui  d0Dnera 

l—         \T(L  +  ltmm"j         J  [«+ !  +  (•  —  i)cosÇ3»  l/(i  —  ••sin'Ç)' 

Pour  obtenir  cette  intégrale,  il  faut  la  partager  en  cleu*  parties  *"-t-*//!,  dont 
les  valeurs  seront,  en  faisant  et  =  cot*  7  u ,  v  =  cot*>r, 

jy a      //a         l  —  mm!  \         a      /f7**      ' — ww»'\ 

1   sa- u  vv^;,yv^;—  ^^  ./(i  +  >sin*Oa  VC*— *k»*rQ 
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Soit  £  un  arc  moindre  que  ±tt,  tel  qu'on  ait  tenS  ?—  r^~qjJ?Ti  ou 
sin £ ss    „  ,8.     — r?v »  on  aura,  en  faisant  £*  =  i  —  x§, 
w(ç)       _j^cp,      (e-sinÇcosÇ). 

Cette  quantité  est  nulle,  lorsque  £  est  un  multiple  de  tt;  elle  est  à  sou  amci^ 
mom  positif  ou  négatif,  lorsque  £  est  un  multiple  impair  de  \tt.  En  général, 
il  suffira  de  connaître  la  fonction  W(£)  depuis  £  =  o  jusqu'à  £  =  £*•,  car 
onaW(0  =  W(^  — OetW(tf+Ç)  =  —  W(Ç). 

443*  Quant  à  la  valeur  de  l'intégrale  U  ou  U  (Q,  on  trouvera,  par  les 
formules  connues ,  en  Élisant  A  =  i/(  *  —  x% sin* Ç) , 

(i-e»sin««)U(0=-^^f:!--«m-''E(*,O+n('1*,C). 

Soit  U1  la  valeur  de  U(Ç)  lorsque  Ç={^,  on  aura 

(1  —  £*sin*>0  UË  =  —  rin,«E,s+ni(r,  x). 
D'ailleurs,  par  la  formule  du  n*  108 ,  on  trouve 

(lTfa,t£T,0*  £"'('>  »)-»'*^»]  =  5»  +  (P»-E'«)P(ff,  t) 

—  F'xE(C,  »). 

Donc,  «i-Ton  dit  pour  abréger,  H=i*+(F,x— E'*)F(ff,  »)— FxE(C,n), 
on. aura 

(1  -S'sin'O  U'  =  sin'*  (Px-E^  +  ^f^A^.H. 

444-  Gel*  P08^*  soit  £==L7r-f-£',  L  étant  un  nombre  entier,  et  Ç  un 
arc  positif  ou  négatif  moindre  que  ^tt,  on  aura  le  temps  corre&poDdaat 
lr/  +  l,lf,  par  les  formules 

^=iy[aLU«+D(r)3» 
f*=_ .D'cosLsr.Wft1). 
Soit  T" la  valeur  qui  répond  à  Ç=|?r,  savoir,  T'œD'U1,  on  aura  plus 
simplement 

^=aLTm4-iyD(C0. 

445.  Étant  donnée  la  valeur  ÇsssLsr  +  Ç^  comme  dans  l'article  précé- 
dent, si  Ton  veut  avoir  le  temps  total  du  mouvement,  il  faudra  chercher  la 
valeur  de  4  correspondante,  afin  d'en  déduire  la  première  partie  du  temps 
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désignée  par  tr.  Soit  donc,  comme  ci-dessus,  4  ==  ^"H  4'>  I  étant  un  en- 
tier, et  4'  UD  arc  <ï^"î  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la 
courbe  k¥(c,  ^)  —  k¥(c9  e)=F(x,  Ç),  on  aura 

Le  second  membre  étant  un  nombre  connu,  on  connaîtra  l'entier  pair  al, 
qui  en  approche  le  plus;  on  connaîtra  en  même  temps  la  valeur  et  le  signe 

de  la  partie      p,       ,  ainsi,  il  ne  restera  à  résoudre  que  l'équation  F  (<?,  40 

=  À^F'c,  dans  laquelle  V  sera  un  nombre  donné  plus  petit  que  l'unité. 
Or,  cette  équation  peut  être  résolue  avec  tel  degré  de  précision  qu'on  vou- 
dra, par  la  méthode  du  n°  71. 

446.  Ayant  donc  à  la  fois  4  =  I*r  +  4'  >  K  ==  ^^  +  Ci  on  trouvera  > 
par  les  formules  précédentes ,  les  différentes  parties  du  temps ,  savoir  : 

l'a»  air  +«,(40> 
*»'=  —  jycosLTT.wc^), 

où  il  faut  observer  que  les  fonctions  f'  (40  >  <*  (£')>  ^  (0->  prennent  le 
même  signe  que  les  variables  4'  et  f ,  dont  elles  dépendent.  De  là  résulte 
le  temps  cherché 

<= alT'  +  aLT'H- 1»  (4')  +  ^  (O— *  «•  L»  •  W  (O  —  «*  (c).    ■ 

447-  Si  l'on  fait  £  =  aNjr,  ou  si  l'on  suppose  que  le  corps  a  achevé  on 
nombre  N  de  révolutions ,  on  aura  L  s=  aN,  Ç  =s  o ,  ce  qui  donnera 

t  =  alT  -f-  4NT  -f- 1!  (4')  —  <  (e). 
Mai*  dans  ce  même  cas  on  a  al-f-  V*jjjà  ==  4NF-« +  *F  (c , .) .  don< 

Désignons  par  r  la  durée  moyenne  d'une  révolution  == ,  nous  aurons 
T  —  AT'-t-AV     *"*    l'^^'O       'W,    TVW)       F(c*')V 

or ,  les  quantités  ffi  '  ■ ,  =>'  sont  plus  petites  que  deux  unités ,  e*  presque 
égales  entre  elles  j  de  même  les  quantités  -7^-,  --^™  sont  plus  petites  que 
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-l'unité,  et  presque  égales  entre  elles;  donc  le  temps  moyen  d'une  révolu- 
tion  approchera  de  plus  en  plus  d'être  égal  à  la  limite  £L*  +  4T'  •  -jp%> 
Il  sera  exactement  égal  à  cette  limite,  lorsque  -=j-  sera  rationnel,  et  que 
le  temps  comprendra  une  ou  plusieurs  périodes  entières. 

448*  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  résoudre  le  problème  inverse , 
qui  consiste  à  déterminer  la  position  du  corps  Au  bout  d'un  temps  donné 
G  aussi  grand  qu'on  voudra.  On  prendra,  comme  dans  l'article  précédent, 

la  limite  t  =  4T*  +  4  T'  •  te.—  i  et  parce  que  le  quotient—  doit  indiquer  à 
très  peu  près  le  nombre  de  révolutions  faites  dans  le  temps  E  ,  on  pourra 
prendre  pour  première  hypothèse  £  =  rw  .  —,  et  on  calculera  la  valeur  cor- 
respondante de  t. 

Soit  cette  valeur  /  =  G  +.<£,  la  différence  d  fera  connaître  par  son  signe 
le  sens  dans  lequel  la  première  valeur  de  £  doit  être  rectifiée;  et  comme 

un  temps  d  répond  à  peu  près  à  une  partie  -  de  révolution ,  il  est  clair 

a-         J 

qu'on  devra  prendre  pour  seconde  hypothèse  Ç  =  a^r .  — . 

Avec  cette  valeur.,  on  calculera  le  temps  correspondant,  lequel  sera 
exprimé  par  6  +  *f,  d!  étant  une  quantité  beaucoup  plus  petite  que  d. 
Désigbant  donc  par  £,  la  valeur  prise  pour  £  dans  lé  seconde  hypothèse, 

on  mira  la  valeur  corrigée  Ç  =  £,  —  onr.— ,  laquelle  devra  suffire  pour  la 

solution  du  problème,  à  moins  qu'on  ne  veuille  obtenir  une  approxima- 
tion encore  plus  grande,  en  ayant  recours  à  une  troisième  hypothèse. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  I. 

449-  Si  Pbn faitFfc,  4)~F(c?,  €>=F(c,  s),  ou  simplement  F^— - FissFx, 
l'équation  de  l'orbite  se  réduit ,  en  général ,  i  la  forme 

et  pour .  construire  la  courbe,  on  aura  toujours  les  équations 

j>%  =  m  (  i  —  c*  stn*4  )  >  9  =  77"  tang7?  î  mais  3  faudra  exprimer  p  en  fooc- 
tion  de  Z ,  ce  qui  se  fera  en  tirant  de  l'équation  F4  —F*  s=  Fz,  la  valeur  de 
l/(i— tf*sin*4)>  ou  A(4)>  par  les  formules  du  n*  18;  on  aura  ainsi 
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j>    A(t)A(s)  —  c* 


8111 1  COSI91HZCOS2 


V/ *»  i  —  c*  $in*  i  sin*  s 

450.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  comment  on  peut  trouver  tant  de 
courbes  algébriques  qu'on  voudra  qui  satisfassent  à  l'équation  A:F(c,  s)  = 
F(x,  f).  Ces  courbes  auront  généralement  la  propriété  de  rentrer  sur  elles- 
mêmes,  après  une  période  composée  d'un  certain  nombre  de  révolutions  ; 
de  sorte  qu'il  suffira  de  calculer  le  mouvement  du  corps  pendant  une  seule  pé- 
riode, pour  connaître  et  déterminer  le  mouvement  au  bout  du  temps  quel- 
conque. 

Nous  a\ons  déjà  remaraué  que  si  l'orbite  rentre  sur  elle-même  après  un 

.  •  .      JfcF'c 

certain  nombre  de  révolutions,  la  quantité  -——  doit  être  rationnelle.  Cette 

condition  aura  donc  lieu  généralement  dans  toutes  les  courbes  algébriques 
que  nous  allons  déterminer;  mais  elle  pourrait  avoir  lieu  aussi  dans  une 
infinité  d'autres  courbes  qui  ne  seraient  pas  algébriques. 

Ce  n'est  que  par  des  suppositions  particulières  sur  la  valeur  de  la  vitesse 
initiale,  ou  sur  celle  de  quelques-unes  des  autres  çl on  nées  du  problème, 
qu'on  parvient  à  obtenir  des  courbes  algébriques;  mais  les  résultats  de  ce 
genre  ont  encore  une  telle  généralité,  que  non-seulement  le  nombre  dés 
courbes  algébriques  qui  peuvent  satisfaire  au  problème  dans  le  seul  cas  1er 
est  infini,  mais  que  l'on  peut  formel  une  infinité  de  systèmes  différens  qui 
y  satisferont  également,  et  dont  chacun  comprendra  un  nombre  infini  de 
courbes  algébriques  des  formes  les  plus  variées  et  les  plus  bizarres.         l 

45 1.  Soit  d'abord  x  =  c,  et  k  ou  %/f  -~2  A  =  -,  -  étant  une  frac- 
tion rationnelle;  on  aura,  en  supposant  i>  2e, 


et  l'équation  AF(<?,  s)=F(x,£)  deviendra  /F(c,  &)=:eF(c,  f  ),  ou  sim- 
plement iFz  =  eFÇ,  c  étant  le  module  commua  à  ces  deux  fonctions. 

Par  les  propriétés  connues  des  fonctions  F^on  pourra  toujours  remplacer 
l'équation  transcendante  iF(<?,  z)  =  eF(c,  Ç),par  une  équation  algébrique 
équivalente,  et  si  l'on  combine  cette  équation  avec  les  valeurs  de  x  et  de  y 
exprimées  en  fonctions  de  p  et  y,  qui  elles-mêmes  s'expriment  trigonomé- 
triquement  au  moyen  des  arcs  z  et  £ ,  on  aura  l'équation  cherchée  de  la 
trajectoire.  Mais  il  sera  toujours  plus  simple  de  ne  point  faire  d'élimination, 
et  de  construire  la  courbe  par  le  moyen  de  l'équation  kJP  (* ,  z  )  =  F  (c ,  £  ) , 
T.  I.  59 
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qui  fera  connaître  tant  de  valeurs  correspondantes  qu'on  voudra  des  va- 
riables z  et  £,  et  par  conséquent  tant  de  points  qu'on  voudra  de  cette  courbe. 

45 2.  En  donnant  à  -  une  valeur  rationnelle  quelconque,  plus  grande  que 

deux  unités,  on  connaîtra  la  valeur  du  module  c  qui  détermine  entière- 

ment  l'équation  *Fz  =  eF£;  et  comme  la  quantité  -=7-  se  réduit,  dans  ce 

cas,  à  —,  il  s'ensuit  que  l'orbite  rentrera  sur  elle-même  après  un  nombre  1 

de  révolutions,  ou  -,  selon  que  i  est  impair  ou  pair. 

Étant  donnée  la  fraction  rationnelle  -  >  2,  d'où  l'on  déduit  la  valeur  du 
module  c;  étant  données  également  les  forces  A  et  B,  ou  seulement  leur 
rapport  -g,  les  valeurs  de  m  et  ni  ne  sont  plus  arbitraires.  En  effet,  les  for- 
mules du  cas  1er  donnent  ni  =  m(i  — c')  =  /n£*,  sin£0=x  =  c,  cosO 
as  1  —  2à*  ;  substituant   ces  valeurs  dans  les  équations  et*  =  .    .«y, 

3Acos6=      "V^p     n —  '  et  ^m^nant  *>  on  aara  Pour  déterminer  m, 

l'équation  

m  i  —  ac*  a|/AB 

i—fo»*      c|/(c*-fi6W)#  A+.8* 

Connaissant  m -et  m',  les  équations  du  n°378  donneront  cette  relation  entre 
les  données  m°  et  /u,  à  l'origine  du  mouvement, 

â     _  A + toi»'  (i^-mo)» 

Cette  équation  détermine  l'angle  /u,  d'après  la  valeur  connue  de  m°,  com- 
prise entre  m  et  ni  y  ou  d'après  la  position  donnée  du  point  A,  entre  les 
points  E  et  D,  contius  par  les  valeurs  de  m  et  de  ni.  Elle  servirait  éga- 
lement à  déterminer  m°  par  le  moyen  de  fi ,  ce  qu'on  ferait  par  Les  formules 


m  — 
m* 


.           _  2cot^V/[(i^m)(i-^')(A  +  IW')} 
510  *X (m  —  *»')V(A+&)  > 

X  étant  une  auxiliaire  qui  exige  que  oofc/t  ne  passe  pas  la  limite  d'où  ré- 
sulte sin  a^sa  1 ,  et  tang%=  1. 

Dans  les  deux  cas,  la  vitesse  initiale  nécessaire  pour  que  la  courbe  dont  il 
s'agit  soit  décrite,  est  donnée  par  l'équation 
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•  (i  —  m0)*  i  —  mm 

453.  Soit,  par  example,  *==4>  tf=I>  ou  aura  c*=i§,  i*=^|,  et  la 
courbe  qui  a  pour  équation  4F(s)  =  F(Ç)  rentrera  sur  elle-même  après 
deux  révolutions;  dans  ce  cas,  m  devra  satisfaire  à  l'équation 

iiH/(385)_|/(AB) 
5— 3w**  —  A+B* 

Pour  avoir  une  idée  de  la  figure  de  cette  courbe  dans  lé  cas  .le  plus  Fîg.  ai. 
simple,  supposons  ïtfzzzm,  afin  qu'on  ait  é  =  o  et  z  =  4>  ^  point  E  sera 
l'origine  du  mouvement,  et  sera  en  même  temps  une  apside  supérieure. 
Pour  avoir  le  premier  point  B1  où  la  courbe  rencontre,  son  axe,  il  faudra 

faire  £=9T,  ce  qui  donne F-J/sr^F1*?,  sin4=  /f    .  .^jgfeafi^i-— c*flin%fr) 
=  mis=g£ ,  d'où  résulte  GB'  =  -^r. 

La  seconde  intersection  À1  se  trouvera  en  faisant  £=  mr,  ce  qui  donne 
4=?tt,  p*=mb*=wt  ;  ainsi  le  point  A1,  qui  se  confond  avec  le  point  D, 
est  en  même  temps  une  apside  inférieure»  De  là  le  corps  retourne  au  nœud  B, 
puis  au  point  E,  où  s'achève  la  période  entière  de  deux  révolutions.  Au 
reste,  le  point  D  ou  A1  partageant  l'orbite  en  deux  parties  égales  et  sem- 
blables, il  est  visible  que  toutes  les  révolutions  du  corps  seront  d'une  égala 
durée. 

454*  Prenons  encore  pour  exemple  les  valeurs  1  =  3 ,  e  =  1 ,  d'où  résulte 
cm  =  y^,  4*=7j;  la  courbe  aura  pour  équation  3F  (z)  =F(£),  et  elle  ren- 
trera sur  elle-même  après  trois  révolutions.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  m 
devra  satisfaire  à  l'équation , 

4^1^70    |/(AB) 

l6—  iii»*~"*A+Bé 

Par  exemple ,  si  l'on  fait  jt  =  ^,  on  aura  m  =  ^r ,  et  /n'  =  mb%  =  f . 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  nfz=m9  afin  que  E  soit  encore  le  Fig.  m. 
premier  point  de  la  courbe,  et  qu'on  ait  z  =-%[/,  />*=  m(i  —  c*sin*4)- 
Le  premier  point  d'intersection  B1  de  la  courbe  avec  l'axe  se  trouvera  en 
faisant  £  =  ^,  ^=:y'9  et  déterminant  >'  par  l'équation  Fj/sssf  F1*,  ce 

qui  donnera  p*  =  m  (1  —  <f  sin*)/ )  =  pgi- 

Le  second  point  d'intersection  A1  se  trouvera  en  faisant  Ç=a^,  4  =5/', 

FA1 
ce  qui  donnera  Fj/'s=!  F'c=2Fy,  ensuite  ^'=m(i  — c*sinây)  s=  —7: 

59.. 
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Enfin  soit  f  =  3flr,  4=a>/,,>  on  aura  Yym  ssaaF'c,  ym=zit9  et  par  con- 
séquent />*  =  m;  ainsi  le  troisième  point  d'intersection  B*  se  confond  avec 
le  point  L,  autre  extrémité  du  grand  axe  EL  de  l'ellipse  terminatrice,  et  ce 
point  sera  par  conséquent  une  apside  supérieure. 

Le  point  L  où  le  corps  achève  sa  troisième  demi-révolution  est  visiblement 
le  milieu  de  l'orbite  entière ,  composée  de  trtâs  révolutions,  après  lesquelles 
le  corps,  revenu  au  point  E,  commence  une  nouvelle  période  de  trois  révo- 
lutions, et  ainsi  à  l'infini. 

On  voit  que  la  courbe  aura  deux  nœuds  ou  points  doubles  situés  en  B* 
et  A1,  et  deux  apsides  supérieures  situées  aux  extrémités  E,  L  du  grand 
axe  de  l'eHipse  terminatrice;  quant  aux  apsides  inférieures,  il  y  en  a  éga- 
lement deux ,  l1  et  1%  qu'on  déterminera  en  faisant  successivement  ^  =  \ic 
et  -^=t^;  soient  A'  et  A'*  les  valeurs  correspondantes  de  Ç,  on  aura,  pour 
déterminer  A'  et  A'",  les  équations  FA'  =  3F'c,  FAW  =  gF'c,  d'où  résultent 
A'=f  w,  A'"=5f  ?r;  ainsi  le  point  1',  situé  au*dessous  de  l'axe  EFG,  sera 
déterminé  par  les  valeurs  p%  =  m',  q  sa  —  tang  f  vr  sss  <•—  —,  et  lerpoint  l* 

sera  placé  semblablement  au-dessus  du  même  axe. 

455.  La  supposition  de  x=c  nous  a  fait  connaître  un  système  de  courbes 
algébriques  qui  satisfont  aux  formules  du  cas  I;  on  trouvera  également 
d'autres  systèmes  de  courbes  algébriques,  en  tel  nombre  qu'on  voudra, 
par  les  suppositions  x=c°,  d00,  c°°°,  etc.,  cette  suite  étant  formée  suivant  la 
loi  des  modules  décroissons. 

Soit  d'abord  x  =  c°,  on  aura  F(c,  z)r=c—  2—-  F(c°,a°),  et  par  consé- 

quentA:(l±l,)F(C%S-)=F(x,Ç)  =  F(c»,C).  Mais  on»^^; 
donc  kÇ      ■   )  =  t  /( l^   0  A  Soit  cette  quantité  =  -  ;  on  aura 

c    — *  ""«?+?  »   ■  . 

et  l'équation  de  la  courbe  deviendra  iF  (z°)  s=  él?  (£),  te  module  cpnomun 
à  ces  fonctions  étant  c°. 

Les  nombres  i  et  e  étant  entiers,  et  1  >  e,  il  y  aura  toujours  une  équa- 
tion algébrique  qui  représentera  celte  équation  transcendante.  D'ailleurs, 
entre  z°  et  z  on  a  l'équation 

sin  (  2Z  — •  z°)  =  c°  sin  z°. 

Ainsi  en  y  joignant  les  valeurs  de  p  et  7  de  l'art.  449 >  on  aura  tous  k* 
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moyens  pour  construire  la  courbe  et  pour  en  trouver,  si  Ton  veut,  l'équa- 
tion  rapportée  aux  coordonnées  oc  et  y. 

Et  comme  la  quantité  -=~  se  réduit,  dans  ce  cas,  à  -^t — l  ?  ou  * 


p,m ,  _.  _  „„,,  „        ^       m        ^ 


on 


voit  qu'il  faudra  i  révolutions  pour  que  la  courbe  rentre  sur  elle-même. 

456.  Étant  données  la  valeur  de  ^  >  1  et  celle  de  g,  les  valeurs  de  m 

et  ntl  ne  sonÇ  plus  arbitraires.  En  effet,  les  formules  du  cas  I"  donnent 
nJ—nù/^  sin£8=*,  cosfl=i—  2*%  4cos*fl(A4-Bmm/)(Ai?ra/+B)  = 
(m4-m/)*(A4-B)#}  de  là  on  déduit,  en  faisant  £*==  1  — x*, 

/jmm'        _       AB  ÇtQ  — s»»)» 

Connaissant  W,  on  aura  m  =  y  ^mrnf  et  m'z=zb  {/(mm').   Ensuite  on 

aura,  comme  dans  l'art.  45?,  une  relation  entre  m°  et  /te,  qui  laisse  une  de 

ces  quantités  arbitraires,  et  d'où  l'on  déduit  enfin  la  vitesse  nécessaire  pour 

que  la  courbe  dont  il  s'agit  soit  décrite. 

467.  Soit ,  par  exemple,  i  =  2,  e  =  1  ;  on  aura  cot  =  x*  =  j,  £•  =  J, 

c*  =  2  l/3(a  —  v"3),  &  =  2  — 1/3 ,  et  la  valeur  de  mm'  devra  être  déduite 

de  l'équation 

35mm'  AB 


(i  —  m/iOV^CA  +  B)»' 
Si  l'on  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  E,  où  p*—fïny  est 
Forigine   du  mouvement,  on  aura  3  =  4/;  l'équation  de  la  courbe  sera 
2F4°  =  F£,  le  module  commun  étant  xb^|;  de  plus  on  aura,  pour 
construire  la  courbe,   les   équations  sin  (2>J/  — •  ^°)  =3  x  sin  4%  />*  = 

/w(i  —  c*  siuâ •>[/),  7=  -TT-  tangx^.  D'après  ces  équations,  on  trouvera  que 

la  courbe  rentre  sur  elle-même  après  deux  révolutions,  et  qu'elle  est  d'une 
forme  analogue  à  celle  de  là  figure  21. 

458.  Pour  avoir  un  troisième  système  de  courbes  algébriques,  soit  x=c0°, 

on  aura  F(c,  z):=s-^—  .  — — F  (<?°%  z°°),  et  l'équation  de  la  courbe 
deviendra 

On  a  déjà  trouvé  À:.  =t/(^—- J  j  multipliant  de  part  et  d'autre  par 

1+c0         i-f-«      A     ,  .  '         2l/« 

— h—  ou  — — ,  et  observant  que  c  =3  -- *— ,  on  aura 

a  2    7  »  1  +  « 
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Soit  cette  quantité  =*-,  afin  qu'on  ait  l'équation  de  la  ooutbe  «F  (4°°)  = 
«F(£),  x  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions,  on  autte 
—  a^  +  ay/Xa**  —  iy-f-K») 

4 

On  voit,  par  cette  formule,  que  toute  valeur  rationnelle  de  -  plus  grande 

que  i,  donnera  une  valeur  de  x  comprise  entre  o  et  Y  ^  et  qu'aintî  on 
aura  une  courbe  algébrique  qui  satisfera  au  problème,  en  laissant  encore 
arbitraires,  tant  le  rapport  de  À  à  B,  qtae  l'qbe  dès  deux  quantités  m°  et  ft 
relatives  à  l'état  initial  du  corps.  Cette  courbe  rentrera  sur  elle-même  après 

nu  nombre  de  révolutions  qui  peut  être  déterminé  par  la  quantité  -=7  ; 
et  comme  on  a  FIo=£(t-f-^)(i-+-cw)Fl»,  cette  quantité  = -(i-f-c*) 

x(i4-^*)==—  •  Donc  le  nombre  de  ces  révolutions  sera  21  ou  t,  selon  que 

e  est  impair  ou  pair. 

On  aura  d'ailleurs,  pour  construire  la  courbe,  les  valeurs  de  p  et  ç, 
comme  dans  Part.  449  9  et  dé  plus  les  équations 

sin(2Z  —  zm  )s=c°sinx#, 

sin  (  22*  —  z°°)  =  x  sin  z°°. 

459.  Nous  remarquerons  enfin  que  la  suite  des  modules  décroissant,  c% 
e*° ,  etc. ,  étant  liée  par  une  même  loi  à  la  suite  des  modules  croissans  cfc?y 
c",  etc.,  on  pourra  obtenir  une  infinité  de  combinaisons  nouvelles,  en  fai- 
sant x  égal  à  Fun  des  termes  c',  c",  etc.,  et  chaque  supposition  donnera 
naissance  à  uûe  série  infinie  de  courbes  algébriques  qui  satisferont  toutes 
aux  formules  du  cas  1". 

Soit ,  par  exemple ,  x  5=  d  ;  puisqu'on  a  F  (c,  z)  ss  --j—  F(c',  s'),  féqua- 
tion *F  (c,  z)  =  F  (x,  Ç)  deviendra  j~  F  (z')  =F  (O,  *'  étant  le  mo- 
dule commun.  Soit  ^7  ou  j-~  Jf^^js:-;  si  Ton  substitue  dans 
cette  équation  la  valeur  x  =  -*£^,  il  «en  résultera 

3i*  —  a  1/(2*  +  a«V + 3a*<) 
C3ÏB F+JF > 
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formule  qui  donnera  c<3— «a^/a,  pourvu  qu'on  ait  *>4*î  on  connaîtra 
ensuite  x  par  sa  valeur  ajfc  ,  et  son  complément  €  s=  \/(i  —  *•). 

Gela  posé,  la  opufbe  décrite  aura  pour  équation  /F  (2/)  =  <#(£),  x  étant 
le  module  commun;  on  aura  en  même  temps  l'équation  tang(z— *')  = 
étangs,  à  laquelle  on  joindra  les  valeurs  de  p  et  ç  données  art.  44° • 

Quant  au  nombre  de  révolutions  qui  compose  chaque  période,  il  se  déter- 
minera par  la  quantité  — 7-,  qui  se  réduit  à  -r\  ce  nombre  sera  donc  1,  £  i 

ou  ±i9  selon  que  *  sera  de  la  forme  an  + 1 ,  4*  +  2  ou  4*- 
.  46o.  U  est  inutile  de  pousser  plus  loin  nos  recherches  sur  les  courbes 
algébriques  qui  peuvent  satisfaire  aux  formules  du  cas  I  ;  il  y  en  a ,  comme 
on  voit,  une  infinité  4ans  chaque  système,  et  le  nombre  de  ces  systèmes 
peut  être  multiplié  à  l'infini.  D'ailleurs,  j'observe  que  les  courbes  ainsi  déter- 
minées sont  différentes  de  celles  qu'Euler  a  indiquées  dans  les  Mémoires 
de  Berlin,  année  1760,  celles-ci  étant  toutes  rapportées  à  des  fonctions 
dont  le  module  =  y/\.  Or,  dans  les  formules  du  cas  I,  on  ne  peut  jamais 
avoir  *•  =  £,  puisque  cette  valeur  rendrait  le  coefficient  k  infini. 

Mu  cas  particulier  où  Fan  a  w'  =  o. 

461.  L'hypothèse  m'=  o  réduit  l'ellipse  p*  =  ml  à  son  grand  axe  FG  ; 
on  a  alors  c=i ,  et  l'équation  de  la  courbe  devient  k¥ (1 ,  z)  =  F(x,  £), 

ou  -  log  ('_*|p*)  =F(x,.Ç)^  ainsi,  on  ne  peut  avoir  z  =  £t  que  lorsque  Ç 

est  infini,  ou  lorsque  le  corps  a  fait  une  infinité  de  révolutions  autour  de 
l'ellipse  infiniment  petite  F6. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  quç  le  point  E  soit  l'origine  du  mou-  Fig.  a3. 

veinent,  on  aura  €  =  0,  *==4>,  /?==  iZ/p.cos^,  9 *= -7- tang £ £.  Pour 
avoir  le  point  fi1,  premier  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  son  axe, 
il  faut  faire  Ç=tf,  ^==yf,  et  5/  sera  déterminé  par  l'équation  log(~~îi^N 
=  j  F'x;  soit  n  ==  ~p ,  ou  aurasin y9  css  j^qr^,  ce  qui  donnera  p*  ==.  . . 

Le  second  point  d'intersection  À1  qui  termine  la  première  révolution , 
se  trouvera  en  faisant  £=^#r,  ^  =57"  et  y"  sera  déterminé  par  l'équation 

**  (£^?)= ™> d'où Vm dëduil *»?"  =  ££ >  ?=**#?- g£. 
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Le  troisième  point  d'intersection  B*  se  trouvera  de  même  en  faisant 

^"— i  FB* 

Îœ=3?T),  «4/*?=}'/,/,  ce  qui  donnera  sia?m~jïT^)  ensuite  "»cosaj/"  =  gg;. 

v  £h  côittïtouant  ainsi,  on  voit  que  les  termes  >',  >",  yu\  y",  etc.,  croissent 
dé  plus  en  plus,  jusqu'à  la  limite  ^,  qu'ils  n'atteignent  cependant  que 
lorsque  leur  nombre  est  devenu  infini.  11  suit  de  là  que  les  points  d'inter- 
séclîbn  B1,  B*rB3,  etc. ,  se  rapprochent  continuellement  du  foyer  G,  et  finis- 
$ètà \j)ùt  se  confondre  avec  ce  foyer.  De  même  les  points  d'intersection  A1, 
A*iJAsy  etc .)  se  rapprochent  progressivement  du  foyer  F,  et  finissent  par 
se  éônfôiïdre  avec  lui.  Ainsi,  le  corps  parti  du  point  E,  suivant  une  direc- 
tîoii  perpendiculaire  à  l'axe  EL,  fait  une  infinité  de  révolutions  autour  de 
l'^ttips^  mfiftrtaent  petite  FG,  lesquelles  forment  autant  de  spires  qui  se 
resserrent  de  plus  en  plus  en  s'approchant  de  FG;  et  le  corps  finit  pat 
icÔï^ideV  «ttec  l'utt  des  centres  F  et  G.  On  trouvera  d'ailleurs,  par  la  for- 

rkiïile  ^e,,AVt.L  447^  V*7*  mesure  que  les  spires  se  resserrent,  le  temps  de 
thaque  révolution  approche  de  plus  en  plus  de  la  limite  $1". 

Développement  du  cas  //. 

462.  Les  formuler  générales  du  cas  II  ne  différent  de  celles  du  cas  I  que 
par  les  valeurs  des  constantes  nécessaires  pour  construire  la  courbe,  et  par 
1^  valeur  de  y.  dans  laquelle  \Ç  est  remplacé  par  f  ;  ebangemens  qui  n'ap- 
portent qu'une  modification  très  légère  dans  les  formules  qui  servept  à 
déterminer  les  intersections  successives  de  la  courbe  avec  l'axe  et  ses  apsides 
tant  supérieures, qu'inférieures.  Du  reste,  le  caractère  essentiel  du  p^eiRpr 
système,  qui  comprend  les  cas  I  et  II,  est  que  1$  courbe  décrite  par  le 
corps  soit  comprise  dans  l'espace  que  laissent  entre  eux.  les  périmètres  des 
deux  ellipses  p*=zm9  p%=m' ,  dont  les  centres  F  et  G  sont  les  foyers.  La 
courbe  Fera  une  infinité  de  révolutions  dans  cet  espace:  et  ces  révolutions 

seront  toutes  différentes  les  unes  des  autres,  si  la  quantité  ^r~  est  irratipu- 

nelle-   mais   elle   rentrera  sur  elle-même  après   un  certain  nombre  de 

révûliïtiohk ,  ^ï  -=j—  est  rationnelle ,  condition  <Jui  est  toujours  remplie  lorsque 

l'orbite  est  une  courbe  algébrique, 

Si  l'ou  a  -p^-  =  -  •  -<  étant  une  quantité  raûopselle,  le  nopnbre  des-né*©- 

*  luirons  après  lesquelles  la  courbe  rentre  stlr  elle-même  sera  égal  aï;  et  il 
<  suffira [  sdé  couiVaftre  lé  trioùtémeht  do  cotps  Jpéndàtot  tlne  période  de  i 
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révolutions,  puisque  cette  période  se  renouvellera  sans  cesse  en  restant 
toujours  semblable  à  elle-même. 

493.  Si  l'on  veut  déterminer  le  temps  du  mouvement,  il  faut  d'abord 
ohserver  que  la  première  partie ,  -désignée  par  t\  se  trouvera ,  ainsi  que  T', 
par  les  mêmes  formules  que  dans  l'art.  44  *  >  puisque  p%  est  représenté  dans 
les  deux  cas  par  la  même  valeur  m  (  1  — »-  c%  sin*  -\>  ).  On  aura  soin  égale*- 
ment  de  retrancher  du  résultat  la  .quantité  constante  t'  («),  lorsque  *  ne 
.sera  pas  zéro  5  -  et  comme  le  cas  du  corollaire  II  se  déduit  des  formules  gêné* 
raies  eu  faisant  e  =  ±7T,  il  conviendra,  pour  plus  d'uniformité,  de  calculer 
le  temps  par  les  formules  de  l'art.  441  >  et  de  retrancher  du  résultat  la 
coûtante  t'(jsw)  ou  T',  ce  qui  suppose  l'équation  de  la  courbe. AF(c,  >p)  — 
^F,c=F(x,  Ç),  et  en  înôme  temps /J'  =  m(i  —  c*sm*4/).  Gette.obwrva» 
tion  s'applique  également  aux  formules  des  cas  1  et  IL 

464.  Pour  avoir  l'autre  partie  'du  temps  désignée  par  t",  il  faut,  dans 

ftiquation  —^  =  ^^  .  ^ ,  substifuer  les  valeurs  ?  =  ^  tang  Ç ,  ^ 

=  ttttf — dn   •   777 — — ir^TfX  î  on  aura,  en  faisant  9  .es  -  —  1 ,  D1» 
V/(*M — «B)        V(i— **sin%)  >  '  ce  ' 


ffna      1  —  mm'  \ 


«— i/viw,      UÇJ  — j  (l  +  f8in.ç)«v/(l_^8jI1.ç). 
Or,  par  les  réductions  connues  on  a,  en  faisant  A=  |/(i  — •  x'sin'Ç), 

^y(f)=(3+,+^)n(,,«)0-^^_(,+^)F«)_E(^o. 

Soit  T?  ce  que  devient  /'lorsque  %==?&,  on  aura  T'asI/V1,  et 

Quant  à  la  valeur  de  n*(r,  x),  elle  s'exprimera  toujours  par  les  fonctions 
elliptiques  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce;  mais  la  formule  sera 
différente,  sçfcn  que  et  sera  plus  petit  ou  plus  grand  qxie  l'unité. 
^  4Ç5*  Par^fi^nulfs  du  tableau,  on.prowe 

AA/_f (P~A)(i— m«Q  (i-«)(i-«)_Q  — »>)(i- wQ 

A+Bmi»'  >  T^  i  +  wm'        > 

d'où  il  suit  que  «  et  et/  sont  tous  deux  plus  petits  que  l'unité*,  si  Ton  a  À >B  j 
et  tous  deux  plus  grands  que  Funité ,  si  l'on  A  <CB. 

Soit  d'abord  À'>  B,  et  par  conséquent  a  <  1 ,  on  pourra  faire  «ssin**, 
ce  qui  donnera  j>  a=  cot*  »  j  ensuite,  par  l'application  de  la  formule  du  n°- 1 08  y 
T.  I.  60 
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on  trouvera 

Jsin«COS«         W      /  C08  9       v      9     '  7 

d'où  résulte 

Tr/=  y«tf «  /    '-***    H+frain»»F'»-E'»). 

466.  Eq  second  lieu,  soit  A<B,  et  par  conséquent  a>i,  il  faudra 

faire  *»-  — 1= — i-t-€*rô*it,  ce  qui  donnera  sin%>t  =  ^= -r,  et  là 

r*ieur  de  *  sera  réelle,  puisqu'on  a  *'  >  i.  Ensuite  la  formule  du  n°  i  ta, 
donnera 

£*g«S[IP(,,*)-P»]-H, 

H  étant  la  même  quantité  que  dans  l'article  précédent,  et  de  là  résulte 

2cos»<r(i  —  C*sm»9)\*ro«oôs«4<C,  *)      ^  / 

11  est  remarquable  que  la  valeur  de  T"  soit  la  même  lorsqu'on  fait 
f  =—  i-f-£âsinâ>i?  que  lorsqu'on  fait  rspscot**;  d'où  résulte  le  théorème 
suivant  : 

«  Si  l'on  prend  entre  les  limites  9  =  o,  9  =  £?r  les  deux  intégrales 

d  dans  lesquelles  n=scol* 8,  »=»-*- i-f-**sixi*fl,  ce^detu  «atégrales seront 
»  égales  è  une  même  quantité 

»  daûéfequeUeHœlîr  +  CPe— E'*)F(*,  Ô)  —  F*c.E(M)-  » 

Au  reste,  légalité  de  ces  intégrales  se  déduirait  immédiatement  de  la  for- 
mule (g/),  art.  54 ,  en  différenciant  les  deux  membres  par  rapport  aux  pa- 
ramètres n  et  —  ia,  liés  entre  eux  par  l'équation  (  1  -+• »)  (  1  —  *»)  =s  b\ 

467*  Supposons  maintenant  qu'après  tant  de  révolutions  qu'on  voudra, 
le  corps  se  trouve  en  un  point  de  l'orbite  %  déterminé^  à  compter  de  l'ori- 
gine, par  les  arcs  4=3 Iw\+\|/,  Çs^L* -!-{',  1  et  L  étant  dea  entiers, 
et  «V*  f  de*  arcs  positifs  oh  négatifs  moindres  que  ï?ç.  hea  parties  du 
temps  correspondantes  à  ces  valeurs  seront 
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ce  qui  donne  le  temps  total 

formule  dans  laquelle  les  termes  *'(40>  *"(£')  prendront  le  même  signe 
que  les  arcs  4/,  Ç',  dont  Us  dépendent 
468.  WaprtsFéqwAiondelacoarheAFCc^)  —  *F(d,  r)  =  F(x,  C), 

on  aura 

^1    .    F(c,*Q_aIJ^+F(«,C)  +  *F(c,,) 
*l**-fï^=' J&î . 

équation  qui  servira  à  déterminer  1  et  4/,  par  te  moyen  des  valeurs  don- 
nées  de  L  et  Ç ,  e£  réciproquement* 

Lorsque  le  corps  aura  achevé  un  nombre  L  de  révolutions ,  on  aura  Ç 
=  Ltt,  Ç*  =  o  ;  et  si  Vùn  dit  F  (c,  4')  =  Wcy  I  et  *'  étant  déterminées 
par  l'équation  - 

ai-h*  3=  j^ 

le  tempft  correspondant  sera 

t  a  aLT»  +  aLT' .  ^  +  <'  (4/)-'  («) 

Donc,  ai  Ton  appelle  r  le  temps  moyen  d'une  de  ces  L  révolutions ,  on 
aura 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  formule,  déjà  très  petit»,  puisqu'tts sont 
la  différence  de  deux  quantités  presque  égales,  diminueront  de  plus  en  plus 
à  mesure  que  le  nombre  L  des  révolutions  augmentera  j  ainsi  la  valeur  de  r 

approchera  de.  plus  en  plus  de  la  limite  ?T*+  *T'.  j~  .  Elle  sera  exacte- 
ment  égale  à  cette  limite,  si  l'orbite  est  rentrante  sur  elle-même,  ou  si  -s^ 
est  égale  k  un  nombre  rationnel  -,  et  si  le  temps  total  embrasse  un  nombre 
entier  de  périodes.'  Alors  on  a  le  temps  moyen  d'une  révolution 

et  le  temps  d'une  période  composée  de  i  révolutions  sera  ail*  +  aeT'. 

60.. 
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Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  eux  formules  du  cas  II 


469.  En  faisant  usage  des  mêmes  formules  que  dans  l'art.  44ô>  Féquàtion 
de  la  courbe  sera  semblablement  A^F  (cxz)^V  (*,£)*  ctron  aura.. *   • 

A: ss  l/f * 21  nO >  vakur qui  sera  toujours ê&râptise entre  i/£  et  |/a. 

Pour  obtenir  des  courbes  algébriques  ,<  on  n£  peut  supposer  c  —  x,  parce 
qu'il  en  résulterait,  suivant  les  formules  du  tableau  général,  >«  =  m  et 
a'  =  /n',  ce  qui  donnerait  B  =  o. 


Soit  donc  pour  première  hypothèse  x  =  c*,  on  aura  Inéquation  . .  I. . 
k  •  -*Ei*i  F(t>%3°)  =ç=  F  (e%  C)  y  et  pour  àwirxdes<  courbes  algébriques,  il 

faudra  ifàire  k( -j  ou  l/l  —  v  =s  "  *  '**?lïu* donnçra    -  .  *,-     . 

x._4^-^     — 

***  +  #•' 

1  '-  "'  l  '  '  '  i  '        *  ■ .     '•'••  "■■:--  '■•-  :  :j>1    -^'^  •    ^  -    ^ 

On  peut  prendre  pour  -  toute  fraction  rationnelle  plus  grande  que  7,  et  Ton 

aura  une  valeur  convenable  pour  x*    d'où  l'on  déduira  c  =     ;     .  Alors 

l'équation  de  la  courbe  sera  *F(z°)  =s  eF  (Ç) ,  *  étant  le  module  c#m$rpii  à 
oe&  fonctions.  Cette  équation  devra  être  cofabinée*  afefel'éqpatj$n  sw^^**) 

=s  x  sin  J5%et  avec  le»  valeurs  de  p  et  q  données  dft&$  -l'art.  44flk      ;.- 

♦ 

470.  Connaissant  c*,  x1,  ainsi  que  le  rapport  ^  on  counaîlra  Je  TBpprat 
— =  1  —  c%  sa  £•;  mais  il  reste  à  déterminer"  séparément  m  et  ni. 
Pour  cela ,  j'observe  qu'on  a ,  dfoprè»  le  tabiea»  général , 

^  A  +  Bmirt'       ***  ~À  +  Biiwt,> 

d'ailleurs  on  connaît  lé  rapport  -  ss  1  —  *V  Ainsi ,  en  éliminait  *  A  *^V 
ou  aura  pour  déterminer  mni9  l'équation  ,  "'• 

wm!      AB  y(a-yyt 

Connaissant  «m' ,  on  aura  m  =  -  V^?",  ni  ?=zb\/(mmf).  Ensuite  le*  fat- 
mules  de  Far U^Sa  donneront  deux  équatifasJaicca^tiwcpqlTC^ltt  donc 


.    i  :;\^-îPCTOÇ;*;r;.:r:^/.  la- 

pées mù%  fijY  relatives  à  l'état  initial  du  corps,  pour  que.  1*  mouvement 
ait  lieu  dan»  la  courbe  dont  il  s'agit.  *  ;;  r  >    ;■      ^ 

Le  nombre,  de?  révolutions  après  lesquelles  la  courbe  rentrera  sur  elle- 

même^Wttdâtermine  par  la. quantité  -^tssir  (i  +^)^^.4ouc,Qeiiam-< 

bre  est  *  ou  a*,  selon  que  c  sera  pair  ou  impair.  * 

47  a.  Pour  avoir  d'autres  séries  de  courlis  algébriques ,  on  peut  supposer 
comme  ci-dessus ,  x  ds  ^  ,*  £■*• ,  effc.  Nous  nous  contenterons  de  dévelop- 
per ^ncorëlè-syatèm*  guli^olte  dé  lau  supposition  -x  »  c?*/ 

Alors  réquatioBLud^  kcoîirbe  devient  .4*r^j-^r^~ — ,£  (*>■**!)  TV-'- 


on  devra  prendre  %  «titre  les  limites  1  et  4>  -et  on  aura  une  valeur  con- 

venable  de  xouc^,  d'eu  l'on  déduira  c°  =  ^7- ,  et  c  =  7^-;  ;  du  reste  , 

on  déterminera  mm  ,  m  et  mf ,  par  lès  mêmes  formulés  que  dans  l'article 
précédente  ■'  '"  ^-V*  *v'-^'*v'-  -  >:.-  ^  -  ■  -,  TT  ■  •:*. 
'  Ceîa  posé ,  l'équattai  dé  te  bourbe  fera  *T  (s**)tt»*F  (Ç)  ,  «  étairt  te  «k>3 
dule  bctomtrt*  à  ces  deurx  fonctions; ^Ife^vra  &ife  comkhiérkvecf  la  v*ieuè 

de  p  de  Part.  449  f  e'  *a  valeur  7  =:  -j-  tang  ^ ,  a^si  qu'avec  les  équations 

D'ailleurs^  comme  on  a  p~  ==  £(i^h<?°)  (^F^r*:^*.  il  s'ensuit  que  le 
nombre  ><&  révolutions  nécessaire  pour  que  la  courbe  rentrç  $w  elle-même, 
*W 4»»tM  «»  *y'lAw  qu«H serfUmpw,  dpjnW*  d'un in^àir ,  pu 4ivis*bl# 

JW'4'  ',     •    '     m  '  .  .••  ;„  / ^  \  .-y  ,  .  ;    f 

473.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'on  fait  *  =p  1  j  £;=?.!*,  ce  qu\ 

donne  »  =  v/a  — 1 1-,  e°  ==  v/ââTj »?  ~ 715  '  *^ars.  l'équation  df  la.  cqurbe 

jera  F  (**°)  =5  aF  (Ç),  le  module  de  caçs  fonctions  étant  x  c=  t/2  — <  1  j  cette 
courbe  rentrera  sur  elle-même  après  deux  révolutions  ;  et  on  trouvera  fiisé- 
jwtf  que  ai^^pour  pto;cto*»f&cU^  <oitisuppo«e .«-«s  0^  :dç  sorte  <pe  le 
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point  E  soit  l'origine  du  mouvement,  la  figure  de  cette  courbe  ressemble 
beaucoup  à  celle  qui  a  été  décrite ,  fig.  ai. 

Si ,  dans  le  même  cas,  on  veut  avoir  les  valeurs  de  ira  et  m',  qui  répon- 
dent aux  valeurs  Couvées  pour  ^et  x,  on  i)um  à  résoudre  féqaation  de 
Part.  470,  qui  devient 


mm'       /8 \ AB 

(1  — mO*V?       V~fl^h*)Vr 


mm'  tf 

Comme  on  doit  fèujeuvs  avoir  m  <  i1 ,  on  aura  rawtf  <  i%  et  —^ — ^  <  r;  ; 

or,  d'après  la  valeur  x  s^  y£a  —  r,oaa-j.  ^  =  J;  ainsi,  on  devra  avoir 

U±By  <î W^T>  °*  Cïïï)  >  ^#  hlattant.les  -valeurs  «tnériqué»  et 

A  — »B  A. 

supposant  A  >  B,  on  aura  A  .  B  >  o.og4a5:ia ,  ou~g-  >  y55VY»i* ,  et  en 

termes  plus  simples ,  g-  >  yff.  Cette  Condition  étant  remplie ,  on  aura,  par 

l'équation  précédente,  une  vpfeur opovewabletfe  mmf,  qwdotyim  6e)k» 
de  ira  et  de  ira'*  t  f.  .  ^ 

Soit,  par  éiemple,  AâaB,  ou  B  =  aA,  on  aura  a  peu  près  irara'=j|^, 

=5*  m  *>  •*  w  rapportant  le*  <fcrtw>ce*  au  point C,,i*Uieu de  FG,o»**ra 
ffi^(W-<H)«t  DCw(wî  +  r)o.  Ain w  W cwp^  s«a  environ 37 fois 
plus  éloigné  du  centre  C  dam  l'apside  supérieure  E  q\ie  dans  l'apside  infé- 
neureD. 

473.  Si  l'on  prolonge  ftéohelfe  dès  modules  dans  le  sens  inverse,  on 
pourra  faire  de  même  x±=u/,  xssiP,  ete?)  et  chaque  supposition  produit* 
un  nouveau  systèmp  comprenant  une  infiz^té  dp  /qpurbes  algébriques. . 

It  est  &  remarquer  que  ces  calculs  donneront  des  résultats  semblables  i 
ceux  que  nous  avons  déjà  obtenus  par  les  suppositions  «esc*,  us 4*,  etc., 
avec  cette  différence  que  les  modules  c  et  »  devront  être  échangés  entreeus , 
ainsi  que  les  variables  z  et  f .  La  raison  en  est  que  l'équation  général* 

Â3P(c,  *)  =  F(x,  Ç)  peut  être  misé  sous  la  forme  (a  —  c1)*  F  (<?,'*)  = 

(2  —  x*)*  F  (x,  Ç),  dont  les  deux,  membres  sont  semblables  entre  eux;  d'où 
il  sût  que-^éq^abou  subsista  en  faisant  la  double  échange  dont  npus  venant 
de  parler. 

474*  Soit  d'abord  xssc',  ee  qpi  revient  à  faire  *s&*°»  on  aura,  comme 
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au  n»  469, 


e -*>  +  *> 


ce  qui  donne  x  =  «/=-^~,  et  l'équation  de  la  courbe  sera  *F(c,  Ç*)  = 

eF  (c,  3) ,  ou  simplement  iF  (Ç*)  =  *F  (2)  9  £  étant  le  module  commun. 

Pour  construire  la  courbe,  il  faudra  combiner  cette  équation  avec  l'équa- 
tion sin ( a£—  Ça)  =  c sin Ç*  et  avec  les  Valeurs  de/?  et  y  données  art,  449- 

Quant  au  nombre  de  révolutions  nécessaire  pour  que  la  courbe  rentre  sur 

elle-même,  il  se  détermine  toujours  par  la  quantité  y>    ■      _;     =s— .;  donc 

ee  nombre  sera  e  on  \  e ,  selon  que  è  est  impair  ou  pair. 

476-  Soit  en  second  lien  Jtotc",  00  c»x°°,  on  aura  comme  au  n°  471  ? 


_  —  3e*  +  a  j/  (a**+  aîV  -f  3aft) 


ensuite  V  =  2Ji£  et  c"  ou  V  =  -J£A.  Cela  posé,  l'équation  de  la  courbe 

sera  eF(z)=iF(£°°),  e  étant  le  module  oommun  à  ces  fonctions;  elle 
devra  être  combinée  avec  le*  équation»  sin  (a£— £°)?=  c'sinÇVsin^Ç0 — ç°°) 

=s  csinÇ"*,  la  valeut  ètp  de  l'art.  449  et  **  taleur  y  se  -j-  tang£. 

D'ailleurs  comme  on  a  -gr*  =  /. _i_  w.  »    ^  —  T*»  k  nombre  de  révolu- 

tkxn»  qui  Compose  Une  période  sera  e,  £*  ou  £*,  scion  qw  e  sera  impair, 
double  d'un  impair,  ou  divisible  par  4-  l  '  '     . 

476.  ta  formule  générale  supposé  e  >  *  et  4<  4*;  c'est  pourquoi  le  cas 
le  plui  simple  s'obtient  en  faisant  <?  =  *,  i=»i.  Akw*  on  a  ftéquation 
aFzssrFÇ*,  et  la;  période  be  sera*  .que  d'une,  révolutiûnT  cWt^à-ctre  que 
là  courbe  rentrera1  sur  elle-même  après  une  seule  révolution;  ce  cas  est  très 
remarquable,  et  il  mérite  d'être  développé. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  point  É  soit  celui  où  corn-  Kg*  *4- 
menée  le  mouvement >  on  aura  t±=fv>  25^4?  />*  — *n(i  — c*sing4)>7  = 

zr-  ten8  Cà  et  l'équation  de  la  courbe  sera  aFJ/  s^  F(£°*)- 

Pour  avoir  le  premier  potot  d'itfferqecfcro  de  la  courbe  avec  Taxe,  soit 
£=i^,  on  aura  Ç^**  Ç°°==!wr,  $==ir  etp*  =  m.  Donc  le  point  B1, 
où  la  courbe  rencontre  son  axeaprè^Cfaé  de^ii-réiolution ,  5e  confondra  avec 
l'extrémité  L  du,  grand  axe  de  l'ellipse  p*  =  m*  et  ce  point  sera  par  consé- 
quent une  apside  sûpérïtittte,  dont**  le  fiant  fte  départ  E. 
:  fintw  le*  d^ux:poînt^  $  et  L^  le  corps  a  dû  passer  par  son  apside  infé- 
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rieure  I1;  pour  déterminer  ce  point,  il  faut  faire  <j/  =  ±4r,  ce  qui  donne 

Ç°°  =ir9  Ç*  =  £  ir  et  tang*  £  =  g.  Donc  le  point  P  est  déterminé  par  les 

valeurs  />*  =  m',  q  ==  \/Qs): 

.  Ainsi,  pendant  une  révolution,  le  corps  passe  deux  fois  à  l'apside  supé- 
rieure en  E  et  L,  et  dei^x  fois  à  l'apside  inférieure  en  l1  et  1*.  Dans  ce  cas, 
il  est  évident  que  toutes  les  demi-révolutions  doivent  se  faire  en  temps 
égaux. 

477.  Il  est  essentiel  d'oberver  que  dans  toutes  les  hypothèses  x=  c\ 
x  =  c",  etc.,  où  Ton. aura  x  >  c,  les  forces  A  et  B  devront  être  de  signes 
contraires,  c'est-à-dire  que  l'une  de  ces. forces  *era  attractive  et  l'autre 
répulsive.  Cela  résulte  de  l'équation 

mm'       _       AB  6»(a  —  «»)* 

(i  —  mm'f       (A+B)*  #  (cm— «•)  (c*+«*— cV)' 

dont  le  second  membre  serait  négatif,  si  AB  ne  dévenait  pas  négatif  en 
même  temps  quefle  facteur  c*  —  x\ 

Cette  circonstance,  qu'on  peut  admettre  au  moins  comme  hypothèse, 
n'entraînera  d'ailleurs,  auciin  inconvénient;  les  quantifiés  a  et  a!  seront 
toujours  de  même  signe,  et  les  formules  générale?  s'appliqueront  sans  diffi- 
culté aux  cas  particuliers.  ~  '       . 

478.  Ayant  donc  fait  x?w/',  ensuite  esa ,  *=i,  ce  qui  donne  cs=s|/>— 1, 

c'zzzS/zc,  xs~7}  supposant  de  plus  <  =  o,  00  aura,  comme  dans 

l'art.  476,  aFo|/=££*%  c  étant  le  module  commun,  sin  (*£—£*)  =  </  sinÇ*, 

sin(af  —  Ç~)=cifinÇ*,  p*=m(i  —  0*sin*4),  jss^-tangÇ. 

Pour  appliquer  ces  formules  à  un  cas  particulier,  j'observe  que  la  valeur 
de  x  étant  substituée  dans  l'équation  de. l'article  précédent,  on  aura 

mm*       __  AB  i 

{i-mmy  —        (A  +  B)»  '  (*«)'-■" 

Soit  donc,  par  exemple,'  A=al,  B=«— 1, 1  étant  l'unité  qui  sert  à  mesuro- 
les  forces  A  et  B,  on  aura  à  résoudre  l'équation 

(\  -f-Wy  _  9—  (x  *)' 

Ensuite  on  connaîtra  m  =  £  V<omb',  m'zsnti  Vwnf  ;'  «aae  Jl^^^X^M^ 
appliquant  donc  les  valeurs  numériques,  ou  aura  les  résultats  suif  a 
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logwp'fp  9,700259a,  lqg?  =^.6172243^ 

ïog    m  =9.8910024,  logJ==9.059i27i, 

3  *log    ^±=^9.8092567,  kg  à» §,9764602.  * 

A  l'égard  de  la  vitesse  initiale  V  qui  a  lîeu  au  point  E,  elle  devra  çatis- 
£Û£Ç;à  l'équation  %  rv  ,  ,      /r    ,...,,,     ,, 

Au  moyen  de  toutes  ce»  données,  h  corps  décrira  la  courbe  algébrique  tp*e 
nous  avons  dëterttrinée,  laquelle  rentre  #nr  «tUe-même  après  une  seule  révo- 
lution.   -    ;''J  :'*.  "\  •'    ~\i.    t.       **        \    .     -     *'    ■/ V-  ;.  f      ; 

-  1  ;~  ***..;-;:     Dtt  cas  particulier  vu  Von  a  &^  a'. 

479.  Ce  cas  se  rapporte  également  aux  formule»  du  ça»  II  et  à  celle»  du 
cas  I;  il  «ert  dç  p-QftflB^  de  ï^çnt  *  F^i^^ipia^M^eifc  ja«ar  alora..  .< 

^^^j^^V^,J|feis  oommç  la  variahle  £  n'i*  pas.  la  paême  signification 

dan»  le»  deux  cas  principaux ,  nous  suivrons  ftite»  dénomination  dn  pas  II. 
On  î  tfabord'it^pr^^  /C*^f^>>4^J^W(^^<^)^«^f  «Wi 

E£tad*^i*atis^  qt*e  À  et  B 

sont  donnés,  ainsi  que  la  quantité  m  qui  détermine  h  position  du  point  E 

d'où  résulté  *W;~^êj?^^  V16  ce^  **««#.«* 

Umi  .V  il  farit  prendre  7^  >^p; Cohnâd^ant^ëiôbâiUèc,  on  aura  mfs&mb*: 
ensuite  a  se  déduira  à  volonté  de  l'une  des  deux  équations 

,  *  -*        ^*~""      .-  A,4-Bjiw»'      r  '     \i-*V        i«*-ro  *   if— 1»'* 

Supposons  encore,  pour  B^W£ ^^«/ôgop^pi^,^ •.5??Ç  ^.  on;»ur»  l'équation 
de  la  courbe  JfcF(<*>  ^|/)==Ç,t  qu'il  faudra  combiner  avec  les  valeurs 

^•  =  m(i  —  c*sins4),  £=*-^iâng& <     ,  ) 

l^eik  <&u^  *ft*^^^  m  peut 

snéoeaar  cœo  [cependant  die  rentrerait  «or  «Uravéme  *p*à»  ?n  nombre 
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déterminé  de  révolutions,  si  la  quantité  -j—  était  rationnelle.  Ce  cas  seul 

excepté,  la  courbe  fera  une  infinité  de  révolutions  dans  l'espace  renfermé 
entre  les  périmètres  des  ellipses  p%  =  m,  p%  =  m',  et  ces  révolutions  seront 
toutes  d'une  inégale  durée. 

Pour  déterminer  les  apsides  I1,  S1,  I*,  S*,  etc.,  alternativement  supérieures 
et  inférieures ,  il  faut  faire  successivement  4  =  ^,  7T9  f  #,  atf,  etc.;  et 
les  valeurs  correspondantes  de  £,  qui  croissent  proportionnellement  aux 
valeurs  de  ^,  seront  Çz=zkFlc9  2kElc9  Zkflc9  etc. 

Développement  du  cas  III. 

48o.  Le  cas  III  est  le  premier  des  quatre  cas  principaux  qui  composent 
le  second  système.  Dans  ce  système,  la  valeur  de  p  varie  depuis  ^  =  0 
jusqu'à  p  =  \/m;  l'ellipse  p%  =  m  enveloppe  toujours  l'orbite,  et  la  touche 
dans  les  points  S1,  S%  S3,  etc.,  qui  sont  ses  apsides  supérieures;  mais  il 
n'y  a  d'apsides  inférieures  que  les  points  I1,  I*,  P,  etc. ,  situés  entre  les  centres 
F  et  G,  où  la  courbe  rencontre  son  axe,  et  où,  par  conséquent,  la  somme 
dés  rayons  vecteurs  r~\-s7  égale  à  FG,  est  un  minimum. 

Les  formules  propres  au  cas  III,  ainsi  qu'aux  trois  autres  cas  du  second 
système,  sont  établies  en  supposant  que  le  point  A,  origine  du  mouvement, 
est  situé  sur  l'axe  entre  les  centres  F  et  G.  C'est  à  ce  point  que  sont  rap- 
portées les  données  ntf9  ft9  V,  d'après  lesquelles  on  détermine  m,  m'  et  M, 
comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  l'art.  4 *5>  et  qui  servent  aussi  à  déter- 
miner la  constante  £,  comme  l'indiquent  les  formules  du  tableau  général. 

48i.  Dans  le  cas  111,  les  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  sont  de  trois 
sortes,  savoir  : 

Les  intersections  B1,  B%  Bs,  etc. ,  qui  ont  lieu  à  droite  du  centre  G;  elles 
se  déterminent  par  la  valeur  q  =  00 ,  en  faisant  successivement  £=^",  3tf , 
57T9  elc. 

Les  intersections  A1,  A*,  A3, etc.,  qui  ont  lieu  à  gauche  du  centre  F;  elles 
se  déterminent  par  la  valeur  9  =  0,  en  faisant  successivement  Ç=a^r,  47rt 
6?r7  etc.  r 

Enfin  les  intersections  I1,  P,  P,  etc.,  qui  ont  lieu  entre  les  centres  F  et 
G;  elles  se  déterminent  par  la  valeur  /?  =  o,  en  faisant  successivement 
4/  =  ^,  aw,  3tt,  etc. 

Ces  derniers  points  sont  en  même  temps  les  apsides  inférieures  de  la 
courbe;  quant  aux  apsides  supérieures  S1,  S*,  Ss,  etc.,  elles  seront  déter- 
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minées  par  la  valeur  />*  =  ro,  en  faisant  successivement  4  ^t^j  i^> 
\tt  ,  etc.  Ainsi,  on  voit  que  la  détermination  de  ces  points  est  liée  avec 
celle  des  apsides  inférieures  I1,  I*,  F,  etc.,  de  manière  qu'on  peut  obtenir 
les  uns  et  les  autres  par  un  même  calcul. 

482.  Pour  déterminer  avec  plus  d'uniformité  les  points  Bl,  À1,  Bm,  A*, 
B3,  etc.,  qui  répondent  aux  valeurs  Ç=flr,  2^,  3^",  4'7r>  5tp,  etc.,  nous 
procéderons  comme  dans  le  n°  439.  Supposons  que  les  valeurs  correspon- 
dantes de  4  soient  4  ==:>/j  >">  >w>  etc. ,  il  s'agira  de  résoudre  les  équations 
successives  kY(c,  y)+F(x,  $)=z2Tlx>  k¥(c,  y')+F(x,  é)=4F,x,  etc. 
Pour  cela,  soient  m  et  cT'  deux  arcs  déterminés  par  les  équations 

appelons  ensuite  /",  cT"',  etc.,  les  amplitudes  qui  résultent  delà  multipli- 
cation de  la  fonction  F(<?,  /')  ou  F/',  en  sorte  qu'on  ait 

F(<f")z=2W,  Fcrw  =  3Fcr,  FJNlf  =  4FJv/,  etc., 

c  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions. 

Cela  posé,  chaque  valeur  de  y  se  déduira  de  celle  du  ^correspondant 
qui  a  le  même  indice,  en  résolvant  l'équation  F^+FiisF/.  11  en  résulte 

p     ring  cosJa(J)  +  8in^cosyA(y) 

e  yW""""  ÛOO  A  (/")  +  c*  sint  cost  «in  Jcos/' 

Faisant  ensuite  ^s=  pg^  ou  jtt^j  la  position  du  point  d'intersection  cor*- 
respondant  B"  ou  A"  sera  déterminée. 

483.  Pour  déterminer  semblablement  les  points  S1,  I1,  S%  I*,  Ss,  P,  etc., 
qui  répondent  alternativement  aux  apsides  supérieures  et  inférieures,  nous 
supposerons  qu'en  faisant  successivement  4=i^>  Tj  !^>  3ÎT>  l^t 
ZiFy  etc.,  on  ait  les  valeurs  correspondantes  £=  A',  A",  Am,  Alf,  AT,  AT,;  etc. \ 
il  faudra  résoudre  les  équations  successives  AJF1c  =  F(x,  A')  — F(x,  «), 
2ÀF1c  =  F(x,  A")  —  F(x,  «),  etc.  Pour  cela,  soit  «Tune  première  auxi- 
liaire déterminée  par  l'équation  F{x,  £')=:kFlc;  ensuite* soient  <f",  J^", 
/IT,  etc. ,  d'autres  auxiliaires  qui  résultent  de  la  multiplication  de  la  fonction 
F(x,  <T),  en  sorte  qu'on  ait 

Vf"  =  sFcf ',  Fcf"1  =  3F<f',  F<fIf  =  W>  etc> 
x  étant  le  module  commun,  il  restera  à  résoudre  en  général  l'équation 
FA— F£=Fcf ,  x  étant  le  module  commun  à  ces  fonctions,  et  on  en  déduira 

61 0. 
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et  où  il  faudra  donner  à  À  et  <T  un  même  nombre  d'accens. 

Les  points  1%  1%  1%  etc.,  qui  sont  les  apsides  inférieures,  ou  les  points 
d'intersection  4e  la  courbe  arec  l'axe,  entra  les  centres  F  et  G,  seront  en 

général  déterminés  par  la  valeur  ^  =  ^tang#j£==gj,  ou  il  faudra  don- 
ner à  Ç  les  valeurs  successives  Ç  =  X",  Al%  ATI?  etc. 

Les  points  S1,  S*,  S%  etc.,  qui  sont  les  apsides  supérieures,  seront  déter- 
minés par  la  valeur  constante  p*  =  m  et  la  valeur  q  =  — y  tang  £  Ç ,  dans 

laquelle  il  faudra  faire  successivement  f  =  X','  Af//,  Àf,  etc. 

4&4-  Ezaminéttg  mate  tenant  combien  le  corps  devra  faire  de  révolutions 
pour  arriver  à  utt  point  «de  l'orbite  déterminé,  soit  par  k  valeur  ÇssLar, 
soit  par  la  valeur  4  Bc  ^t  L  et  I  étant  des  nombres  entiers.  Le  nombre 
de  demi -révolutions  se  trouvera  par  celui  des  intersections  de  la  courbe 
avec  l'axe  j  car  nous  comptons  comme  demi-révolution  le  passage  d'une 
intersection  à  l'intersection  suivante. 

Soit  d'abord  £=  L^j  cette  Valeur  conviendra  au  dernier  des  points  d'in* 
tersection  B,  A1,  B1,  A%  B%  etc.;  ainsi  le  nombre  de  ces  points  sera  L.  Mais 
il  y  a  d'autres  points  d'intersection  IB,  1%  etc,  situés  entre  F  et  G;  pour  en 
connaître  le  nombre,  il  faut  avoir  la  valeur  de  4  qu*  correspond  à  la 
valeur  Ç=Li7r.  Soit  doue  4  =  1^ -h  4'»  *  étant  mi  entier  et  4'  un  arc 
positif  moindre  que:  tt%  on  aura  pour  déterminer  1  et  4'>  l'équation 

T     flFc  *k¥lc 

Ainsi  I  sera  l'entier  le  pins  grand  contenu  dans  la  quantité  donnée.. . 
aLPlfc4-ï'(«,i) 

— ï*rs — - 

I  étant  ainsi  déterminé,  le  nombre  total  des  demi-révolutions  qui  corres- 
pondent &  la  valeur  £  73  L*v,  sera  L  •+•  I. 

Eu  second  bru,  soit  donnée  la  valeur  4  =  1^;  Ie  nombre  des  poifats 
d'intersection  I',  I*,  F,  etc.,  dont  le  dernier  répond  à  la  valeur  4=='*ri 
sera  I.  Pour  avoir  le  nombre  des  autres  points  d'intersection,  il  faut  con- 
naître la  valeur  correspondante  de  Çj  soit  donc  ÇcsL^- •+•£',  L  étant  un 
éhtier  et  £'  un  arc  positif  moindre  que  çr.  On  aura,  pour  déterminer  L 
et  t?7  l'équation 
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*h — ^r133      *p« — • 

Connaissant  L,  le  nombre  total  des  points  d'intersection,  ou  celui  des 
demi-révolutions  du  corps  dans  son  orbite,  seral-f-L. 

485.  Pour  que  le  corps  revienne  au  point  de  départ  À,  aptes  un  certain 
nombre  de  révolutions,  il  faut  qu'on  ait  à  la  fois  nf  ssetf  et  Ç=2iw  +  £7 

e  et  i  étant  des  entiers,  oe  qui  donnera  -^-~2=~;  ainsi  il  feut  que  la 

quantité  •«—  soit  une  fraction  rationnelle  A  Alors  le  nombre  des  demincé- 

volutions  faites  par  le  corps  sera  ii  -(-  e;  si  e  est  pair,  le  corps  aura  acfeeW 
i  +  {e  révolutions ,  et  la  courbe  rentrera  sur  elle-même.  Mais  si  e  «st 
impair,  il  faudra  encore  ai+e  demi-révolutions  pour  que  la  courbe  rentre 
sur  elle-fflâmè.  Ainsi,  en  général,  lé  nombre  des  révolution»  qui  composent 
une  période,  sera  i+tc  ou  ai-f-e,  selon  que  e  sera  pair  ou  impair  :  on 

connaîtra  d'ailleurs  les  nombres  i  et  e  par  la  yaleur  -pr~>  réduite  à  Fex- 
pression  la  plus  simple  *-. 

496.  Les  résultats  des  deux  articles  précédens  devront  être  modifiés,  si 
la  courbe  passe  par  l'un  des  foyers  F  et  G; 

Pour  que  le  corps  parvienne  au  foyer  F,  il  faut  qu'oa  ait  à  la  fois/? s  o, 
q  ss  o,  c'est-à-dire  4 1S=2  lwr •*  K  **  ^^  <>  n  et  n'  cteut  des  entiers.  ,Alprs 
on  attira  Féqpatioa  de  condition  *kn£lc  s^ifa'F1*'— F(*>*)-Si  dans  cette 
équation  on  regarde  4F V,  F1*  comme  seules  données,  les  entiers  n  et  nf 
étant  à  volonté,  ainsi  que  F  (x,  fi),  qui  doit  seulement  être  plus  pptit  que 
F(x,/7f)  ou  aF'*,  on  voit  qu'il  y  aura  une  infinité  de  manières  de  satisfaire 
à  cette  équation,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  suppositions  à  faire 
sur  l'état  initial  du  mouvement  dont  dépend  la  valeur  de  la  constante  fi, 
pour  que  le  corps,  après  un  certain  nombre  de  demi-révolutions,  parvienne 
au  centre  F.  - 

Cependant  lorsque  kF'c  et  tf'x  seront  commensur^bles  entr'eui  *  si  l'on 
appelle  H  leur  oommune  mesure,  les  diverses  valeurs  de  F(x,  e)  ne  pour7 
root  être  que  des  multiples  4e. -aH,  ainsi  leur  nombre  sera  limité.  . . 

Pour  que  le  corps  parvienne  au  foyer  G  ,  il  feut  qu'on  ait  à  kl  fois 
^  ss  iirr-et  f  =  (2/*'+ 1)  tf,  ce4}ui  doimera  l'équkûon  de  condition .afojF1* 
==  2  (an'  +  i)  F'x  —  F  (x,  fi),  écfuation-à  laquette  0» pourra1  satisfaire  d'une 
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infinité  de  manières ,  si  -_,—  est  irrationnelle  ;  et  d'an  certain  nombre  de 
manières  seulement ,  si  cette  quantité  est  rationnelle. 

487.  Les  cas  dont  nous  venons  de  parler  donnent  lieu  à  exception  dans 
les  formules  des  articles  4^4  et  485  ;  car  si  le  foyer  G  est  l'un  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe,  ce  point  appartiendra  également  à  la 
sérié  des  points  B1,  B*,  B3,  etc. ,  et  à  celle  des  points  I1, 1%  F,  etc.  De  même 
si  le  foyer  F  est  l'un  des  points  d'intersertion  de  la  courbe  avec  l'axe ,  ce 
point  appartiendra  également  à  la  série  des  points  A*,  A*,  A3,  etc. ,  et  à 
celle  des  points  l1,  I*,  I3,  etc.  Ainsi ,  dans  rémunération  des  points  d'in- 
tersection qui  servent  à  compter  les  révolutions  du  corps  dans  son  orbite , 
il  y  aurait  une  unité  à  retrancher,  tant  de  la  somme  L  -f-  I  trouvée  arti- 
cle 484  9  que  de  la  somme  21  -+-  e  de  l'art.  485. 

Mais  une  remarque  plus  essentielle  à  faire,  -c'est  qu'aussitôt  que  le  corps 
est  parvenu  à  l'un  des  foyers  F  et  G,  les  formules  générales  cessent  d'être 
applicables  à  la  question,  puisque,  passé  ces  points,  les  valeurs  de  p  et 
q  devraient  être  supposées  imaginaires. 

On  doit  être  peu  surpris  de  cette  difficulté  analytique ,  si  l'on  considère 
que  la  vitesse  du  corps  devient  infinie  lorsqu'il  parvient  à  l'un  des  centres 
des  forces;  on  peut  supposer  que  la  loi  de  continuité  est  violée  par  cette 
circonstance;  du  reste,  nous  ne  nous  occuperons  pas  ici  de  la  solution  de 
cette  difficulté ,  et  nous  ferons  généralement  abstraction  ,  dans  tout  ce  qui 
suit,  des  cas  où  l'orbite  peut  passer  par  l'un  des  foyers.  Nous  donnerons 
cependant  ci-après  l'exemple  d'un  cas  de  ce  genre,  dans  lequel  le  mou- 
vement se  détermine  d'une  manière  qui  semble  d'abord  peu  admissible, 
mais  que  le  calcul  justifie  suffisamment. 

488.  H  faut  maintenant  chercher  dans  le  cas  III  l'expression  générale  du 
temps  que  le  corps  met  à  parvenir  à  un  point  quelconque  de  son  orbite. 
Ce  temps  est  toujours  composé  de  deux  parties ,  l'une  t  fonction  de  4  $ 
l'autre  t"  fonction  de  Ç;  or ,  comme  la  valeur  de  q  est  la  même  que  dans 
le  cas  I ,  les  formules  pour  déterminer  la  partie  ty  ou  plutôt  t'  •+-  *",  se- 
ront les  mêmes  que  dans  les  art.  44 2  et  suivans  ;  il  faudra  seulement  ob- 
server que  dans  le  résultat  on  devra  retrancher  la  constante  €  (é)  -f.  f(e)9 
parce  qu'à  l'origine  du  mouvement  on  a  Ç  s  s.  Il  ne  reste  donc  à  trouver 
que  la  valeur  de  la  première  partie  if. 

$  dans  l'équation  ^~  =  ^J^y  .  -^L ,  on  substitue  les  valeurs  qui 
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T¥T            .       .          c?m'  sin'4'      dp              c                    dû 
conviennent  an  cas  IIL  savoir  p%  = -r--rî .  tt^==  ,tl*   n  •777 3^-77%. 

on  aura ,  en  faisant  pour  abréger,  n  =  —  c*  (  1  +  m')  >  D  =  .....• . 

*  J    .       (1  +/»«in,4)m 

Or,  par  les  réductions  connues,  on  a 

3(,+»)Z=-iT^^+^±-"F(,)+)-JE(4)+(.-$)n{»)c)+). 

Soit  Z1  la  valeur  de  Z  lorsque  4=7^1  on  aura 

a(i  +  «)Z'  =  ^±2F'c-iE'c+(,~J)n'(»,4 

Or,  si  l'on  fait  n  =  —  1  •+•  A*  sin* X ,  on  aura  sin*  A  =  1  —  m  j  et  en  sub- 
stituant  la  valeur  de  II1  (n,  c),  déduite  de  la  formule  de  Fart.  11a, 
puis  faisant,  pour  abréger ,  K  =  £  <rr  +  (F1* — E'c)  F  (*,  X)  —  F'c.E^A)* 
on  aura 

afrsin'A  (i~frsin\*)  Z'=E'c  — 6»sin»AF'c+  ^X~*B}?±.K. 

V  '  ^SinACOSAA(£,A) 

Soit  T' la  valeur  de  t9  lorsque  4  ~  ï**  >  on  aura  V  =  DZ*,  ou 

rp/ D /«,  ,t   .        -^     ,       (cos*a — 6*  si  n*  a)  K     \ 

X  —  a6*sin*A(i—  ^rfu>A)V  S^n  AJ?  C"*"  sinA  cosa  |/(i  —  PsuM)/ 

En  général,  soit  4  =  Is*  -H"  4'>  et  on  aunTla  partie  du  temps  correspon- 
dante 

<'(4)=:air  +  /'(4'>j 

cette  partie  devra  être  jointe  à  celle  qui  dépend  de  la  variable  Ç ,  savoir, 

Du  cas  particulier  où  Von  a  m'  =  m. 

489.  Alors  on  a  c*  ==  x*  =  7,  et  la  valeur  de  A:  devient  indéterminée 
Pour  obvier  à  cet  inconvénient ,  je  fais  mlsxln  (1— »a/)  j  c£  étant  supposé 

infiniment  petit,  j'ai  C= £  (  1+/)  ,  cob 8  =  5^^^i^ i  — A\ D^ 

^,  ^  ,.  on ,  pn  substituant  la 


A*  =  — — j^ss^,.  '  ;    »  p  *•  on,  pn  substituent  la  valeur  de  a , 
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&  étant  ainsi  déterminé,  l'équation  de  la  courbe  sera 

ÀF(4)  =  F<0-F(«), 

le  modale  commun  à  ces  fonctions  étant  c  =^*|/^ 

4go.  Si  Ton  veut  que  la  courbe  décrite  soit  une  courbe  algébrique ,  il 

faudra  faire  k  =  -,  -  étant  une  fraction  rationnelle  à  volonté  ;  alors  m  devra 

être  déterminée  par  l'équation 

Connaissant  les  nombres  * ,  e3  et  le  rapport  g- ,  on  trouvera  toujours  par  cette 

équation  une  valeur  convenable  de  mr  car  le  seoond  membre  étant  toujours 
plus  petit  que  l'unité,  si  on  le  désigne  par  sin*  A,  ou  aura  m  =  tang  \  h; 
et  comme  on  peut  prendre  A  <  y  ^,  on  aura  /n  <  i. 

D'après  les  formules  de  l'art.  4*5 ,  le  cas 4e  m' ss  m  suppose  une  vitesse 
initiale  V  telle  que 

,    ^        (^  +  B>i><>)  (.  +  **•)* 

•  (i+m0)»  — aji^iny' 

de  plus,  on  doit  avoir  entre  m°  et  f*  l'équation 

(A4-B^Q  sinV*    _  m*  (A-fB) 
(i  +  m°y  — am°  sin>  i  «+■  m%     ' 

<Foù*  Ton  déduit 

cas*  Lt  — ■  *         N  -  j  ' 

*        aWm»  (A+B)  +  (i  +  >»*)  (A+BmP-)' 

et  comme  on  doit  supposer  dans  ce  cas  À  >  Boi*^  et  B  >  Ams,  il  s'ensuit 
que  cos  /u.  n'est  jamais  zéro ,  et  qu'ainsi  sin  fi  ne  peut  surpasser  un  maxi- 
mum facile  à  déterminer  par  la  variation  de  /n°.  La  valeur  de  wi°,  qui  con- 
vient au  maximum  de  sin /i  est  /»°  =  B  ^i"*!  >  ce  9^  donne  cos*  fi  = 

Ayant  donc  pris  m*  et  /t*  dans  les  limites  convenables ,  l'équation  de  la 
courbe  sera  tP4  as  e  (*£  — F*)?  et  si  Fou  fcit  TÇ  —  F*  s=  Pf,  «Ile 
deviendra  *F4  =  «FC-  On  rara  «n  même  temps  les  valeurs  suivantes  de 
p  et  q. 
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r        yC1— <**«»*  4)' 

_i_  ,« _i_     r  —  cost  cosÇ" — c*ginttrin*Çr+gini8inÇ/A(«)A(g') 

^ —  1/* taDg  •  C  ~  |/rf  •  sînt  cosÇ'  û  (O-Hafaf  cost  A  (•) 

Étant  donné  le  rapport  g-,  on  peut  varier  à  l'infini  les  nombres  entiers  i  et 

e  j  ainsi  que  les  données  m°  et  /jl;  d'où  il  suit  qu'il  y  a  une  infinité  de 
courbes  algébriques  qui  satisfont  à  la  question  dans  l'hypothèse  de  m' ss  m7    — ^ 
laquelle  est  d'ailleurs  comprise  dans  l'hypothèse  C  +  C  =  o ,  dont  nous 
avons  parlé  n°  402. 

4gt.  Le  cas  le  plus  simple  s'obtient  en  faisant  i  =s  1 ,  e  =  i,  ce  qui  don* 
nera  l'équation  de  la  courbe  4  =  £'î  ma*s  ^  vaudra  autant  conserver  cette 
équation  sous  la  forme  F4  =  F£  —  Fé,  parce  que  de  là  il  est  facile  de  dé- 
duire algébriquement ),  suivant  les  cas,  4  par  le  moyen  de  £,  et  récipro- 
quement. 

Pour  avoir  le  premier  point  B1  d'intersection  de  la  courbe  avec  l'aie,  il  F%.  »& 
faut  faire  Ç=  tt  ,  ce  qui  donnera  4  ==  ît  — *  € ,  et  p%  =s    J|**"?  '  =  «-. 

Le  point  d'intersection  suivant  I1  se  trouvera  en  faisant  4  ==^5  ce  qui 

donne  C  =  7T+ *,  tang£  Ç  =  — cot£c,  et  q  sa—-  — ^  ;  ce  point T  se 

1  FI1 

trouvera  donc  en  faisant  q%  =  -— ;  =  qïï-  H  se  confondrait  avec  le  point 

À ,  si  la  valeur  initiale  de'  ju  était  telle ,  qu'on  eût  nf  =  -  j  cas  où  l'on  a 

Le  troisième  point  d'intersection  A1  se  trouvera  en  faisant  £  =  arr ,  ce 

qui  donne  4  =  29T  —  6 ,  sin  4  =  —  sin  € ,  et  »•  =  — — ^4-  ==  7^.  î 

*  .  T  '  T  1       r  i—^iin1!        GA    , 

ainsi  le  point  A1  sera  situé  à  la  même  distance  du  centre  F,  que  le  point 
B  l'est  du  centre  G. 

Pour  avoir  la  quatrième  intersection ,  on  fera  4  ae!  **y  ce  qui  donnera 
Ç  sa  27T  -+•  i;  ainsi  cette  quatrième  intersection  retombera  sur  le  point  A , 
et  la  période  sera  entièrement  achevée.  Cette  période  est  composée  par  con- 
séquent de  deux  révolutions. 

Dans  le  cas  de  €  =  jT,  les  points  A  et  V  coïncideraient,  et  les  points 
A1  et  Br  seraient  des  apsides  supérieures. 
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Des  cas  où  la  courbe  devient  algébrique' 

4ga«  Reven*n»  mut  fermait*  géaéraks  du  cas  III  ;  et  comme  la  râleur  de 
*p,l/(!S)M  pcmel  ptt  d*  supposée  isc,  tittpt£d*ni]e  cas  déjà 
nrikin  %fc  «  ~  y/r*.  feûow*  p#ur  première  hypothèse,  xss^  dçu$  au- 
*m.  F(b-,4)«  ^F(c- 4-). Sbit  Ame*.  i±£,  o*±±£  ^(^) 

=s  -,  il  en  résultera 

^ c'+a* 

tteetç  iwnfa  W»  ngpbre  îetequi  sentent  à  <Kteim>ner  les  module»  c 

et  »  ;  connaissent  depft»  fe  reppett  g- ,  tes  quantités  metmfns  a*»t  pin» 

arbitraires;  car  les  formules  générales  qui  servent  à  déterminer  a  et  a!  doo- 
DflBt  Féqu#tîon  suivante  pour  déterminer  mm*: 

mnf     mmm     4Ag  yc*(t  —  a»fr 

ewiâte  e»  am  «t«r  j  V^m^%  et  »f  »|  ^(«>')y^^|^^^C^a- 

uaswseni  m  et  «*' ,.  k»*qna*ipqs  <km?  4f£  dflMwrertk  cette,  celai*»,  cote 
»f  et.f*f 

Wn  ^ —  »»•(»— jfi'  +  amiiO  (À+B)H-(i+»w»')(A  +  Bm")> 

qui  peeml  de  patad»/»^  à  tabulé,  pourvu,  cm  )b  vwkftr  d*  *Af*  qui 
çn.t&ulie  soit  gîtas  getite  que  l'unité  £  enfiq  la- vitesse  initiale  Y  sera  donnée 
par  f  équatfon 

t  <*'  =  ==^±^(A  +  B)  +  *  +  Bm-. 

Avec  toutes  ces  cëndfliofi»,  Péquatfon  d*  ta»  courbe  décrite  sera  jFs|^  t= 
*(F£— ïf);  oTtaurfrefMnème^temps  11»  équat*MSsm  f^>«^4#)a!*i^zH^)r 

ya=i/f_ir*  >a\<  9=T7Î  *an8  »  f •  ^  obtiendra  ainsi  un*  ïofihite  dfe 

ww^^g^riqp^q^^^^^0^*  tu*  formules  dp,cas  1IL. 

493.  Si  l'on  fait  £=21/* -f-*  et  4^=tT >  ou  4**=  aW,  le  corps  re*iepdj* 
au  point  du  départ  A,  pourvu  que  les  entiers  L  et  I  satisfassent  à  l'équation 
liseL,  qui  donne  L=*,  Ic=e;  or,  depuis  la  valeur  £=«  jusqu'à  la 
valeur  ÇsaaLsr-f-*)  il  devra  y  avoir  aL  intersections,  soit  a  droite  de  G> 


section  a  4*1 

»it  è  ganobe  de  F  j  la  valeur  4  ■=»  hr  indique  £arfeilk*ient  I  interaeotfofcs 
entre  F  et  G;  donc  le  nombre  total  des  interaeétiftiis,  ou  celui  des  demi- 
révolutions,  sera  aL-f-f.  Si  ce  nombre  est  faûr  ,fa  période  sera  terminée 
«figés  Ii+tI  révolutions;  mais  si  l  ett  impair,  ï  faudra  encore  un  pareil 
nombre  de  demi-révolutions  pour  terminer  la  période.  Ainsi,  en  général, 
l'orbite  rentrera  sur  elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  L-f-  jt  ou 
aL+ 1,  selon  que  aL  + 1  sera  pair  ou  impair.  Il  faut,  tomme  nous  Pavons 
déjà  dit,  excepter  les  cas  ^u  la  courbe  passerait  par  l'un  des  centres  F  et  G  j 
car  la  continuation  du  mouvement  au-delà  de  ce  centre  n'est  point  donnée 

par  nos  formules*  J'observerai,  au  reste,  qhe  si  dans  la  fraction  - ,  toujours 

supposée  réduite  aux  moindres  termes, le  dénominateur  *  est  pair,  la  courbe 
ne  passera  par  aucun  des  centres  F  et  G;  alors  la  période  sera  de  t'+^e  ré- 
volutions; si  au  contraire  le  dépominateur  e  est  impair  5  la  courbe  passera 
..toujours  par  l'un  des  centres  F  et  G;  savoir,  par  le  centre  F,si  test  pair, 
et  par  le  centre  G ,  si  i  est  impair. 

494*  La  supposition  x=£°  fait  connaître  une  infinité  de  courbes  algé- 
briques qui  satisfont  au  cas  lll;  on  en  trouverait  de  même  une  infinité 
par  chacune  des  topposittftt»  *x*=4",  K*a*~%  «to.;  Inais  il  nous  paraît 
superflu  d'entrer  dans  de  nouveaux  détails  à  ce  Sujet. 

Dépêloppemetot  du  câ$  JV. 

4g5.  Les  observations  géniales  que  nous  avOris  faite*  sûr  les  formules 
du  css  III  s'appliquent  ayec  très  peu  de  modifications  aux  formules  do 
cas  IY  ;  nous  nous  dispenserons  donc  de  donner  une  explication  détaillée 
de  celles-ci ^  nous  remarquerons  seulement  que  le  temps  se  déterminer*  par 
les  formules  déjà  données ,  savoir,  la  partie  t  qui  dépend  de  ^  >  pv  ifs 
formules  de  l'art,  488,  et  la  partie  t"  qui  dépend  de  Ç,  par  les  formules  de 
.Eart.  464, 

4g6.  A  regard  des  cowrbç*  algébriques  qui  pe»v*M  sstofeire  au  «e§  IV , 
il  est  fccile  d'en  trouver  tant  de  séries  qu'on  voudra*  L'hypotWse  la  plus 
simple  pour  obtenir  de  telles  courbes,  consisté  à  faire  essai  et  &=.* . 

5-,  il  en  résulter** 


)/<&)■ 


Ainsi  pourvu  qu'on  prenne  ê*>f$  on  sw»  unis  t tdéM  t&afWhiïûéé*  •*-' 
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dule  cy  et  l'équation  de  \a  courbe  sera  1F4  —  e(^K  ~  ^i);  on  ?■*  in 

même  temps  ^=^--^— ,  9=  ^tangÇ. 

.    Ayant  pris  à  volonté  la  fraction -<  1,  et  le  rapport  g-,  oa  connaîtra 

d'abord  le  module  c,  par  la  formule  précédente  \  ensuite  mm9  devra  être 

déterminé  par  l'équation 

mm' AB         ca(a  —  c*)* 

{i+mm'Y       (À+B)**      i  +  c*      * 

Connaissant  mm',  on  aura  m  = 1  ^/(mwi'),  et  m'  =  -  y/{mmf).  Enfin ,  les 

deux  équations  de  Part.  ^92  donneront,. l'une  la  relation  entre  m°et  sîn/tx, 
l'autre  la  valeur  de  la  vitesse  initiale  Y,  pour  que  la  courbe  dont  il  s'agit 
soit  décrite. 

.  On  trouvera  d'ailleurs,  comme  dans  le  n#  493,  que  la  courbe  rentrera 
sur  elle-même  après  un  nombre  de  révolutions  1+ Je,  si  e  est  pair.  Lorsque* 
est  impair,  la  courbe  passe  par  l'un  des  foyers  F  et  G,  et  la  période  cesse 
d'avoir  lieu,  ou  ne  peut  être  déterminée  que  par  d'autres  considérations. 

Du  cas  pnrticulier  où  l'on  a  B  =  Amwl. 

497.  Dans  ce  cas  on  a  a'=o,  x=  1 ,  A=  i/(2câ—  1),  et  l'équation  de 
la  courbe  devient  #F(c,  ^)  =  F(i,  Ç)~F(i,  é),  ou 

3iF(«)4)=io8(SSD^.oS(i±s-:). 

Cette  courbe  n'est  point  algébrique,  mais  elle  est  d'une  forme  qui  mérite 
d'être  remarquée. 

On  voit  que  l'arc  £  a  pour  limite  \7T,  et  qu'il  n'atteint  cette  limite  que 
lorsque  %(/  est  devenu  infini;  d'ailleurs,  comme  Ç  augmente  en  même  temps 
que  4>  et  que  lorsque  4/==°  on  a  £  =  €>  il  faut,  à  plus  forte  raison, 
qu'on  ait  e<  ^tT  ;  c'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  par  l'équation  tang£  = 
V/(fltm°);  on  peut  même  prouver  que  t  est  <  J^;  car  on  a,  dans  ce  cas, 

h»-— m' 

a  = ,,  et  par  les  équations  de  l'art.  492 ,  on  trouve 

_  mm       ,      .       _.*. 

*m*  =  1  —  T=— ?  (1  +m*)*  cot>  =  tang'é. 

498.  Puisque  dans  la  courbe  dont  il  s'agit,  la  valeur  de  £  est  toujours 
comprise  entre  €  et  \it\  cette  courbe  ne  peut  rencontrer  son  aie  qu'entre 
les  pointa  F  et  G ,  ou  même  qu'entre  les  points  A,  G.  Ces  points  d'inter- 
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section  sont  les  apsides  inférieures  successives  ll,  1%  1%  etc.;  ils  reposa 
dront  aux  valeurs  4  =  ^,  a^r,  3^,. etc. 

Quant  aux  apsides  supérieures  S\  S%  Ss,  ete.?  toutes  placées  sur  le  péri- 
mètre, de  l'ellipse  />*s3  0t,  elles  devront  répondre  aux  valeurs  4  ^b^Tf 
§tt,  f^r,  etc. 

Supposons  qu'aux  valeurs  successives  4  =ï^i  *S  f^>  a^r,.|»,  etc. . 

répondent  les  valeurs Ç  = [A'  »  A",  À'",  A,T,  A¥,  etc., 

4e  premier  terme  A'  de  cette  dernière  suite  sera  déterminé  par  l'équation 


On  aura  de  même        *?n  ,  =         !—  c",  et  en  générât,  pour  un  indice 
1  —  sin  A  1  —  sin  •        *  °  * 

quelconque  *, 

1  —  sin  A*  "—  *  —  sin  •      *    .  /  <  * 

0e  là  on  voit  que  la  suite  €,  A',  A",  A'",  A**,  etc.  est  continuellement  crois- 
sante depuis  le  terme  e  ou  A%  jusqu'au  dernier  terme  \tt.  Il  en  résulte  que 
les  points  P,  1%  P,  etc.  s'approchent  continuellement  du  centre  G,  avec 
lequel  ils  finissent  par  se  confondre,  et  que  lés  points  S*,  S*,  S3,  S4,  etc. 
Rapprochent  de  même  continuellement'du  point  L,  avec  lequel  ils  finissent 
par  coïncider.  Mais  ces  coïncidences  n'ont  lieu  qu'après  tin  nombre  de 
termes  infini. 

499.  Cela  posé,  on  voit  que  la  courbe  est  composée  d'une  infinité  de  Pif.  «& 
parties  AS1!1,  PS*Ï*,  PS5P,  etc.,  situées  alternativement  des  deux  côtés  de 
l'axe  FG,  lesquelles  avancent  graduellement  par  leurs  bases  ÀP,  PI*, 
PP,  etc.,  jusqu'au  point  G,  et  par  leurs  sQpamets  jusqu'au  point  L,  qui 
est  le  dernier  terme  delà  suite  supérieure  S\  S3,  S5,  etc.,  comme  celui 
de  la  suite  inférieure  S\  S4,  Sf,  etc.  .  . 

Celte  courbe  ainsi  composée  d'une  infinité  de  spires  juxta-posées  qui 
diminuent  continuellement  de  largeur ,  et  dont  les  sommets  convergent  vers 
le  point  L,  ne  ressemble  en  rien  aux  autres  courbes  que  nous  avons  dé- 
crites jusqu'il  présent;  et  »  c'est  u»  résultat ,  depsafcul  assez  frappant,  qu'une 
telle  courbe  puisse  être  décrite  par  l'action  dç  deux  forces  .qui,  oousidér 
rées  séparément,  ne  pourraient  faire  décrire  qu'une  ellipse.  Si  l'on,  ^emanT 
dait,  dans  ce  cas,  quel  est  le  temps  moyen  d'une  révofrtion,  il  faudra  en- 
tendre par  demi-révolution  le  passage  (Tun  point  d'intersection  tel  que  F 
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au  point  d'intersçoticm  suivant  ¥>  pendant  lequel  4  varie  ^depw  3ir  jo» 
qu'à  4^-  En  général,  si  l'on  calcule,  par  tes  fomulep  données  ct-dèann, 
le  temps  écoulé  depuis  >|/s=oo  jusqu'à  ^^aa  ht,  ce  tempe  eera  celui  4èsl 
pregniàrçs  «femtMrévolutîons,  et  eà  le  divisant  par  1  es  a*r*  le  temps  mjm. 
d'une  demi  -  révolution ,  lequel  approchera  d'autant  plus  d'erçô  yajmr 
constante,  quel  *çra  plus  grand;  d'oà  il  «rit  qu'à  mesure  qpe  %|*  augmente, 
les  tejûps  des  demi-révolutkms  tendent  de  plus  en  plus  vers  l'égalité. 

On  pourrait  aussi  considérer  le  mouvement  dm  corps  comme  «ne  eapèoe 
de  mouvement  d'oscillation  ,  dans  lequel  tç  corps  passe  successivement  d'une 
apside  supérieure  telle  que  S'  à  l'apside  suivante  S3,  puis  de  S3  à  S4,  et  ainsi 
de  suite.  Ces  sortes  d'oscillations  vtont  en  diminuant  d'étendue ,  à  mesure 
que  le  corps  s'approche  du  centré  G,  mais  elles  finissent  par  s'effectuer 
toutes  dans  le  m$me  temps. 

Développement  du  cas  V. 

5oo.  Les  cas  I  et  II,  et  tous  cet**  qui  en  dépendent,  ont  un  caractère 
cpmjpuo.  et  dUtbcttf  qui  couriste  en  ce  que  les  intersections  de  lu  courte 
ay*c  Ifaxç  ne  peuvent  avoir  lieu  que  dans  les  parties  DE,  &L  situées  «te 
les  detw  ellipse  tenwnatricea.  Lestas  III  et  IV  se  distinguent  d&spremian, 
en  c*  que  les  intersections  de  la  courhe  avec  son  au  ont  lieu,  non-seule- 
ment dans  les  deux  partie»  DF,  OL  comprises  eutve  ka  eHipaes/?*  =&**, 
f*==*o,  mais  encore  dans,  la  partie  de  Vçxa  FG  comprise  entre  les  deux 
centres.  Les  cas  Y  et  VI,  qui  nous  restent  à  examiner,  se  distinguent  4e$ 
autres  en  ce,  que  le*  intersections  de  la  courbe  avec  l'axe  n'ont  lieu  que  dans 
les  4ewx  parties  FGf  GL  qui  sont  adjacentes  au  neutre  4k  II  y  a  doue  dans 
099  de?*  derniers  cas  une  partie  de  l'axe  DE,  arôme  une  partie  FI?  de  k 

droite  FG,  déterminée  par  (a  valeur  -gp  =  *,  oi  3  ne  peut  y  avoir  aucune 

intersection  de  la  courbe.  Cela  s'explique  par  la  prépondérance  de  la  forée 
qui  agit  au  centre  G,  soit  à  raison  de  l'intensité,  soit  à  raison  d'une  moindre 
distance. 

Cette  propriété  des  deux  cas  V  et  VI  qui  les  distingue  de  tous  les  autres, 

est  fondée  sur  les  valeurs  9  3»  4^4  et  ç  »J£tt  qm  ne  peuvent  jamais  m 

rédmire  à  fcéro.  Ainsi,  il  n'y  a  aucune  intersection  entre  les  points  E  et  F; 
et  ta  moindre  valeur  de  7*  étant  *,  si  Pon  prend  sur  la  dtoite  de  FG  b 

point  1*  tel  que  gr*»**  il  ne  pourra  y  avoir  no*  plus  anoune  interseo* 
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tioa  eMK  F  et  1%  pwq»*  «ette  inlensecbott  supposerait  noé  vifadw  île  $• 
plut  petite  que  *. 

5oi.  Nous  avons  déjà  suffisamment  expliqué  la  manière  de  trtftwér  lit 
diverses  intetteôEiott»  de  la  cenrfee-  avec  «m  axe.  On  Mil  que  les  pttnts  B1 , 
B%  B?*  «ta»  ,.  situés  sur  la  partie  GL  de  Fax*,  se  trouvent  en  Élisant q  ss  qd  , 
ce  qui  donne  successivement  £=  <rr ,  37T,  3tT,  etc.  (  On  ne  fait  pas  Ç=ox 
parce  que  la  première  valeur  de  £  étant  e,  la  valeur  Ç=  o  se  rapporterait  4 
une  époque  antérieure  à  l'origine  du  mouvement.)  Soit  en  général,  y*  & 
valeur  de  ^/  qui  répond  à  la  valeur  £  =  mcy  le  point  correspondant  B* 

se  déterminera  par  l'équation  ^J l£J    =  pgy.  À  l'égard'  des  points  dV". 

tmectkm  1%  1%  Pvetc.r  situés  entre  les  dentsts  F'.et'G,  ifaibnt  partie  de 
ht  «rite  des  apsides  tant  supérieures  qu'hiferieur*»  S\  1%  8\  *,  S%  l\  etc^ 
à  laquelle  répondent  les  raiera»  4s=firt  ?pt47rr9^t|>9P93ar9etc^  Apper* 
liât  donc  Af,  Af',  A"V  été*,  le»  vakuts  correspondantes  de  £,.  et  eàlaiîfaiit 
ce»  valeurs  oamme  dans  Fart.  4&d  ,  on  emludtni  à  fa*  fois  tes  peints  Y,  Yf 
Py  «te*,  qo»  sont  eenaés.  te»  apsides  infiéricor»  de  là  courbe,  et  die  apsidaa 
sopévîeuves'  S%  S4,  S*y  eto- 

5oa.  Pour  que  la  courbe  rentfe  *at  elle-même  a|rt*s  cm'  cterfafel  tttMfeAw 
cfe  révotations,  il  ârirt  qu'on  ak  I  fa  tofo  •<{/«  afet-,  £"=*  aE^H-*  *V  l***  L 

étant  des  entiers,  ce  qui  donnera  -=7-  =  y.  Ainsi,  toutes  les  fois*  que  ^7— 
sera  une  quantité  rationnelle,  son  expression  la  plus  simple  y  fera  con- 
naître lés  valeurs  ^  =  ata*,  £=  atw  -f-  s,  qui  ont  lieu  aprèé  $^kèvj$ptnt< 
de  la  première  période*  et  cette  période  devra  se  renémveler  à  1'infin* 

Par  la  valeur  4  =  sltf,  on  voit  que  le  nombre  dc&  fxtftftâ  d'urtMMftthM  I 
est  al;  et  par  la  «leur  £=2t/jr-££,  on- ?ek(  qp*  l*  nombre  <Jee  pekltt 
d'intersection  B  est  aL;  et  comme  chaque  intersection  répond  a  une  demi- 
révolution  ,  il  s'ensuit  epe  la-  aawbé  rentrera  $Ur  4tfe-*aékie  après  un  nombre 
de  révolutions  égal  à  I+L.  •  ^ 

5o3.  Si  le  rapport  -=T-  est  irraUonnefjrorbite  sera  composée  d'une  infinité 
<fe  révohïtîitns Inégales  entre  elles;  ef  irriW  âûëuïç  poîn£  deTaJtfk  OBtaè 
toute  la  partie  IGLi  pris* *  OTàptop  4kl  >oibt  L  dà  l'cb  à  ^br^iquwaa 
puisse  être  fa$r4?  ^^mç^i^^injb  cQBt£Crôtio&  <Jè^nfouj[baj*vec  l'aie. 

Au  contraire,  si  la  quantité  -^  e$t  rationnelle,  il  n'y  aura  qu'un 
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tain  nombre  d'intersections,  dont  on  a  vu  que  le  nombre  est  al-f-aL. 
Mais  la  question  est  de  savoir  si  le  centre  G  peut  être  un  de  ces  points  d'in- 
tessection*  , 

Pour  qu'il  en  soit  un,  il  faut  qu'on  ait  à  La  fois  •],  s=  «r,  Çz=zbry  i  et 

/  étahï  des.  entiprfc.  Or,  si  d'après  l'hypothèse  -j^-  =  — ,  on  feit  F*x=  1%, 

kF'c  =  L% ,  l'équation  de  la  courbe  kF  (c,  4)  =  F(x,  Ç)  —  F(x,  ê)  don- 
nera dans  ce  cas 

F(*,.)  =  2x(U-LO. 

Et  comme  en  vertu  de  l'indétermination  des  nombres  i  et  ly  on  peut  faire 
à  volonté  U  —  Lî  =  i ,  2 ,  3 ,  etc. ,  il  s'ensuit  que  le  cas  dont  il  s'agit  aura 
effectivement  lieu,  si  la  fonction  F(x,  c)  est  égale  à  2%,  on  à  un  multiple 
de  2%  y  moindre  cependant  que  2\%,  puisque  €  doit  toujours  être  moindre 
que  it.  Ces  cas  seront  une:  exception  k  la  loi  générale  de  l'art.  5oa  ;  car* 
lorsque,  le  corps  parvient  à  l'un  des  centres  des  forces,  la  continuation  de 
son  fnouvement  ne  peut  se  déterminer  par  les  mêmes  formules  qu'en  al- 
térant infiniment  peu  les  élémens  ou  l'un  des  élémens  de  l'orbite,  de  ma- 
nière qu'elle  ne  passe  pas  tout-à-fait  par  le  centre,  mais  qu'elle  en  appro- 
che jusqu'à  une  distance  aussi  petite  qu'on  voudra. 

5o4-  $i  ranpveut  avoir  l'expression  générale  du  temps  dans  le  cas  V ,  la 
première  partie  t!  qui  dépend  de  \  se  déterminera  comme  dans  l'art  4&8- 

Quant  à  la  seconde  partie  t" ,  on  la  trouvera  par  la  formule  ^  = 
(Itjryy^  ^/b  '  dans<  la^ueUc  **  fa^  substituer  les  valeurs  q  =^  ¥~ ,  p^  =* 
yCaJ^-V)  ?  vè^^T)'  °e  ^  donnera>  en  faîsailt>  ?°m  abréger, 

J  (i  + 1  sin»  C)*  V<i  —  »*  sin*Ç)- 
Soit  N  =  (r-f-i)  (*+**) ,  on  aura ,  par  les  réductions  connues, 

et  sûqn(appel|e;  T'»  la  valeur  de  £  lorsque  £  s  £  9T,  on  aura 

♦   ■' '';rWj[(»:+i)Pk-^(^ £)ip (r,.)} 

D'ailleurs ,  en  faisant  cl  sa  tang1  <T ,  ou  *  ;=  cot*  £ ,  et  b*  as  i  —  x*9 
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on  a 

^Jâj[IP(»,»)-.^/F»»]8-*ir+(F-«-E«»)P(Cl/)*-F'«E(C,/)ï 

donc,  en  appelant  JSJ  le  second  membre  de  cette  équation ,  il  viendra 

D'après  ces  lieux  formules ,  il  sera  aisé  de  trouver  le  temps  employé  par  le 
corps  à  parvenir  à  un  point  quelconque  de  son  orbite ,  déterminé  par  les 
valeurs  4  =  hr  +  4%  K  =  ^  +  C>  entre  lesquelles  on  a  l'équation 


2?ej  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  V. 

505.  Soit  d'abord  es  x,  et  À  =  1/(73^)  =  j>  on  aur» 

Ainsi,  pourvu  qu'on  prenne  e  >  î,  on  aura  une  valeur  convenable  du  mo- 
dule c.  Soit  donné  en  outre  le  rapport  g,  on  aura,  pour  déterminer  mm'7 

l'équation 

mm'       _&{i+c*Y  AB 

(i-t-mnO*-      1+66      -(A  +  B)-' 

ensuite  met  ml  seront  connus  par  les  valeurs  m=  ^  >/nmi  ^  m'=  -  \/mmt. 

Ces  valeurs  ayant  lieu,  ainsi  que  les  deux  équations  de  l'art.  49a.>  entre 
les  données  nfy  fi  et  Y,  relatives  à  l'état  initial,  la  courbe  décrite  aura 
pour  équation  tF(4/)  =  tf(F£  — Fe),  c  étant  le  module  commun;  on  aura 
en  même  temps  * 

et  ce  système  comprendra  une  infinité  de  courbes  algébriques. 

506.  Soit,  par  exemple,  e  =  2,  i  =  1 ,  on  aura  c*  =  | ,  6*  =  j,  et  la  va- 
leur de  mm*  devra  être  tirée  de  l'équation  j—r — ^T»32**  •  /a  4.  Bi**  en8u**e 
on  aura  m  =  |/(^  /71m') ,  m7  s=  am.  Supposons  de  plus ,  quç  la  position 

T.  I.  63 
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initiale  du  point  À  est  telle ,  qu'on  a  F«  =  |F*c,  ce  qui  donne  sin  t  =r 

.>1mu,  ces  g  s=—  +/f{s:gy>  vokr. comment  air  trou¥etabillgu»d«U 

courbe  d'après  son  équation  £F4  =  FÇ  —  f  F'c. 
*»«•  «7       Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  B* ,  soit  f  =  tf,  on  aura,  4  = 
ï  7T ,  et  pxsa.  m  ;  donc  ce  point  coïncide  avec  l'extrémité  1*  dû  diamètre 
de  l'ellipse  /f  =s  m ,  et  il  est  en  même  temps  une  apside  supérieure  de  la 
courbe. 

Soit  ensuite  4  =  ?r ,  afin  d'avoir  le  point  d'intersection  1*,  on  aura  FÇ  ss 
fF'c,  nu  £»*»  —  s;  ainsi  le  point T  coïncide  avec  lepçintAi  ce  qui, 
d'ailleurs ,  résulte  de  ce  que  la  tangente  en  L  est  perpendiculaire  à  Taxe  9 
et  qu'ainsi  les  deux  parties  de  la  trajectoire  situées  des  deux  côtés  de  l'axe 
doivent  être  égales  et  .semblables. 

Pour  avoir  la  seconde  apside  supérieure  S* ,  soit  4  =  J  tt9  on  aura  FÇ  = 
3Flc,  et  par  conséquent  Ç  =  \it  ;  ainsi  le  point  S*  sera  déterminé  par  les 
valeurs  />*  =  m ,  q% = *. 

Du  point  S* ,  le  corps  reviendra  vers  l'axe ,  et  le  coupera  au  point  où 
4  s=s  27T  ;  alors  on  aura  F£  =  \  F*c  =  Ffl*  +  F*,  et  par  conséquent  £  s 
7T  •+•  c.  Donc  ce  point  d'intersection  n'est  aratr»  que  le  point  A. 

507.  On  pourrait  penser  d'abord  que  le  corps  qui  a  suivi  la  route  AmfSâ  * 
pour  aller  à  l'apside  supérieure  S*,,  revient  par  une  autre  route  au  point  A, 
et  qu'il  décrit  une  foliole  dont  le  sommet  aboutit  au  point  A  ;  mais  oeH» 
supposition  ne  s'accorderait  pas  avec  le  principe  général  (n°  435)»  que  ja- 
mais plus  de  deux  branches  de  courbe  ne  se  rencontrent  en  un°méme  point 
A.  Il  faut  donc  que  la  seconde  branche  de  la  foliole,  si  elle  existe,  ait  au 
pont  A  la  mâme  tangente  que  l'une  ou  l'autre  des  branches  A«i,.  Ai»'. 

Mais  en  examinant  la  chose  avec  plus  d'attention  ,  on  reconnaît  bientôt 
que  cette  foliole  n*est  qu'un  même  arc  de  courbe  S*mPA,  comme  si  sa  lar- 
geur était  infiniment  petite  dans  toute  son  étendue. 

Pour  s'assurer  de  Texistence  de  cette  singularité,  soit  m"  tm  peint  dis 
l'orbite  avant  le  point  S*  où  l'on  a  4  »  f  ^  —  *>  Ç  =  f  ?r  —  0,  et  w^un 
point  de  l'orbite  passé  la  point  S*,  où  l'on  a  4  s=*f  V  +  (T,  fss|if  +  f» 
on  aura  les  deux  équations 

2F(i9r-<r)  =  F(±9r-fl), 

d'où  ré«4*e  ff  ç=  d.  Bouc  les  deux  points  m* ,  m*  répondent  aœr 
Yftlfew*  de  p  et  q ,  et  ainsi  ils  ne  font  qu'un,  seul  et  même  point. 
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P»k  tm  voit  que  fc  feàrpa,  apréa  être  pamiw  à  l'apside  ropéiicweS*, 
doit  revenir  sur  ses  pas  en  décrivant  précisément  le  même  are  de  courbe 
de  S»  m  A,  qu'a  avait  décrit  en  allant  A?  A  à  S». 

5o8.  Ce  résultat  ne  peut  avoir  Keu  &  moins  que  la  vitesse  au  point  S*  ne 

soit  uaU».  Eo  «flet,  la  vitesse  eu  u»  fwiofc  qÙAaimtf*  étant  i «wi  », 

on  aura >  d'après  l'équation  (l)  , 

Fa»  ut  p*  **m,  fss  * ,  e«  substituant  pour  £  *Y*lfc  vateur  tveturée  art.  4  *  5, 
dana  laquelle  on  fera  */x*  *m,  on  aura  a«  pomi  S* 

far  «=  ^-ft  4.  i  L      m  +  *       ^     ï+«w  J 
Peur  gue  v  se  réduise  à  zéro»  U  fout  doec  qu'on  ait 

î  "~  Il  a*»  «M*  ^  !*wV 

Mais  puisque  x'  =  j=  £,  on  a  *'  =  \  &  etet  +  ct'  ouf  *  =  ^^. 
de  ces  deux  équations  combinées  résulte  vue  nouvelle  valeur  de  g-jWrOw, 

se  réduit  à  ^^^y  =»  &  •  tÀ^?g)»  #  et  s'accorde  par  œwéquen*  avec 
l'équat#*i  qvi  mi  à  défcirwwer  mnT  **  a/*\  U  est  démmti*  rô*i ,  d'une 
MKOJinr?  géflér***,  que  la  vit*s*  w  p*in*  &*  eut  Wrutte. 

Cette  «vérification  deviaodrai*  plnps  fcoife  dan*  ht  *»  particuliers,  8*»t  , 
pv  exemple,  |  =  |,  on  aura  /n  =  £,  ro'  =  i ,  et  =  i ,  ce  qui  donne  im- 
médiatement v  =  o. 

5o^.  On  voit  dau»  <yt  exempte  que  le  corps  parti  4e  A  4é«&  dV^vffl  la  y\%  ,7. 
feuille  AmLrafAj  que,  revenu  au  point  A,  avec  une  vitesse  égale,  $  la  vi- 
nsse initiale,  mais  dirigée  de  çaaniàre  qne  i?ai?§ls  FAV1  «si  te  jjqpptôpemt 
de  FAm,  il  se  meut  dans  la  branche  A/w"S*,  jusqu'au  point  S*  ^  dans,  lequel 
cette  branehe  rencontre  Pellîpse  termînatrfce  p%  =  m.  Le  corps  ayant  perdu 
toute  sa  vhèsat  au  point  S%  il  revient  sw«r  ses  pas  t*t  èécfit  la  même  courbe 
SW^ÀaWLrçàA,  qui  1b  ramène  de  nwiM  au  point  À;  tt  «fc>î*  èééril  en- 
tassais cfe  Vaxe^bwwheÀ^,  chèrement seafchHa  à  A^t  Htftafesi 

63.. 
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des  oscillation  dont  le  milieu  est  au  point  L,  et  qui  se  terminent  alterna- 
tivement aux  points  S*  et  S*. 

Au  reste ,  une  courbe  algébrique  ne  pouvant  pas  être  terminée  brusque- 
ment en  S*  et  S4,  les  branches  AS*,  AS4  ont  sans  doute  une  continuation  qui 

ne  peut  plus  être  représentée  par  les  valeurs  p  =  ^^J^fti  >  ?  =  sft» 
mais  qu'il  serait  facile  de  construire  par  d'autres  moyens. 

5io.  Pour  avoir  la  durée  d'une  oscillation,  il  suffira  de  doubler  le  temps 
que  le  corps  met  à  parcourir  la  partie  S'Am'L,  ou  la  partie  S*AmL.  Nous 
avons  fixé  l'origine  du  mouvement  au  point  A;  mais  on  peut  supposer  qu'a* 
vant  d'arriver  en  A  le  corps  était  parti  du  point  S4;  relativement  au  point 
A ,  où  l'on  a  <\>  =  o  et  f  =  £,  le  point  S4,  qui  appartient  à  une  époque 
antérieure,  est  représenté  par  les  valeurs  %[/  =  —  \icy  £  =  —  £  * ,  et  le 
point  L  l'est  par  les  valeurs  ^  =  £  tT  ,  Ç  =  tt.  Donc  si  l'on  désigne  par  t  (4) 
et  t"  (£),  les  parties  du  temps  qui  dépendent  des  variables  *>J,  et  £,  ces  parties 
étant  prises  de  manière  qu'elles  s'évanouissent  lorsque  les  variables  sont  nul- 
les, et  qu'on  appelle  T  le  temps  d'une  oscillation ,  on  aura  £  T  =  %£  (y  sr) 
+  5<"(i'7r),  ou,  suivant  les  dénominations  déjà  usitées,  T=4T/+  I0T*- 

Dans  le  cas  pris  pour  exemple,  où  l'on  a  g-==  £ ,  #*=:£,  m'=  i ,  *=  i , 
on  trouvera ,  toutes  réductions  faites , 

formule  où  K'  =  \ <*  +  (F'c  —  E'c)  F(*, £*)  —  F'cE(A,  \ir). 

Su.  Les  courbes  algébriques  dont  nous  venons^de  donner  Un  exemple , 
résultent  de  la  supposition  x  =s  c;  il  serait  facile  d'obtenir  d'autres  séries 
infinies  de  courbes  algébriques ,  en  supposant  x  =  c°,  z  =  c°°,  etc.  Biais 
nous  n'entrerons  pas  dans  ces  détails ,  et  nous  préférons  dé  traiter  encore 
avec  toute  l'étendue  nécessaire,  un  cas  fort  remarquable  compris  dans  les 
formules  précédentes. 

Soit  encore  e  ==  a,  î  =  i  ,  on  aura  c%  =  \ ,  *•  =5  \ ,  ,    *"*  Aa  = 

quantités  seront  toutes  connues,  lorsqu'on  donnera  le  rapport  y. 

Supposons,  de  plus,  que  la  tangente  en  A  e<sL  perpendiculaire. à  l'juie; 
on  aura >  »  ±7T ,  et.  l'équation  entre  fi  et  «1°  de  l'article  49^  combinée 
qvec  l'équation  précédente  entre  «t  et  m,  donnera  *%  —  font*  •+-  3m#a ss.o j 
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d'où  résultent  deux  valeurs  de  m°,  savoir,  m0  =  a  et  m*  s=a  y  a.  Enfin  la  vi- 
tesse initiale  se  déterminera  par  l'équation  jrrn  =         »      •  — r; — v 
Au  moyen  de  ces  données ,  l'équation  de  la  courbe  décrite  sera  F4  =  aFÇ , 

•    .  *_    _  et/an». rin4'  ,•      |/(i — c*5În*Ç) 

et  on  aura  en  même  temps/*  =  |/(,,1L^gig>»^) >  7  =  •<»    l    «^g  — - 

B 
Soit,  par  exemple ,  j  =  ^ ,  on  trouvera  /W  s|,ms^  t/3  9  m'  = 

l/3,*  =  c;a'  =  £c;etsilWprendm0=c,  on  auraj^-g==^r(i  +  2c). 

5 12.  Voyons  maintenant,  d'après  ces  équations,  quelle  est  la  figure  de 
la  courbe.  A  partir  du  point  A,  le  corps  monte  vers  l'apside  supérieure  S1,  Fi*.  38. 

où  l'on  a,  4/  =  7^r,  FÇ  =  xFfc,  sin  £  =        V    ■ ,  Ce  point  est  donc  dé- 
terminé par  les  valeurs  p*=:m,  q%  =  et  (1  +  V). 

Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  B1,  il  faut  faire  £  =  7  ?r,  ce  qui 
donne  4  =  *î  ^ouc  on  a  à  la  fois  p  =  o>  9  =  00,  et  par  conséquent  le 
point  d'intersection  B'  se  confond  avec  le  centre  G.  Il  n'est,  pas  néces- 
saire d'aller  plus  loin,  puisque  la  continuation  du  mouvement  au-delà  de  G 
ne  parait  pas  pouvoir  être  donnée  par  nos  formules,  ou  du  moins  est  l'objet 
d'une  difficulté  particulière. 

$i3.  Si  l'on  veut  connaître  l'angle  que  la  courbe  fait  au  point  G  avec 
l'axe,  il  faut  considérer  un  point  infiniment  proche  de  G.  Soit,  dans  ce 
point ,  ^  =  -J*  —  J*,  et  4==s^,-~  *  î  &  et  n  étant  infiniment  petits,  on  aura 

FÇ  =  F'c  —  j,  F«4*  =  2F1  c  —  m.  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de 
la  courbe  F^/csaF^,  on  aura  m  =  «?-.  Donc,  au  point  m9  infiniment  proche 

de  G,  on  a  p=zc^2m.n,  ç  =  -XÎ,  et  par  conséquent pç  =  2c\/(2ma). 

Soit  0  l'angle  de  la  tangente  en  G  avec  l'axe ,  8  sera  la  valeur  de  m  au  point 
G,  et  on  aura  tang  £  0 =p<f  =  2cyf(ama). 

Ainsi,  dans  l'exemple  de  l'art.  5i  1 ,  tang \  8=  \/$=by  et  tang 8= 1/24» 
ou  8  =  78*27'. 78  à  pçu  pws. 

5i4-  Dya  un  cas  où  l'on  aurait  8  =  90°,  c'est  lorsque  ma  =  ^  =  |. 
Or,  on  a  |a=s^L^Sj  9insi9  en  faisant  */n={,  on  aura  l'équation 

i  =  l^^aj^r,  d'où  résulte  am^ss  jjtj;  substituant  cette  valeur  dans 
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l'équation  ,,  )y  =  Ity^+b)0  on  aura  ^  =  îf  •  Tel  est  donc  le  rap- 
port qm'd  <deit  y  woir  entteles  forces  A  et  B,  pour  que  l'angle  9  rat 
de  96*;  dan» ee  cas  on  awritms:^,  «s=r^r=:m*. 

Par  la  râleur  de  m#  égalé  au  rapport  gj ,  on  connaît  la  position  du  point  A  , 

et  là  vitesse  initiale  Y  dirigée  perpencfieulatremeit  à  FG,  telle»,  que  le 
corps,  après  une  saule  demi-révolution,  tombera  perpendiculairement  sur 
l1  axe  au  point  G.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  le  corps  ne 
eonftinne  an  mouvement  «^dessous  de  l'aie,  en  décrivant  um  courbe  égale 
et  semblable  à  celle  qu'il  a  décrite  aurdassus  de  Paie  II  reviendra  donc, 
après  une  autre  demi-dévolution ?  au  point  de  départ  A;  et  la  période  oem- 
posée  ainsi  d'une  seule  révolution  devra  se  répéter  k  l'infini.  Ce  mouvement 
est  extrêmement  simple ,  eu  égard  4  la  eompEcatien  des  causes  qui  le  pro- 
duisent j  mats  en  m  peut  douter  qu'il  n'ait  lie*  nettement,  ce  résultat 
étant  fondé  eur  des  calculs  qui  •#  sept  sujets  à  aucune  dfâea&té.  D'aï» 
foura,  il  *&t  de  principe,  qnt  si  la  vitesse  avec  laquelle  le  cerçs  arrive  ait 
point  C  loi  était  îmtstnée  tout  4  eanp  en  eena  contraire,  ee  eorpe  wwn* 
émit  sur  ses  pas  en  décrivant  la  même  çourhe,  et  retrouverait  aufc  mêmes 
points  les  mêmes  degrés  de  vitesse  en  sens  contra».  Or,  une  pareille  *tp- 
coustapoe  a  lieu  relèvement  à  la  partie  de  l'orbite  %xâ  sera  décrite  passé  le 
point  G,  et  qui  devra  être  égale  à  l'autre  partie. 
5i$,  l\  n'eu  sera  pas  de  même  daes  tout  autre  cas,  «  notamment  dans 

l'exemple  on  11011»  avow  supposé  j=?^.  On«s  voit  plus  alors  çoeunfet 

le  mouvement  doit  se  continuer  au-dessous  de  l'axe  ;  car  en  supposant  qu'il 
se  continue  ainsi ,  les  quantités  p  et  q  ne  seraient  plus  réelles,  et  les  formules 
crtsarfneftt  d'&reewctesu  L'analyse  donne'cgpçndaqt  un^solutioA  de  cttl* 
difficulté. 

Suivant  l'analyse,  le  corps,  parvenu  au  point  G,  n'ira  point  au-delà^ 
mais  reviendra  sur  ses  pas  en  décrivant  la  même  courbe  qu'il  a  déjà  décrite. 
lîe  cerps  arrivera  done  su  point  A  avec  une  vitesse  égale  à  la  vitesse  initiale, 
et  dirigée  en  sens  contraire.  En  vertu  de  cette  vitesse  S  continuera  son 
mouvement  »  eu  d&wwt  une  court*  entièrement  semblable.  &  ttwfre 
côté  de  l'axe;  il  reviendra  donc  encore  au  point  G-  Du.  point  G,  il  retour- 
nera sur  ses  pas;  et  il  décrira  ainsi,  par  unmouv^»entd*oscîlfetion,  une 
courbe  dgnt  le  point  A  sera  le  milieu,  et  dont  les  extrémités  cttecidp* 
ront  avec  le  centre  G. 
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5i6.  Pour  faire  vair  qttt  cette  solution  est  en  effet  donnée  par  Yânvljm , 
je  reprends  l'équation  F^  =  aF^;  et  faisant  successivement  4  =  9r— -a, 
.  4=^+^)  je  dis  que  les  valeurs  correspondantes  de  £  seront  £=7^ — *>, 
Ç,s=^îr+  *>;  de  sorte  qu'on  aura  à  la  fois 

F(*r  — 4i>=aF(i7r  —  ^), 
F(*r  +  ii)  =  aF(i7r  +  ?). 

Bo-eflfel,  ei  l'on  ajoute  ces  detix  équations,  en  aura  ^équation  identique 
!ilfrra  *F*r;  dbwc  lu  seconde  équation  est  «ne  suite  nécessaire  de  fa  pre- 
mière. Soit  M  le  lien  du  cttrps  correspondant  au*  valeurs  *\,cniv—~uy 

vi  1  '   .  cl/217». sinu  /  -  x/(*—c*tneStï 

Ç=ï*— ">  on  aura ,  dans  cepoint^=  ^^^^t  7= V*- Y     ^^^ 

.  Ces.  vakww  o»t  Jky  avant  que  la  corps  parvienne  au  centra  G*  Si  ensuite 
on  change  les  signes  du  u  et  de  p,  afin,  d'avoir  la  position  du  corps  qui  ré- 
pond aux  valeurs  <\,  =  7r  +  uy  £  =  -j7r-f- *v  ou  voit  que-  les  variables  p 
et  q  changent  de  signe  l'une  et  l'autre,  mais  conservent  les  mêmes  valeurs; 
d'où  il  suit  que  les  angles  m  et  f  3  déterminés  par  les  valeurs  tang£  a>  =pç1 

tang  î  $  = ->  restent  les  mêmes;  donc  le  corps  doit  se  retrouver  encore  au 

point  M.  Ainsi^le  corps,  après  être  parvenu  au  point  6,  revient  sur  ses 
pas  en  suivant  lit  même  route,  comme  si  sa  vitesse  avait  été  changée  tout 
à  coup  en  une  vitesse  égale  et  directement  opposée. 

Nous  ne  dissimulons  pas  que  cette  explication  est  peu  satisfaisante  en  elle- 
même,,  et  qu'elle  ne  peut  guère  être  admise  que  comme  un  résultat  de  pur 
calcul;  cependant  on  verra  bientôt  qu'elle  peut  être  justifiée,  en  altérant 
infiniment  peu  la  vitesse  initiale. 

517.  Pour  avoir  une  idée  de  la  figure  complète  de  la  courbe,  dans 
l'exemple  que  nous  avons  choisi  art.  5it,  nous  observerons  d'abord  que 
l'expression  dos  coordonnées  en  fonctions  de  p  et  q  étant 

PP^^—     *(i-/>Y)        pM_r_  **H 

si  on  élimine  ces  deux  variables  d'après  le  rapport  qui  doit  eftrtai  antre  elles, 
le  résultat  sera  indépendant  de  la  supposition  que/?  et  q  sont  réels,  et  il 
servira  à  déterminer  la  courbe  dans. toute  son  étendue. 

Or,  l'équation  F^  =  aFÇ  peut  être  remplacée  par  l'équation  algébrique 
tang  7  4  =  tang£  \f{i  —  c*  sin*Ç)  ;  et  puisqu'on  a  en  méfrne  temps  p  = 

W^ky  *« V«-l^^a,  •  «.««•■+  et  k  *  OH  ép* 
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lions,  la  relation  entre  p  et  q  sera  donnée  par  l'équation 

^(^-.c)(Y-c) 
"   —     (V  —  *cq*  +  é*Y    • 

Ayant  ainsi  exprimé  p%  par  le  moyen  de  q%  la  courbe  sera  facile  à  cons- 
truire dans  son  entier,  en  employant  toutes  les  Valeurs,  tant  positives  que 
négatives,  de  p*  et  q\ 
Fîg.  *8.  5 18.  Les  valeurs  de  q%  depuis  q*  =  c  jusqu'à  q*  s  00 ,  donnent  la  por- 
tion de  courbe  AS'GS'A,  dans  laquelle  le  corps  fait  ses  oscillations,  et  qui 
se  termine  en  6  par  deux  branches  faisant  entre  elles  un  angle  double  de 
78°  37'. 78. 

Les  valeurs  de  9%  depuis  <t*=o  jusqu'à  y*  =  c*,  donneront  naissance  à 
une  autre  portion  de  courbe  DNKF,  terminée  en  F,  dont  les  principaux 
points  se  déterminent  comme  il  suit. 
Soit  9*  =  c^,*  étant  <  1,  on  aura 

-._ &»(i— )(8— ) 
"  ~     (3  — as  +  s*)*    * 

Au  point  D,  où  l'on  a  FD  =  g  cis=|  3^3,  la  courbe  s'élève  perpen- 
diculairement à  l'axe,  et  tourne  sa  concavité  du  côté  de  F;  elle  passe  par 
le  point  N,  où  l'on  a  p*  =  y%  xs=sa9  7  =  0. 354a;  pub  par  je  point  K, 
où  l'ordonnée  est  tangente  à  la  courbe,  et  où  l'on  a  FH= 0.539a,  HK 
=  0.657a;  vient  enfin  au  point  F,  où  elle  fait  avec  l'axe  un  angle  dont 
la  tangente  =  1/15-  Pareille  branche  doit  être  tracée  de  l'autre  côté  de  , 
l'axe. 

Ces  deux  feuilles,  qui  offrent  en  F  et  en  G  des  angles,  l'un  de  près  de  90°, 
l'autre  d'environ  157*,  sont  les  seules  qu'on  puisse  obtenir  en  supposant  p% 
et  q%  positifs.  La  nature  des  courbes  algébriques  exige  que  ces  feuilles  aient 
une  continuation,  mais  cette  continuation  ne  pourra  répondre  qu'à  des  va- 
leurs négatives  de  p*  et  de  q%. 

519.  D'abord  si  l'on  change  à  la  fois  le  signe  de  3,  p?  et  y*,  ce  qui  donne 

toujours  q%  =  c8*,  et 

P«  fos(i+«)  (3+s) 

r  (3  +  as  +  **)*     > 

on  aura 

<i+>)(i-V)'    ^       (>+/>*)  O-f)*    ; 
Si  ensuite  on  feit  varier  s  depuis  9  =  0  jusqu'à  2=4  =  3|/3 ,  on  aura 
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la  continuation  des  deux  branches  qui  se  croisent  en  F  sous  un  angle  pres- 
que droit. 

i  —  ^ 
Soit  s=s     ,     ,  £  étant  infiniment  petit,  et  p%  =3  M  (1  +  NcP),  on 

trouvera 


24a  '4^ 


ou  à  peil  près  M  ss  o.56o3,  N  =  0.7157.  Or,  il  est, aisé  de  conclure  de 
ces  valeurs,  que  la  courbe  a  deux  asymptotes  qui  se  rencontrent  en  un 
point  X  de  l'axe ,  où  Ton  a  GX  =  \  a  0  — ^0  =  a  (°*  ,421^)>  et  <F*  f°nt 
de  part  et  d'autre  avec  l'axe ,  un  angle  X-déterminé  par  la  valeur  tang  £X 
=  \/M,  qui  donne  X  =  73*  38'. 

De  même  si  l'on  fait  varier  z  depuis  z  =  -3  jusqu'à  z  =  00  ,  on  aura  la 

continuation  des  branches  qui  se  coupent  en  G ,  lesquelles  s'étendront  à 
l'infini,  et  auront  dans  un  sens  opposé  les  mêmes  asymptotes  que  les  bran- 
ches qui  se  coupent  en  F. 

5ao.  Maintenant ,  pour  connaître  plus  facilement  la  vraie  courbe  que 
doit  décrire  le  corps  d'après  les  données  prises  pour  exemple  dans  l'arti- 
cle 5n ,  nous  conserverons  les  mêmes  forces  A  et  B ,  dont  le  rapport  est 
de  7  à  i5 ,  le  même  point  A  où  commence  le  mouvement  et  où  l'on  a 

FA 

m*  =  }/?  =  yq  ;  nous  supposerons  également  que  la  vitesse  en  A  est  per- 
pendiculaire à  l'axe ,  mais  nous  altérerons  infiniment  peu  cette  vitesse  ;  et 
comme  dans  le  cas  de  /*  =  £  tt,  on  a  fr-R  s=       V,       •  — 7- ,,  et  dans 

*7  A-+-B  mr  i-#-  mm  ' 

l'exemple  de  l'art.  5 1 1 ,  — r- 7  =  — r; — "ï =  tî  >  noua  supposerons 

de  manière  que  le  carré  de  la  vitesse  sera  augmenté  dans  le  rapport  de  1  à 
1  +  cT,  J*  étant  considéré  comme  infiniment  petit. 

Cela  posé,  les  valeurs  des  élémens  m,  m',  c7z,  ky  a,  ai  deviendront  in- 
finiment peu  différentes  de  celles  qui  ont  lieu  dans  l'exemple  cité;  et  voici 
comment  on  trouvera  ces  nouvelles  valeurs. 

L'équation  précédente  donne  d'abord  mm1  =  0^7-3*-  Ensuite  si,  dans 

l'expression  de  m  —  m',  art.  £i5 ,  on  substitue  la  valeur 

1  aV*  =*=  ^  o  '  (  A  +B)  .  £  (  1  +  J*),  et  qu'on  fasse  en  même  temps  les 
T.  L  64 
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À 

substitutions  m0  =5  \/j,  zr  =  ^ ,  on  aura 


™' (1-2^)21/3 


De  là  résulte 


^^ m+^~        2^(9  +  *  +  **) 


Substituant  les  valeurs  de  mm'  et  de  m'  —  m  dans  les  formules  générales  du 
cas  V  qui  servent  à  déterminer  a  et  «',  on  en  déduira 

donc 

*  —  7~  3— a*' 
et  enfin 

j^ i  —  ac» 3— a/  

^  —  T+*  —  4 1/(9+*+*')  * 
Au  moyen  de  ces  valeurs,  l'équation  de  la  courbe  décrite  sera  k¥  (c,  4)= 
F(«,Ç),eton  aura  en  même temps^=^— -^_,g=/*.J^_— ^ — '. 

5a i.  Pour  faire  une  application  numérique  de  ces  formules,  soit  d'abord 
cf  =  o .  oo  i ,  en  sorte  que  le  quarré  de  la  vitesse  initiale  soit  plus  grand  <fun 
millième  que  celui  qui  fait  passer  la  courbe  par  le  centre  G,  on  aura  les 
valeurs  approchées  des  constantes  comme  il  suit  r 

logc=  9.761662  $5c»  sin  35°  17',  11  log  F'ess  o«a3go8i 
log  x  =  9 .  760377  x  =  sin  35 .  9,37  log  F*x  s  o .  338754 
lo%k=zg.6&Si3  log  m'  sa  9.937495 

log  m  5=5  9.637134 

Pour  avoir  le  premier  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  I'a*e ,  il  faut 
faire  ^=oo,ouÇ=5j^r,et  déterminer  4  par  l'équation  AP  (c,  4)  =  Fx. 
Or,  comme  À  -~  j  est  très  petit ,  ainsi  que  e—  x,  on  voit  que  4  diffère  très 
peu  de  tt ;  c'est  pourquoi ,  faisant  4  =  **  —  4'  >  °*  aura ^4'  ==*  *F*<?  — 
^  F'x:=  o. 001 36.  Cette  quantité  étant  très  petite,  en  aura,  avec  une  e**> 
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titude  suffisante ,  4'  =  °  •  °° 1 36 ,  et  p%  =  c-/»' .  «4/*  =  o .  oooooo534  =  ^. 

On  voit,  par  conséquent,  que  le  point  d'intersection  B'  est  à  une  distance 
de  G  qu'on  peut  regarder  comme  très  petite  de  Tordre  J**. 

522.  Pour  avoir  le  second  point  d'intersection  I1 ,  il  faudra  faire  p  =  0, 
ou  4  =  7r%et  on  aura,  pour  déterminer  £,  l'équation  2kFlc  =  F  (x,  £)  ;  et 
comme  aArF'c  est  très  peu  différent  dc.F'x, ,  on  pourra  faire  Ç  =  7  ^-f-Ç', 

£'  étant  une  quantité  très  petite ,  ce  qui  donnera  F  (x,  £)  =  F'x  + |-,  £  étant 

^/(,  _*•).  Donc  Ç'  =  £  (2*F'c  — -F1*)  =  £#  (o.ooi36)  ^=  o.ooo556  ;  de 

là  \z=z  jk  =  0.000000800  =  ^pTT*  L®  point  1" ,  situé  de  l'autre  côté  de  G, 

est  donc  encore  extrêmement  près  du  centre  G. 

On  remarquera  que  dans  la  demi-révolution  que  fait  le  corps  en  passant 
du  point  B1  au  point  I1,  l'espace  parcouru  est  très  petit  de  l'ordre  S*.  Ce 
passage  a  pour  effet,  de  changer  T  dans  un  temps  excessivement  petit,  la 
direction  de  la  vitesse ,  et  de  la  rendre  presque  diamétralement  opposée. 

5a3.  On  peut  aisément  prévoir  qu'à  partir  de  I1,  le  corps  se  trouvera , 
'  après  une  demi-révolution  ,  très  près  du  point  de  départ  A.  En  effet,  pour 
trouver  le  troisième  point  d'intersection  I*,  soit  4  =  27T;  il  faudra  déter- 
miner £  par  l'équation  F  (xjÇJss^FV?.  Il  en  résulte  à  très  peu  près  Ç  =  7T 
+  a£',  £'  étant  1»  même  quantité  qu'on  a  déjà  trouvée  dans  le  cas  de 
4  =  7T.  Cette  valeur  donne  q*  —  a  =  aG'.fâ'*  i  a*nsî  Ie  point  I*  sera  à  une 
distance  du  point  A,  très  petite  de  l'ordre  cF'j  il  sera  d'ailleurs  situé  entre 
A  et  G. 

On  voit  que  le  corps,  après  trois  demi-révolutions,  revient  très  près  du 
point  de  départ  A.  Alors  sa  vitesse  est  très  peu  différente  de  la  vitesse  ini- 
tiale en  grandeur;  mais  sa  direction  est  à  très  peu  près  diamétralement  op- 
posée. 

5a4*  Après  le  point  1%  où  l'on  a  4  —  27T,  le  corps ,  passant  de  l'autre 
côté  de  l'axe,  parvient  au  quatrième  point  d'intersection  B*,  où  l'on  a  £  = 
i  7Tf  et  4  ==  3^  —  4'S  4"  •'•ut  UQe  quantité  très  petite  de  l'ordre  J^j  de 
sorte  que  la  distance  GB*,  proportionnelle  à  4"*  ?  est  encore  une  quantité 
très  petite  de  l'ordre  £%. 

Du  point  B*  le  corps  passe >  par  un  circuit  très  petit,  à  l'intersection  sui- 
vante P,  où  Ton  a  4  =  57T  et  Ç  très  peu  différent  de  |  tf.  De  là  le  corps 
passe  a  un  sixième  point  d'intersection  P  très  voisin  de  A ,  et  les  choses 
continuent  de  fa  même  manière  pendant  un  assez  grand  nombre  de  révo- 
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lutions.  Cependant  l'orbite  finit  par  s'éloigner  sensiblement ,  tant  du  point 
de  départ  A ,  que  du  centre  G;  mais  elle  y  revient  après  des  périodes  pres- 
que égales ,  et  les  mêmes  phénomènes  se  renouvellent. 

5 25.  Au  reste,  il  est  facile ,  par  nos  formules ,  de  déterminer  la  situation 
du  corps  après  un  nombre  quelconque  de  révolutions.  Veut-on ,  par  exem- 
ple ,  déterminer  la  5oi*me  des  intersections  B1 ,  B* ,  etc.  ?  il  faudra  faire  Ç  = 

iooi.  -,  et  chercher  la  valeur  correspondante  de  4-  On  trouvera  d'une 

OR. 

manière  approchée,  4=  iooi  tf  — 73°  24'j  et  de  là,  p*  s=o.3826=*=; , 

ou  GB  =  a  (0.620).  On  connaît  donc  le  point  B,  où  se  trouve  le  corps  après 
5oi  intersections  à  droite,  et  1000  intersections  à  gauche  de  G,  c'est-à-dire 
après  i5qi  demi- révolutions. 

526.  Ayant  calculé  l'orbite  dans  le  cas  de  £  =  0.001 ,  il  importe  aussi 
de  la  calculer  en  supposant  <f  =  —  o .  001 .  Alors ,  en  faisant  la  substitution 
dans  les  formules  de  l'art.  5ao,  on  aura  les  résultats  suivans  : 

^0  =  9.761216,    logF*c=  0.238975,     log  aF*c  =  o.54ooo5, 

log x  ==  9.762593,     log  F'x=  o.2393o3,     log  rF"x  =  0.540176, 

log*  =  9.699i27. 

Puisque  aF'c  est  <  tF'x,  il  s'ensuit  que  lorsque  Ç  =  £  fl",  on  a  4  >  ^. 

Donc  la  première  intersection  a  lieu  en  un  point  I*  situé  à  gauche  de  G  ; 
c'est  d'ailleurs  ce  qui  s'accorde  avec  la  supposition  faite  sur  la  vitesse  ini- 
tiale. En  faisant  cf  =  o,  la  première  intersection  tombe  précisément  au  cen- 
tre G;  en  faisant  cT  ==  0.00 1 ,  ce  qui  augmente  d'un  millième  le  carré  de 
la  vitesse,  nçus  avons  vu  que  la  première  intersection  avait  lieu  en  un  point 
B1  à  droite  de  G;  maintenant  que  nous  faisons  <T==  —  0.001 ,  ce  qui  di- 
minue d'un  millième  le  carré  de  la  vitesse ,  il  est  tout  simple  'que  la  pre- 
mière intersection  de  l'orbite  se  fasse  en  un  point  I1  situé  à  gauche  de  G. 
Pour  déterminer  le  point  P,  il  faut  faire  4  =  tf,  et  chercher  Ç  par  l'é- 
quation F  (x,  f)  sss  2*FV  ;  soit  Ç  =  £  if  —  Ç  ,*on  pourra  supposer  F  (x,  Ç) 

=  F'x  —  y,  ce  qui  donnera  Ç  =  6  (F'x  —  aftF'e)  =  0.0005579.  Ôe  la  ^ 

r*  GI1 

=  5F  =  0.00000081 1  =  pjT».  Ainsi  la  distance  GI1  est  très  petite  de  l'or- 
dre cf  \  ' 
.  Pour  avoir  l'intersection  suivante  B1 ,  il  faudra  faire  Ç= {tt}  4=  *  +  4'> 
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ce  qui  donnera  •>[/  =  |  F'*  ~~  a^'c  =  o.ooi368 ,  ensuite p*  =  c*w\|/*  = 

o .  oooooo54o  =  |»n  •  Ainsi  la  distanceGB'  est  encore  très  petite  de  Tordre  cf  •. 

637.  Ces  résultats ,  trouvés  dans  les  hypothèses  ^  =  0.001,^  =—  o . 00 1 , 
servent  à  expliquer  ce  qui  se  passe  lorsque  S"  =  o.  On  voit  que  <T  étant  très 
petit  x  positif  ou  négatif ,  mais  non  pas  nul ,  le  corps  parti  de  À  s'approche 
à  une  distance  extrêmement  petite  du  centre  G,  et  décrit  au-dessous  de  l'axe 
une  sorte  de  demi-ellipse  très  petite,  au  moyen  de  laquelle  la  vitesse  change 
subitement  de  direction,  et  en  prend  une  presque  diamétralement  opposée. 
Il  revient  donc  sur  ses  pas  par  une  route  très  peu  différente  de  celle  qu'il 
a  suivie,  et  arrive,  après  une  troisième  «demi-révolution ,  en  un  point  de 
l'axe  très  voisin  du  point  À.  Là  vitesse  en  ce  point  étant  très  peu  diffé- 
rente de  la  vitesse  initiale ,  mais  dirigée  dans  un  sens  à  très  peu  près  op- 
posé ,  le  corps  vient  de  nouveau  rencontrer  l'axe  en  un  point  très  voisin  de 
Gj  là  il  décrit  encore  autour  de  G  une  sorte  de  demi-ellipse  très  petite  qui 
change  tout  à  coup  sa  direction  et  le  reporte  de  nouveau  vers  un  point  de 
l'axe  fort  voisin  du  point  de  départ  À.  Les  parties  de  courbe  décrites  au- 
tour du  centre  G,  d'abord  excessivement  petites,  s'agrandissent  de  plus  en 
plus,  et,  au  bout  d'un  certain  temps,  les  demi-révolutions  successives  de- 
viennent de  moins  en  moins  inégales  en  étendue  comme  en  durée.  Dans 
ce  mouvement,  le  corps  ne  peut  revenir  au  point  de  départ,  à  moins  que 

la  quantité  -^  n'ait  une  valeur  rationnelle;  mais  l'orbite  est  toujours  limi- 
tée par  le  périmètre  de  l'ellipse/»*  s  m ,  et  elle  touche  ce  périmètre  dans 
une  infinité  de  points  qtii  sont  ses  apsides  supérieures,  et  qu'on  peut  aisé- 
ment déterminer. 

Au  reste,  l'anomalie  qui  a  lieu  au  commencement  du  mouvement,  c'est- 
à-dire  l'extrême  inégalité  de  deux  demi- révolutions  successives,  se  renou- 
velle à  des  époques  déterminées,  dont  les  intervalles  sont  à  peu  près  égaux 

ou  tout-à-fait  égaux ,  si  la  quantité  -p—  est  rationnelle.  Car  si  Ton  fait  à  la 

fois 4,  =  1*  +  4'>  C  =  Ltt4-Ç/,  l'équation  AF(c,  4)  =  F  (x,Ç)  deviendra 
ÀF  (0,4')  =  F(x>  Ç')>  pourvu  qu'on  ait  kl¥*c  s  LF'x;  or,  on  peut  prendre 
les  entiers  I  et  L  assez  grands  pour  que  cette  équation  ait  lieu,  ou  exac- 
tement, ou  aux  quantités  près  de  l'ordre  ? ,  lesquelles  peuvent  être  suppo- 

sées  plus  petites  que  le  rapport  ^ ,  M  étant  le  point  d'intersection  le  plus 
voisin  de  G. 
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Fig.  a&      5a8.  On  voit  maintenant  comment  le  calcul  explique  la  possibilité  que 
le  corps  parcoure  l'orbite  anguleuse  AS*G,  dans  l'exemple  de  Fart.  5i  1 ,  et 
dans  les  cas  semblables  où  le  corps ,  parti  de  A,  doit  parvenir  au  centre  G. 
Il  faut  supposer  que  la  vitesse  initiale  est  infiniment  peu  différente  de  celle 
qui  est  nécessaire  pour  que  le  corps  parvienne  exactement  au  centre  G;  qu'en 
vertu  de  cette  différence,  le  corps  ne  parvient  pas  précisément  au  centre  G, 
mais  qu'il  en  approche  jusqu'à  une  distance  infiniment  petite  du  second 
ordre;  que  dans  cette  proximité,  où  le  corps  a  une  vitesse  presque  infinie, 
il  décrit  au-dessous  de  l'axe  une  sorte  de  demi-ellipse  infiniment  petite,  au 
moyen  de  laquelle  son  mouvement  acquiert  dans  un  instant  une  direction 
opposée.  Il  revient  donc  sur  ses  pas,  arrive  à  un  point  de  l'axe  infiniment 
près  de  A,  continue  sa  route  au-dessous  de  l'axe,  s'approche  de  nouveau 
infiniment  près  de  G;  que  là  il  éprouve  de  même ,  par  sa  circulation  dans 
une  demi-ellipse  infiniment  petite,  un  changement  de  direction,  puis  il 
revient  à  un  point  de  l'axe  infiniment  près  de  A,  et  ainsi  à  l'infini.  De  là 
on  voit  que  le  mouvement  du  corps  flans  l'orbite  anguleuse  AS'GS'A  est 
un  mouvement  d'oscillation  par  lequel  il  s'approche  du  centre  G  et  s'en 
éloigne  ensuite,  en  revenant  sur  ses  pas,  comme  s'il  y  avait  en  G  un  ob- 
stacle inébranlable  qui  ne  permit  pas  au  corps  de  passer  outre,  et  qui  le  fit 
rejaillir  en  sens  contraire  avec  la  même  vitesse. 

529»  Avant  de  terminer  l'examen  du  cas  Y,  nous  remarquerons  que  les 
formules  pour  le  cas  de  /*  =  $&  souffrent  une  exception  lorsque  «'  =  *; 
car  alors  on  a  x  =  1 ,  et  la  valeur  de  q  devient  q  =  y/a.  Cette  valeur 
étant  constante,  la  courbe  décrite  est  une  hyperbole,  et  l'équation  ordi- 
naire k¥(c,  4)  =  F(&,  £)  n'a  plus  lieu.  Cependatf ,  comme  la  valeur  dep 
ne  peut  surpasser  y/my  il  est  nécessaire  que  la  partie  de  l'hyperbole  décrite 
par  le  corps  ne  s'étende  pas  au-delà  de  l'ellipse  p%z=m.  On  doit  donc  pré- 
sumer que,  dans  ce  cas,  la  vitesse  du  corps  devient  nulle  lorsqu'il  est  arrivé 
à  son  apside  supérieure  S1  située  sur  PeHipse  ternkiatrice  j  alors  il  reviendra 
sur  ses  pas  en  décrivant  toujours  le  même  arc  d'hyperbole,  terminé  de  part 
et  d'aulre  t!e  l'axe  par  l'ellipse  /j'sw;  et  son  mouvement  sera  un  mouve- 
ment d'oscillation  comme  nous  en  avons  déjà  trouvé  des  exemples.  Cest  ce 
qu'il  est  facile  de  vérifier  par  nos  formules. 
53o.  En  faisant  a'  =  &,  on  a  les  deux  équations  a*=      b^a      '      ' 

*•=     ",  mm,    d'où  résulte  la  condition  m_.        >  =  A \  D.  Supposant  * 
D—Aïnm     .  1  +  mm        •  A-j-o  *  * 

donné  ainsi  que  A  et  B,  on  tirera  de  ces  équations,  mm!  ==§~r^>  •  •  •  • 
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,  a#(B— A)       ,,,„       (i  —  »*).at/AB     „  , 

^-Wa,B-^>W+BtSS        B-Av-      ,»  d0Ù 

t/A— j/B     ,.,_VA+«1/B 

"*—  y'B-.t/A»  W  —  pB+^ï* 

On  a,  au  commencement  du  mouvement,  p  =  o,  9* cas m°  es  a;  ainsi, 
l'éqtialion  qui  donne  la  vitesse  p  en  un  point  quelconque,  sera 

î«^=5aV+(^r.+rij!)(.-p-)(.+.)-(|+B)(-(..). 

DV.Ueur.oo.  JaV-  (A+B). ^ . Ê±-2_(£_B.) (i±i) ; 

donc 

Maintenant ,  on  voit  que  u  sera  nulle  lorsqu'on  aura    %J*  =5  v  A* ou  ^*se 

b-T*^a  '  cette  va^£ur  étant  *a  même  T^  ce^e  de  m,  il  s'ensuit  que  la 
vitesse  est  nulle  en  effet  au  point  S',  et  qu'ainsi  le  corps  décrit  librement  Fig.  ag. 
l'arc  d'hyperbole  S* AS1  par  un  mouvement  analogue  à  celai  du  pendule. 

53 1.  Si  l'on  veut  avoir  le  temps  de  l'oscillation,  il  faudra  observer  que 
puisque  q  est  constant,  la  partie  ?  due  à  la  variable  £  sera  nulle.  Il  ne  res- 
tera donc  i  trouver  que  la  partie  4  due  à  la  variable  A^\  et  comme  au  point 
A  on  a  4  =  o,  et  au  point  S1,  4  =  ï/7r>  il  est  visible  que  le  temps  d'une 
oscillation  sert  olf(j^r)y  ou  ?!*,  T'  étant  déterminé  par  la  formule  du 
n*  488. 

On  voit  immédiatement  quelles  sont  les  conditions  pour  que  ce  cas  par- 
ticulier ait  lieu ,  c'est-à-dire  pour  que  le  corps  décrive ,  par  un  mouvement 
d'oscillation,  l'arc  de  l'hyperbole  ?*=>«,  terminé  par  l'ellipse  jfz=*m>  Il 
faut,  pour  cela,  que  le  point  A,  origine  du  mouvement,  soit  un  sommet  de 

FA 
l'hyperbole  où  Ton  a  j7r—  *>  que  la  vitesse  en  A  soit  perpendiculaire  à 

l'axe,  et  que  cette  vitesse  satisfasse  à  l'équation  | *Y* ss  f—  —  B*\  .  j^£- 

Développement  du  cas  PTt. 

532.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  f  a  deux  différentes  formes,  selon  que 
l'angle  /x,  qui  donne  la  direction  de  la  vitesse  initiale,  est  plus  grand  ou 
plus  petit  que  \nc.  Mais  ces  valeurs  s'accordent,, en  ce  qu'elles  ont  égale- 
ment pour  minimum  |/*j  de  sorte  qu'en  prenant  un  point  I  situé  entre  F 


on  aura 
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IF 
et  G,  tel,  qu'on  ait  rx-  =  «,  aucune  intersection  de  la  courbe  avec  Taie  ne 

peut  avoir  lieu  à  gauche  du  point  I. 

Le  cas  VI  ayant  beaucoup  d'analogie  avec  le  cas  V,  ainsi  que  nous 
l'avons  déjà  remarqué,  nous  ne  croyons  pas  devoir  entrer  dans  de  nouvelles 
explications  sur  la  manière  de  déterminer  les  points  d'intersection  de  la 
courbe  avec  l'axe,  ainsi  que  ses  apsides  tant  supérieures  qu'inférieures j  nous 
ferons  voir  seulement  comment  on  trouve  l'expression  générale  du  temps. 

533.  La  première  partie  f,  qui  est  fonction  de  4?  est  toujours  la  même 
que  dans  le  cas  IV;  quant  à  la  seconde  partie  t",  qui  est  fonction  de  £,  on 

la  trouvera  par  la  formule      ^^szs     JT»,»  •     q'  <^ans  ^qu0^  ^  ^ut  s°k" 

statuer  les  valeurs  q  =  ^,  ^  =  y^j^  X  y^J^^y  Soit 

donc 

nr/_ _         //2a**      i  +  mm'  \ a     Jf  aa        i+mm'\  i 

//_    P«*     y    7—  r  ^^g 

J'observe  sur  cette  formule,  que  le  paramètre  y  se  rapporte  toujours  à  la 
forme  p  =  —  i -f-é'sin** :  car  de  là  résulte  sin* *  =  ^^r^-,  cosâ)î=s— r^-.  Or, 

parlesvaleursdea-^'et*a',ona(i-{-a)(i — a')=(i— m)(i4-/w/).g= jn^ 
donc  a*  <  i ,  donc  l'angle  m  est  toujours  réel. 
Or,  par  les  réductions  ordinaires,  on  trouve 

et  en  appellant  Z1  la  valeur  de  Z,  lorsque  £  =  £?*•,  on  aura 

D'un  autre  côté,  si  l'on  feit  R/=i*  4-  (F'x— E«*)F(É,  »)— F'xE.(É,  »), 
on  aura 

n«(>,  x)  =  54^i-K'-r.F'*; 
donc 
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i 

Ces  valeurs  étant  connues ,  on  aura ,  en  général ,  t"  =  - — ~ — -  Z  ,  et 
T" ss 7~tt  Z1,  T"  étant  la  valeur  de  f  qui  répond  à  Ç  =s  \w. 

534.  La  valeur  de  t\  qu'on  vient  de  trouver,  suppose  At^£ir.  Si  l'on  a 
ft<£4r,  il  faudra  se  servir  des  secondes  formules  du  cas  VI;  alors,  dans 

d£  a%  da 

la  formule  —7—  =  7 — ,  »    ;% .  -*r,  il  faudra  substituer  les  valeurs  0*  =s 
-"Vri?r~^  ^  Œ  V(M7=A7)  •  l/(»—WO»  <^  ^donnera  en  foi- 

98111  K =*  v(i+K.-=+y>  ^  ""ï+T» *  '=col'"> 


"7+7  J  (i  +  .sin*?)1 

Or,  l'intégrale  comprise  dans  cette  expression  étant  semblable  à  celle  du 
n°  488»  on  aura,  d'après  la  même  formule, 

et  en  faisant  £  ss  {ir , 

^=/£[^-'-i*'+(--3.n-(>,*)]. 

Mais  puisque  r  sscot*»,  on  a,  en feisant K'  =  i7r-f.(F'x  —  E'x)  F(€,») 
—  F'xE  (5,  »)>  II»  (r,  i)  =  sin'  «F'x  ■+•  !^^î  &'  i  donc 

*+i      \      sm'*  ■    sin9  C08«A(C,9)      / 

.    Z>fi  ou  particulier  ou  Pon  a  ni '—  m. 

535,  Dans  oe  casoo  ac*  =  x°  as  £ ,  mais  alors  la  valeur  de  k  reste  in- 
déterminée j  pour  obvier  à  cet  inconvénient,  soit  ni  =  m  (  1  -f-a>),  &  étant 

infiniment  petit ,  on  aura  c? ss  \ (  1  —  \  cù)ytL—ct!  ss^_      â,  1— ac*ss  £ô>, 

*— «f  m»(A<-f-B)       ,         ».      ,  «     B  —  Aw1^;  » 

1  —  ax*=— r—?  =  — 7w— r— n  ;  donc  **=- .    ■  ■  ■  p  \  Et  comme  on 

*+*         2flt(B— Am*)7  m      A -f- p .  v 

en  même  temps  a*  =  ■ 1    j,  il  en  résulte 

u        m.    ,_„,*      •     //  AB        (i"f^)!\, 

T.  I.  63 


a 
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d'ailleurs  les  conditions  propres  au  tas  VI  exigent  qu'a»  ait  m  la  fins 

*<P<>  fi- 
Cela  posé ,  l'équation  de  la  courbe  sera  ifcF4  =5  F£  •—  F* ,  le  module 
commun  à  ces  fonctions  étant  c=  y/j*  On  aura  en  même  temps 

^y?»>8|py       9  _  V*    cos  € ._  -  /  *    Toutes  ces  valeurs  sont  vêla- 
r        y(i  — c*  8in*40     *        cosÇ'  y  m 

tives  aux  formules  du  cas  VI,  qui  supposent  dans  l'état  initial  du  mou- 
tement  f>>  \7r,  ou  /a  =  î  tt  j  dans  ce  dernier  cas  on  aurait  >  de  plus, 
az=zm°  et  €  ss  o. 

536.  Si  Ton  veut  que  la  courbe  décrite  soit  une  courbe  algébrique,  il 

faudra  faire  k  ss  -,  -  étant  une  fraction  rationnelle  plus  petite  que  l'unité. 

Cette  fraction  étant  prise  à  volonté,  ainsi  que  le  rapport  j  moindre  ans» 

que  l'unité,  on  aura ,  pour  déterminer  m,  l'équation 

m* AR  g* 

i  +  iS*j*  —  (JL  +  fi  )  *  *  *  —  »  * 

ensuite  on  aura  et  =  l/u^T-,)  Quant  aux  données  m°  et  fi  w«a*ntes 

à  l'état  initial,  on  voit,  comme  dans  l'article  4!9>  «F*1*!  deit  exister  entre 
elles  la  relation 

â  ^(B— A/i»»)-»-(Bit*»-A) 

C0S   **  ~"  am*jf»°(A+B>  +  (i  +!!••)  CA+Bn*>')# 

Le  numérateur  de  cette  expression  est  la  même  cbose  que  (/n°*— a*)  (B— Airf), 

ainsi  on  devra  avoir  itf*  >  «  j  ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  cos  €  =  t/f 5)» 

qui  a  lieu  en  général  sans  supposer  ni  ss  m.  Il  faut  en  outre  que  la  vitesse 

initiale  V  spit  telle ,  qu'on  ait  £  aV*  =  (A+B)  .—^  .  (^ff- 

Ces  conditions  ayant  lieu ,  l'équation  de  k  courbe  décrite  sera  Œ^  = 

e(FÇ  — F«);  on  aura  en  même  temps p^=  y^f^fî,  f—^? 

Ces  formules  supposent  l'angle  /a  >  \if  j  elles  s'appliqueront  de  même  au 
cas  de  fi  =» 1  pr ,  en  Posant  est  0. 

Si  l'on  a  ft  <  £  w,  le  seul  changement  à  faire  dans  les  formules,  sera  de 

,«—«.- v^3,«f_ia.tf!i*£a' 

537.  Dans  tous  les  cas,  le  corps  reviendra  an  pdint  de  départ  lorsqu'on 
aura  Ç  =  br  +  *  et  4,  =zetf  ;  alors  le  nombre  des  points  d'intersection  I 
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situés  entre  F  et  G,  sera  e;  celui  des  points  d'intersection  B  situés  au-delà 
de  G ,  sec&  *>  4e  corps  reviendra  donc  au  point  de  départ  A  après  un  nom- 
bre i  H-  e  de  demi -révolutions;  ainsi  la  période  qui  doit  se  répéter  sans 
cesse  comprendra  \  (i-f*e)  ou  i-f-  *  révolutions,  selon  que  i  -#•  e  est  pair 
ou  impair. 

Ce  résultat  souffrira  néanmoins  une  exception  si  la  courbe  passe  par  le 
centre  G,  ce  qtâ  peut  avoir  lieu  d»Q3  deux  ces  : 

i°.  £i  Ton  a  ^e  >  £  sr ,  ou  q  ^z  -^-* ,  il  faudra  qu'on  ait  à  la  fois  \|/=?for, 

£  =t*  (âL 4- 1 )  -,  I  et  L  étant  des  entiers  j  et  de  là  résulte  la  condition  iliE'c 

ss  (aL  +  i)eF*c  —  eFf£,  ou 

-        a_u-î(.-fc). 

Donc  il  faut  que  j^  soit  une  fraction  rationnelle  *  telle  que  f  i  — ^?)  .  - 

soit  un  entier.  Dans  k  cas  de  fc  ss  £?r ,  on  a  s  «a  o,  et  il  suffira  que  e  soit 
un  nombre  pair» 

a0.  Si  Ton  a  f*  <  £  ^et  par  conséquent  f  =  ^  .  J^î^^îî-S ,  U  fau- 
dra qu'on  ait  à  la  fois  ^  s=  I^r,  £  =  Ltt,  ce  qui  donnera  la  condition 

ainsi  il  faut  que -=q-  soit  une  quantité  rationnelle,  et  que  son  produit  par 
7  e  soit  un  nombre  entier. 

538.  Si  l'on  fait  par  exemple,  t=  i,es=  a,  i=o  ouyLC  =  isT,  l'équa- 
tion de  la  courbe  sera  F4  =  ^FÇ,  et  il  en  résulte  que  le  corps  parti  de  A 
suivant  une  direction  perpendiculaire  à  l'axe,  tombe  au  centre  G  après  une 
demi-révolutiqo  ;  ce  cas  est  donc  analogue  à  celui  que  nous  avons  traité 
fort  au  long,  art.  5i5  et  suivons,  et  il  est  susceptible  d'upe  semblable 
solution. 

Un  cas  plus  simple,  ou  moins  sujet  k  difficulté,  s'obtiendra  en  faisant 
iss  i,  <?  =  3,  c  =  o;  alors  l'équation  delà  courbe  sera  F4=*3F£,  et  on 
trouvera  que  la  courbe  rentre  sur  elle-même  après  deux  révolutions,  comme 
l'indique  le  nombre  £  (i  +  e)  =s  2. 

539.  Les  courbes  algébriques  que  nous  venons  d'obtenir,  jointes  à  celles 
que  Bouc  avonp  déjà  trouvées  clan$  le  développement  du  cas  III,  art.  4$9 
et  suivans,  sont  les  seules  que  donne  l'hypothèse  C  -f-  C  =  o  de  l'art,  4°2  ; 

65.. 
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ce  sont  aussi  les  seules  qu'Eulerait  indiquées  dans  lesMémoires  deBerfin,  an- 
née i76o.EUes  sont  toutes  représentées  par  l'équation  fF4/=s^(FÇ— Fé),dans 
laquelle  le  module  des  fonctions  est  \/\  ousin  45°.  Maison  a  déjà  fait  voir  qu'il 
y  a  une  infinité  d'autres  systèmes  de  courbés  algébriques  qui  peuvent  égale- 
ment satisfaire  à  la  question;  c'est  ce  dont  on  va  donner  de  nouveaux  exemples. 

Des  courbes  algébriques  qui  satisfont  au  cas  VI. 

54o.  On  ne  peut  faire*  c  =  x,  parce  qu'il  en  résulterait,  ou  c*  =  x*  =  £, 
ou  AB=  o  ,  cas  qu'il  est  maintenant  inutile  d'examiner.  Soit  donc  x  =  c°, 

et  k  (l       )  ==  -;  on  aura 

et  l'équation  de  la  courbe  sera  *T\|/  =  e(FÇ  —  F*),  ;x  étant  le  module 
commun  ;  on  aura  en  même  temps  sin  (  2^  —  4#)  ==  &  ^n  4*%  P  = 

yC(i-J™n*+y  ï  —  ÎS^i  cellc  deraière  valeur  suppose  **>  i*\ 
Si  l'on  prend  la  fraction  rationnelle  -  à  volonté  <  i ,  on  aura  une  valeur 

convenable  de  x  s=  c° ,  ensuite  on  aura  c  s     ,    0 .  Connaissant  ces  modules 

-  *  j"c 
B 
ainsi  que  le  rapport  ^ ,  on  déterminera  mm'  par  l'équation 

mm' ^?__       *WC* 

(i  +  mm')'  —  (  A  +  B  )•  •  *V  —  «•£  » 

où  l'on  a£â=  1  —  xm,  4â  =  1  —  c*.  Connaissant  mm',  on  aura,  à  l'or- 
dinaire, m  ss  -  yS  et  m'  =  -  Vw??. 
Les  valeurs  de  a  et  «'  sont  connues  par  celles  de  m  et  m',  puisqu'on  a 

•  -  *'  =  *(f=£)  =  ij!Ù^ë^lB  •  En6n ,  ayant  supposé  ,C>  i  *, 
on  a  entre /t  et  m0  une  équation  qui  laisse  une  de  ces  quantités  à  volonté; 
et  on  en  déduit  la  valeur  de  la  vitesse  initiale ,  par  les  formules .  de 
l'art.  492.  C'est  avec  toutes  ces  données  qu'on  aura  l'équation  de  la  courbe 
et  les  équations  accessoires ,  comme  nous  les  atons  rapportées  ci-dessus. 
Cette  solution  a  encore  une  assez  grande  généralité ,  puisqu'elle  laisse  ar- 
bitraires la  quantité  m9  et  les  rapports  g^<  1 ,  j  <  £,  ce  dernier  devant  être 
rationnel. 


54i!  Pour  savoir  combien  le  owpsjdoit'ffrre  <ie  ^ 
au  point! de  départ,  il  faudra  faire  4  aa»ibr:y>Ç  =àl/r  ■+-€,  L  et  l'étant 
des  entiers  ;  alors  on  aura  4°  =  sbr,  et  là  substitution  de  ces  valeurs  don- 

nera  =-  =  — ..  Donc  les  moindres  nombres  a  prendre  pour  1  et  L  sont  I  =  ^  e9 

L=  i,  si  e  est  pair  $  et  ils  seront  1=  e,  L  =  aï,  si  e  est  impair.  Le  nom- 
bre des  demi -révolutions,  qui  ramènent,  le  corps  >au  point  de. départ,  .est 
1  e  +  i  dans  un  cas ,  et  e  «-f-  21  dans  loutre.  Dora  le  nombre  des  révolutions 
qui  composent  une  période  sera  j  e  +  i  y  ouc  +  «y  selon- que  je  sera  paii 
ou  impair.  ■  -»:4  •.  ••> .  :    ,É.j  ..    .i  ,  *,.  i 

542.  Soit,  par  exemple,  issi  1  ;  ests4>  6==°>  bnaurax^3J^|t/ï4l 
c  =  4;i  et  l'équation  de  la  cqurbç  sera  F4°  =  4F^>,  ,*î  étant  le  i^pdule 

commun;  on  aura  en  même  .temps  Vm  (a4)C,*—v4*)  «»/*)sin  opV'Pl'W 

ex/m' slu4/  t/«e     ^  -      ■         1  .  ..  .     •  ,      l   ,.    ,«.< 

Vb-+**W  q=™?  *?*  +— T»  ?°  aUFa  *  — ^.Ç.f3  •  T(:df C 
/?  =  o,  et  y  =  00  j  c'est-à-dirq  que  le  corps  parti  du  ppdnt  ^  to/nbe  -^ur^lg 
centre  G  après  une  demi-révolution,  ce  qui  est  encore  yn  pas  finalogue  à 
celui  que  nous  avons  traité  art.  ,5x5  et  suiyans.  ;  . 

543.  Soit  encore  t  ss  1,  e  =  3,  *  =  o,  on  aura-  xâs? *7mmh  VmT^  eti^é** 

quation  de  la  courbe  sera  F4°  ==  3FÇ,  x  étant  le  module  commun.  SbU!£ 
=  i  ^,  on  aura  4°  =  |  sr ,  4  ^  1  ( \* ~~y)\  y\ étant1  lé  plus  petit*  arc 
dont  le  sinus  est  x.  Ces  valeurs  déterminent  le  poiiH'^Âterséc^^n'B'^Soit 
Çssfflr,  on  aura  4°  =  f  ^">  4=^  •  (l^""H^)î^ cette  seconde  valeur  dê^ 
détermine  un  point  d'intersection  Bâ  qui  ne  diffère  pas  de  B^  il  en  sera  de 
même  du  point  Bs.  .  ,  '  , '!  '  ' 

Pour  avoir  les  points  d'intersection  1^  soit  4  î=??r»>  on  ,aura  4°  H5  P^ 
Ff  =  jF'c,  ce  qui  détermine  le  premier  point  I1.  Soit.  4  ^^Y  on/auf,i 
FÇ  =  f  F'c.  ce  qui  détermine  Vf  second  point  d'intersection  I1,  différent 
de  l".  Enfin,  soit  4  =  3^",  pu  aura  FÇ  =  $\çr  ce  <lu*  donne  Ç  =  ?T  i 
donc  le  troisième  point  P  se  confond  avec  le  point  À. 

On  voit  maintenant,  par  les  différentes  iftlfur?  dq  £*  qu'à  partir  du  pqjnfc 
A,  les  demi-révolutions  successive  se  terpodnerit  ^x.po^t^B^rj  I^B4,  A., 
Après  ces  cinq  demi-révolutions,  vk-c$rp^  revient  afi  point  A,  01313  avec 
une  vitesse  diamétralement  opposée  à  celle  du  point  de  départ;  clone  il  n'a 
achevé  que  la  moitié  de  la  période,  et  il  faut  encore  cinq  demi-révolutions 
pour  que  le  corps  revienne  au  point  A  avec  la  même  vitesse  dirigée  dans 
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h  même  sen*  Ce;  nombre  S,  qui  exprime  comiâte  il  y  a  de  révolitions 
dans  une  periodey  serait  donné  immédiatement  par  là  formule  e  •+■  a*. 

Solution  du  problème  général,   lorsque  la  courbe  décrite  est  à  double 

courbure. 

:  544  Ayant  fert  voir  comment,  par  l'application  de  la  théorie  des  fone* 
tiens  elliptiques,  cm  détermine  avec  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra, 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deu$  centres 
fixes ,  lorsque  la  courbe  décrite  est  située  dans  un  plan ,  il  ne  sera  pas  ino* 
tilç  4'kidiquer,  qu  moins  ^sommairement ,  comment  on  pourrait  appliquer 
lçs  mêmes  méthodes  au  problème  considéré  dans  toute  sa  généralité  lors» 
que  la  courbe  décrite  est  à  -double  courbure.  Nous  donnerons  d'abord, 
d*apfès  IJuler (Non  Com,  Pepvp.  >  tona.  XI),  l'analyse  par  laqnelk  le  pro- 
blème $e  réduit  immédiatement  aux  quadratures. 
Fig.  3o.  Soient  toujours  F  et  G  les  centres  des  forces,  M  le  lieu  du  corps  au  bout 
du  temps  <  j  nous  imaginerons  que  le  plan  FMG  était,  au  commencement 
du  mouvement,  confondu  avec  le  plan  fixe  EFG,  et  que  pendant  le  temps 
t  il  a  décrit  autour  de  l'intersection  commune  FG,  l'angle  MPQ=/.  U  est 
évident  que  pour  déterminer  le  lieu  jlu  dorps  au  tout  d'un  temps  quelcon- 

r,  il  suffira  de  connaître  sa  position  dans  le  plan  mobile  FMG,  avec  l'an- 
f  que  fait  ce  plan  mobile  avec  fe  pjan  û^e  EÇF. 
Rétorquons,  avant  tout,  que  si  la  Vitesse  du,  corps,  à  l'origine  du  mou- 
vement, était  dirigée  toute  entière  daqs  le  plan  ÇFG,  il  n'y  aurait  aucune 
maison  pour  qije  le  corps  sortît  de  ce  plan^  et  ce  cas  serait  celui  que  nous 
avons  déjà  traité.  Le  seul  élément  auquel  est  dû  le  mouvement  du  plan 
FMG,  est  donc  la  partie  de  la  vitesse  initiale  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  EFGj  mais  cet  élément  n'a  pas  seulement  pour  effet  de  produire  le 
mouvement  du  plan  FM<ï  ;  on  verra  qu'il  a  encore  celui  de  rendre  d'une 

nature  toute  différente  la  courbe  décrite  dans  ce  plan. 

■  -  *  •  ... 

545.  Nous  conserverons  les  mêmes  dénominations  que  dans  l'art.  370,  pour 
toutes  les  quantités,  lignes  et  angles  qui  appartiennent  au  plan  FMG;  nous 
ferons,  de  plus,  QP  =bj^,  QM œ^j  MQ  étant  une  perpendiculaire  abaissée 
de  M  sur  le  plan  fixe  EFGj  et  comme  on  a  déjà  fait  l'ange  MPQssf ,  il 
est  clair  qu'on  aura  y^f  cos  f ,  **=y  sin  f. 

Çda  posé,  nous  avons  les  forces  — ,  —,  dirigées  suivant  MF  et  MGj  ces 

forces  élçpà  décomposées  suivant  les  trois  coordonnées  rectangles  x  ^,  sf, 
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il  en  résultera  les  trois  équations  différentielles  du  mouvement,  savoir  : 


aa»    • 

k(x—, 

A 

,fi» 

<&•  — "" 

I* 

.*> 

ddS 

"N 

"F* 

d<tf 

'kd'- 

"V" 

et  voici  comment  on  les  réduira  au  premier  ordre  : 

1**  Multipliant  h  première  par  dxf  fô  seconde  jvff  dj?*h  troisième  par 
dz')  ajoutant  lés  produits  et  intégrant,  on  aura 

ode — ~^7+ï+«-   ,  W 

C'est  l'équation  connue  des  forces  vives,  dans  laquelle  le  premier  membre, 

qu'on  peut  «usa  représenter  par     <t      *!fr       fe>fstihinûitted*  quarré  de 

la  vitesse. 

a°.  De  la  seconde  et  de  la  troisième,  on  déduit  immédiatement^^  — 

ïdy*  as  H*,  ou 

y*df**Hdt.  {V) 

Cette  seconde  équation  prouve  que  les  aires  décrites  dan?  le  plan  mobile 
MPQ,  perpendiculaire  k  FG,  sont  proportionnelles  aux  temps.  En  effet,  le 
mouvement  du  corps  dans  ce  plan,  nonéidérè  COtntte  fixe,  n'est  troublé 

que  par  la  force  -£  +  -4-  dirigée  vers  le  centre  P. 

3*.  La  troisième  intégrale  se  déduira,  comme  dans  Part.  371,  de  la  con- 
sidération des  aires  élémentaires  <£*,  d£>  4  de  lecfcc*  é^Snéni^êa 

ddcL9to(x~*+a)ddjr--jddxf 
dd&=zxidy^-jrddàc. 

Or,  les  valeurs  y  =zjrcosf,  afamytitt  f ,  lîortttfcrit  èày  cds-p  ^ddi'tinf 
=sddy—jdf>-9  donc  en  sttbsûUa«i4*fr  Calera  de  ddf  et  ddsi  donné» 
par  les  équations  du  rnow^mont,  *x\jdura      :_ 


ou 


ddr -&-*=-§+ §)?*>, 
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d'où  Ton  déduira 

ddC H**       aky 

D'ailleurs  on  a  dctz=  r>d<p f  d€  ==  s*rfa ,  y  =  r s\n <p  ==  s  sine* ,  x=scosc*y 
a  —  x  sssrcos^.  Faisant  donc  ces  diverse* substitutions,  on  parviendra  à 
l'équation  différentielle 

qui  peut  s'intégrer  immédiatement,  et  dont  l'intégrale  est 

-^-  =  C'a ^  Aa  cos$  —  ha  cosû>  —  H* cot m  cot$, 


ou 


^^jf*  s=i:Ca  4-  Aa  cos<p  r~  Ba  cos  »  —  H»  cot  »  cot  ^j  {d) 

c^est  la  troisième  intégrale  cherchée. 

546.  H  reste  à  faire  voir  comment  on  peut  parvenir  à  la  séparation  des 
variables.  Pour  cela  nous  ferons  \lçs;  mêmes  substitutions  que  dans  Fart.  372; 
et  observant  que  les  équations  (a')  etr(4')  donnent  pour  le  mouvement  dans 
le  plap  mobile  FMG,  l'équation 

>     >+<^_Cr  f       B        H'  ,* 

d?       —  a^^^i        *fy  V    } 

si  l'on  (ait  enepre^  ppur  abréger,  M==C+— H — — -^-j,  N==£ A  cos  p  — 


aa 


-  yVa\»ay  V^—  '*)hjpdf--±tféjp  A  \,     N 

a*(<fe*  +  ay)  "tf^'^M"— PME ~  M" 

De  làc?&ultej'équ^?pn  Pff#  ^  (ty*/?%  /lans  Jaquejle.on  a  , 

et  substituant  dans  c^^^ti^jààj  j^^^^i^jle  ^î  et  N,  après  les  avoir 
réduites  en  fonctions  de  p  et  q,  on  obtient  le  résultat  suivant,  très  remar- 
quable en  ce  que  P  se  réduit  1  à  uni;  fonction  de  p  seule,  de  même  que  Q  à 
une  fonction  de  ç  seule,  comme  dans"  1^  cas  de  H  =  o  : 
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PB-Çp-H-KA  +  BXi-^-iCCi-^-^i^)", 

On  aura  donc  enfin  l'équation  k  différentielles  séparées  db^=~2-  dont 

chaque  membre  est  intégrable  par  une  fonction  elliptique  de  première 
espèce,  comme  on  le  voit  immédiatement  en  faisant  p*  =  u,  9*  =  2. 
547*  Les  valeurs  de  P  et  Q  exprimées  en  fonctions  de  M  et  N  donnent, 

en  faisant  dR.ê  =  -£  =  q  > 

substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  i*s%d$dùù  de  l'art.  3^2,  et 
ensuite  mettant  à  la  place  de  i*$*d$dcù  sa  valeur  2aNdt%  on  aura ,  comme 
dans  Fart.  3^3, 

ce  qui  donne,  en  séparant  les  variables, 

Remarquez  que  les  deux  parties  de  cette  formule  doivent  toujours  être  posi- 
tives, parce  que  dR  est  essentiellement  positif,  et  qu'elles  ne  peuvent 
devenir  nulles,  ni  l'une  ni  l'autre,  parce  que,  d'après  l'équation  (cF)7 
l'ordonnée  y  ne  peut  jamais  se  réduire  à  zéro. 

548.  De  la  valeur  de  dt  résulte  celle  de  df  =  — r  ;  et  comme/  =  r  sin  9 
^(Ll=L^  +  (i±p!),  ou  enfin 

On  voit  que  cette  valeur  est  composée ,  comme  celle  de  dty  de  deux  parties 
qui  doivent  toujours  être  prises  positivement.  Elles  sont  écrites  Tune  et 

l'autre  dans  la  supposition  que  la  première  valeur  de  ^  est  positive  ;  il 

faudrait  changer  les  signes,  si  cette  première  valeur  était  négative.  ,  «• 

T.  I.  -66 
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549*  On  peut  donner  une  forme  plus  simple  aux  polynômes  qui  entrent 
dans  l'équation  fondamentale  rb  --£  =  ^L.  Pour  cela  on  fera  />*=  ^^, 
q%  =   ~*,  ce  qui  revient  à  supposer  r-\-3z=zaay  5  — r=n«;  alors  ti  sera 

toujours  positif  et  >  î  j  mais  z ,  qui  pourra  êlre  positif  ou  négatif,  sera 
toujours  <  i.  Cela  se  voit  par  le  triangle  FMG,  dont  un  coté  doit  toujours 
être  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres.  Faisant  donc  ces  substitu- 
tions, on  aura  les  nouveaux  polynômes 

U  =  iC(ii*—  i)*+(A4-B)ii(ii»—  i)  — C'(tf.~.i)^H'tf, 

Z  =  ±C(i  —  **)'+(A  —  B)*(i  —  ^)-f-C(i—  z-)  —  HV, 

H* 
où  Ton  a  fait  H'  =  — ,  et  qui  donnent  l'équation 

•4-  EL  ~~ÊL  '  /  *A 

On  voit  que  chaque  membre  est  intégrable  par  une  fonction  elliptique  de 
première  espèce;  d'ailleurs  on  peut  remarquer  qu'ep  changeant  le  signe 
de  A  dans  l'un  des  polynômes  U  et  Z,  ils  deviennent  des  fonctions  sem- 
blables de  u  et  de  z. 

En  vertu  des  mêmes  transformations,  les  valeurs  de  dt  et  de  df  seront 
données  par  les  formules 

dt    .    u% — i       du     ,     i*—a?      d*  ,#* 

Aa l,     H'         du     ,       H'         (U  ,,* 

où  il  faut  observer  que  les  ç[<*tt*  parties,  considérées  dans  leur  valeur  abso- 
lue, sont  toujours  positives  et  ne  peuvent  jamais  être  nulles. 

55g.  Si  l'on  se  borne,  comme  dans  les  recherches  précédentes,  9  ne  con- 
sidérer que  les  mouvemens  permanens,  c'est-à-dire  ceu?  dans  lesquels  le 
corps  reste  toujours  à  une  distance  finie  des  centres  des  forces,  alors  la 
valeur  de  u  sera  toujours  finie  ;  quant  à  celle  de  9,  elle  est  plus  petite 
que  l'unité,  dans  toutes  les  hypothèses;  elle  ne  peuÇ  être  égale  à  l'unité 
que  dans  le  cas  où  l'orbite  couperait  l'axe  FG,  ce  qui  uV  jamais  lieu 
lorsque  l'orbite  est  k  double  courbure. 

Cela  posé,  soit  m  la  plus  grande  et  ni  la  plus  petite  valeur  de  14;  cette 
valeur  m' ne  peut  jamais  être  zéro,  car  alors  y  serait  zéro,  ce  qui  ne  peut 
jamais  avoir  lieu  d'après  l'équation  (d').  Ou  pourra  doue  supposer  1?  polj* 
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nome  U  ainsi  décomposé  en  facteurs T  où  Ton  a  fait  D  =  —  ±C, 

U  =  D(/îi  —  u){u—  m^Çu'  +  afu+f), 

et  il  faudra  que  u*-\-2Ju-\-f  soit  positif  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe 
décrite,  depuis  u=:m'  jusqu'à  u  =  m. 

Supposons  qu'à  l'origine  dû  ntôùvëment,  on  désigné  pat  i?  le  fdyer  le 
plus  proche  du  corps;  alors  la  première  valeur  de  z  sera  positive.  Dans  cette 
hypothèse,  les  différentes  valeurs  de  z  seront  ou  toutes  positives ,  ou  les 
unes  positives,  les  autres  négatives.  Soit  n  la  plus  grande  valeur  positive 
de  z,  n'  la  plus  petite  valeur,  laquelle  pourra  même  être  négative;  dans  les 
deux  cas,  /i  —  n1  sera  positif.  Et  en  faisant  semblablement 

il  faudra  que  le  facteur  2**f-  ^gz+gï  soit  positif  pour  toutes  les  valeur* 
de  z  comprises  entre  les  limitée  ««^  %  as  n. 

55 1.  D'après  l'état  initial  du  ntfmvtfment,  on  eonnàîlrfc  le*  valeurs  des 
constantes  C,  C,  H  ou  H'  =  —  j  on  pourrait  donc  décomposer  les  poly- 
nômes U  et  Z  eh  factefars ,  par  les  règles  ordinaires  de  l'analyse  ;  mais  il  est 
préférable  de  suivre  le*  fortifiés  qtté  notls  venons  d'indiquer,  lesquelles  se 
rapportent  d'ailleurs  spécialement  à  l'hypothèse  que  les  distances  r  et  s  ne 
peuvent  devenir  infinies. 

Si  l'on  fait  successivement  usa  m  et  Usa  ml ,  dans  l'expression  du 
polynôme  U,  on  aura  les  équations 

iC(m*-  i)*4* (A -\-&)m(nï —  i)-* C'(/nf  —  i)  =  H'm», 
i.  C  (m"—  !)•  +  ( A  4-  B)  m'(m»—  i)  —  C  (m'-—  i)  =  HW, 

d'où  résulte 


m+fnt^Çnï  —  i)(m'»  —  i)> 

Ces  valeurs  sont  exprimées  en  fonctions  dé  m  et  m';  mais  dans  le  problème 
à  résoudre,  il  faut  au  contraire  déduire  met  m'  des  données  D,  O,  A •+•  B, 
tt.  Pour  cela,  soit  i  ■+•  mfof  ==/,  m~f-nf  =  xjr  (les  quantités  x  et  y  ne 
devant  pas  être  confondues  avec  celles  qui  réprésentent  les  coordonnées 
du  point  M),  on  aura  les  deux  équations 

66.- 
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D  =  A±B_J_      H' 


x  i—  x*\        yj 

La  première  donne 

2£ï-f-(A-f-B)(i  —  **)  =  v/[(À  +  B)*(i  —  ar*)*  +  4DH^(i  —  *■)]; 

la  seconde  étant  mise  sous  la  forme 

H;o:  +  Ca?(î  — o:*)  =  (A  +  B)(f  — Jf)  +  — , 
puis  combinée  avec  la  précédente,  on  en  déduit 

(H'-t-C  —  C'^)***  =  (À-t-B)'(i  —  **)'-f-4DH'*»(i  —  x»), 

équation  qui  est  du  troisième  degré  relativement  à  l'inconnue  x*,  et  d'où 
l'on  tirera  une  valeur  de  x  plus  petite  que  l'unité. 
Connaissant  xy  on  trouvera  j'  par  la  valeur 

(A4-B)(i-^)  +  i/Ç(A  +  By(i~^y  +  4DHV('-^)3 

7  2D*(l—  *•)   .  > 

ou  par  la  formule  entièrement  rationnellej-sss  w  _/a,i!b— g  V  — *»V  ^n^nï 
on  aura  m  et  m'  par  les  équations  m-f-m'  =  ay,  mm'  =jr—  i. 

55a.  Il  reste  à  déterminer  les  coefliciens  du  facteur  zf  -f-  a/î<  -4-y*  j  pour 
cela ,  je  fais  successivement  u  =  i ,  «=— i,  dans  les  deux  expressions  du 
polynôme  U,  et  j'ai  les  deux  équations 

H'  =  D(m-i)(^-,)(i  +  2/+/'), 

H'=D(TO.4-i)(m'+4)(i-3/+/), 
d'où  résulte 

^r_        H'(i  +  *»') 

^  ~D(»»»  — i)  (m'*  — 1)> 


.    ^_       lj'O  +  mit»')        , 

-1"'      _D(l»»—l)  (H»'»— I)# 


Ces  formules  font  voir  que  y*  et  i  -f-/7  sofct  toujours  positifs;  d'où  il  suit 
que  le  facteur  ù*  ■+-  zfu  -\-f9  est  positif  pour  toute  valeur  de  u  plus  grande 
que  l'unité,  et  à  plus  forte  raison  pour  toute  valeur  comprise  entre  m  et  m. 
553.  Il  suffira  de  changer  le  signe  de  A  dans  les  formules  du  n*  55 1 ,  et 
on  en  déduira  semblablement  les  valeurs  de  n  et  ri.  Quant  au  facteur 
z'  +  2gz-\-g?  qui  entre  dans  l'expression  de  Z,  on  trouvera  ses  coefliciens, 
comme  dans  l'art.  55a  >  par  les  formules  ' 
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\^6  — B(i  — ^(i-**)- 

Au  reste,  l'équation  Udz*  =  Zdu*  fait  voir  que  comme  U  est  positif 
dans  toute  l'étendue  de  la  courbe,  décrite,  de  même  Z  sera  toujours  positif, 
ainsi  que  le  facteur  z% -\- 2gz -\- g\  pour  toute  valeur  de  z  comprise  entre 
les  limites  z  =  n ,  z  ss  n[. 

554-  Puisque  les  valeurs  de  u  sont  toujours  comprises  entre  les  limites  Fi€-  3o- 
m  et  m',  et  celles  de  z  entre  les  limites  n  et  n',  il  s'ensuit  que  la  courbe  dé- 
crite dans  le  plan  mobile  FMG  est  toujours  renfermée  dans  une  espèce  de 
trapèze  hyperbolico-elliptique  JFYYZ%  dont  deux  côtés  opposés  TV,  XY, 
appartiennent  aux  ellipses  tracées  d'après  les  équations  /  |  j  am,  r  \  s  turf, 
et  les  deux  autres  côtés  TX,  Y  Y,  appartiennent  aux  hyperboles  dont  les 
équations  sont  s  —  r=tf/»,  $— r==àn',  F  et  G  étant  les  foyers  communs 
de  ces  quatre  courbes.  Il  faut,  de  plus,  que  ce  trapèze  soit  situé  tout  en- 
tier d'un  même  côté  de  l'^xe  FG. 

Et  puisque  la  courbe  que  décrit  le  corps  dans  le  plan  mobile  FMG  est 
ainsi  circonscrite  par  le  trapèze .  TVYX,  dont  elle  doit  toucher  tous  les 
cotés,  on  voit  que  la  détermination  de  cette  courbe  est,  en  quelque  sorte,       * 
plus  simple  que  dans  le  cas  où  le  plan  est  fixe,  et  qu'il  y  aura  beaucoup 
moins  de  variété  dans  les  formes  qu'elle  doit  prendre  suivant  les  différens  cas. 

D'ailleurs,  la  position  du  corps  dans  le  plan  mobile  FMG  ét#nt  connue 
au  bout  du  temps  t,  ainsi  que  l'angle  f  décrit  par  ce  plan  autour  du  plan 
fixe  EFG,  il  est  clair  que  le  mouvement  du  corps  et  son:  orbite  tracée  dans 
l'espace  seront  parfaitement  connus  et  déterminés. 

555.  Venons  maintenant  à  l'intégration  de  l'équation  (/*).  Comme  on 
peut  prendre  pour  origine  du  mouvement  tout  autre  point  de  l'orbite  que 
celui  qui  dans  l'état  initial  a  servi  h  déterminer  les  constantes  C,  C,  H, 
nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  mouvement  commence  à 
compter  d'une  apside  supérieure  S*  où  l'on  a  r -+^  =  ii/?»j  nous  suppose- 
rons en  même  temps,  que  1#  corps  parti  de  S*  suivant  la  tangente  de  l'el- 
lipse en  ce  point,  se  meut  dans  le  sens  S°Y,  dç  manière  qu'il  se  rapproche 

du  foyer  G,  et  qu'ainsi  la  valeur  de _t-  au  point  S°  est  négative.  Par  ce 

moyen,  l'équation  -C/7),  où  les  premières  valeurs  de  u  et  de  z  vont  en 

diminuant,  devra  être  écrite  ainsi,  -^g  tss  -^g,  et  les  équations  (g'),  (h') 

deviendront,  en  prenant  convenablement  les  signes, 
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dt  /u*+~tK*du         £\  —  e^d* 

j«-~       ir      eu       h'      dM 

556.  Cela  posé,  pour  exprimer  que  u  est  contenu  entre  les  limites  m  et 
m%  je  fais  u  =  m  cosà  <r  ■+-  ni  sin*  *■,  ce  qui  donne 

du  I  *dr 

Peur  simplifier  ultérieurerùeilt  oe  résultat ,  il  faut  considérer  difieitons  cas, 
selon  que  if  +  tfu-\-f  est  de  Tune  des  traie  formes 

I^-J-2fUJ£OS0~f-ft*, 

/*  et  ft'  étant  des  quantités  réelles  et  positives. 

Nous  nous  bornerons  ici  au  second  cas;  et  supposant/*  >  p! ,  nous  ferons 
tangcr  =  fctang4,  ensuite  h=^(£±^r  et  ^  =  5^.^^,  ce  qui 
donnera  la  transformée 

du  _  aD~* <H> 

On  parviendrait  immédiatement  à  ce  résultât  par  la  substitution 

(mm.'  -f-  ntf$)  cosé%J/  +  (W  -f- ^V)  sip>4^ 
*  0»'  +*)  cos*  +  +  (m  +p)  ain«* 

55*].  Si  Ton  fait  pareillement  z  =  n  cos*  %  +  *'  sin*  %,  on  aura  d'abord 

ensuite  il  faudra  distinguer  de  même  trois  cas  t  selon  qçe  k  quantité  J*  4* 
9»  •+■  g*  sera  de  Kune  d4s  tm&  formes , 

»â4*2MfCôsA-f-*% 

C*  +  0  (*  +  >'), 

y  et  /  étant  des  quantités  réelles  et  positives. 

Ces  froisrcas  combinés»  avec  le*  trois  de  la  première  formule,  offert  arof 
cas  "différons  à  considérer ,  et  pour  lesquels  on  pourra  former  un  tableau 
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apalogue  à  celui  que  nous  avons  donné  pour  le  cas  où  le  oorps  se  meut  dans 
un  plan  fixe* 
Supposons  de  nouveau  que  **  ■+•  *gz  +gf  es  (z-\-  r)  (2+  •),  et  qu'on  * 

ar>/;  nous  ferons  tang %  =  V  tang Ç ,  ensuite  V  ==;  t/Qqp;) «l  ***? 

^^  .  J!^-1  ce  qui  donnera  la  transformée 

dk aD"i rf£       

elle  résulterait  directe  méat  de  la  substitution 

(*»'  +  m)  co«'Ç  +  (*#>'  +  »'»)  «iii'C 

Ces  formules  auraient  lieu  quand  même  n!  serait  négatif;  en  effet,  mt 
n1  =  —  n"}  pour  que  la  quantité  s*  +  aga  •+■  g*  ou  son  égale  (*-f-')  (s+/) 
conserve  le  même  signe,  conformément  à  ce  qui  a  été  démontré,  depuis 
3  =  —  n"  jusqu'à  z  =  »,  il  faut  que  v1  —  nn  soit  positive ,  et  à  plus  forte 
raison  r  —  n"  ;  donc  ayant  fait 

on  voit  que  x*  et  £*  seront  positifs ,  et  qu'ainsi  x*  sera  plus  petit  que 
l'unité. 

558.  Cela  posé,  si  l'on  feit  eu  général  A=yYj^'  .  ^^;),  l'^qua- 
tion  de  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  sera 

kf  (c,  4)  =  F  (x,  Ç)  -j-  const. 
Au  Qunuftftncftmeut  du  mouvement,  c'est-à-dire  lorsque  le  corps  est  dans 
l'apside  supérieure  S* ,  on  a  4  ^  °  î  Wt  $n  mé^ne  temps  £s^  $ ,  et  9m  aura 

*F(c,4)=*F(*,0-F(*>O< 
Il  jerajt  d'ailleure  facile  de  réduire  le  second  mendie  au  seul  terme  F(x,Ç), 
au  moyep  de  l'équation  algébrique  qui  représente  l'équation  transcendante 
F(0-»*F(<)~?(£)>  *  étant  le  module  commun. 

Au  reste ,  la  valeur  de  1  peut  se  déterminer  par  l'état  initial  du  mou- 
vement qui  a  servi  à  déterminer  les  constantes  C,  C,  H.  Four  cela,'  soient 
4#  et  £°  le*  valgws  de  4  et  £  qui  conviendraient  à  cet  état  initial ,  on  peut 
supposer  4°  et  (°  positifs  ou  négatifs,  mais  moindres  que£  tf;  or ,  quand , 
de  l'époque  où  le  corps  est  au  point  S9,  on  remonte  à  une  époque  antérieure, 
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telle  que  son  état  initial ,  il  faut  supposer  que  les  valeurs  de  4  et  £  qui  ré- 
pondent à  un  point  déterminé  du  plan  FMG ,'  sont  diminuées  chacune  d'un 
•certain  nombre  de  demi-circonférences,  c'est-à-dire  qu'on  devra  faire  dans 
l'équation  de  la  courbe  4  =  4°  — fo">  £  =  Ç*~Lr,  I  et  L  étant  des  en- 
tiers, et  alors  de  cette  équation  on  déduira 

oT  _i_FM  —  s*IF^-*F(c,*<0+F(*,p>) 

Et  quoiqu'on  ait  trois  inconnues  I,  L,  €,  à  déterminer  par  cette  équation , 
il  n'y  aura  jamais  qu'une  manière  d'y  satisfaire  exactement  j  car  si ,  e  res- 
tant le  même,  ainsi  que  4°  et  £%  on  supposait  que  les  entiers  I  et  L  fussent 

remplacés  par  d'autres  entiers  I'  et  L',  il  faudrait  qu'on  eût  r_*  =  fç  ; 
ainsi  il  faudrait  que  la  quantité  -p—  fut  rationnelle ,  ou  que  la  courbe  fût  ren- 
trante sur  elle-même,  ce  qui  n'indiquerait  toujours  qu'un  seul  point  où 
les  valeurs  de  4  e*  K  seraient  4°  e*  f°* 

55g.  On  voit  maintenant  qu'il  est  facile  de  trouver  une  infinité  de  cour- 
bes algébriques  qui  satisfassent  à  la  question.  On  peut  pour  cela  faire  c  =x 

et  A:  ss  - ,  iete  étant  des  entiers ,  ce  qui  donnera  les  deux  conditions 

n  +  /       n'+p    wmmm  * 
m+fS*  ^Tfê  ~#° 
m  +  ^      m'  -J»  f»'  __  n  +  9     ri  +  »' 
m-f"/*      m  -f*/*         n-f-t      »  -f-t 

Ces  conditions  ayant  lieu ,  l'équation  de  la  courbe  sera  ïF<\>  c=  eF£,  c  étant 
le  module  commun. 

On  obtiendra  encore  des  courbes  algébriques  en  satisfaisant  aux  condi- 
tions A:  ( j  ses  - ,  x  =  c*?  et  ainsi  de  suite ,  chaque  système  représentant 

toujours  une  infinité  de  courbes  algébriques. 

Nous  ne  parlons  ici  que  de  la  courbe  tracée  dans  le  plan  mobile  FMG, 
et  circonscrite  par  le  quadrilatère  TVYX  ;  car  si  l'on  voulait  que  la  véri- 
table orbite  à  double  courbure ,  décrite  dans  l'espace ,  fût  une  courbe  al- 
gébrique, il  faudrait  satisfaire  à  beaucoup  d'autres  conditions  qui  rendraient 
ce  problème  plus  épineux  qu'intéressant. 

56o.  Un  cas  fort  remarquable  est  celui  où  Ton  aurait  m  =  rn';  alors  la 
courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  serait  Tare  d'ellipse  TV,  qui,  dans  ce 
cas,  se  confondrait  avec  XY.  Ainsi  le  corps  ne  pourrait  faire  que  des  oscil- 
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ktions  dans  cet  *ro,  «aajlplt  alternatifement  de  T  en  y.;et\de  V  en  T. 
Combinant  ce  mouvement  d'oscillation  avec  le  mouvement  du  plan  qui  se 
détermine  toujours  de  la  même  manière  par  l'angle  />,  on  aurait  le  mou- 
vement absolu  du  corps.  Ce  mouvement  s'exécute  dan$  la  surface  du 
sphéroïde  elliptique  décrit  par  la  rotation  de  Tare  TV  autour  de.  l'axe  FG; 
et  il  est  visible  qu'à  cause  du  mouvement  de  rotation,  l'orbite  comprise  dans 
cette  surface  est  composée  de  diverses  sinuosités  qui  touchent  alternative- 
ment les  deux  circonférences  décrites  parles  points  T  et  Y,  sans  que  la  vi- 
tesse du  corps  en  ces  points  soit  jamais  nulle.  Ce  cas,  au  reste,  donne  lieu 
à  des  simplifications  de  calcul  assez  remarquables. 

Alors  l'équation  à  l'ellipse  a  =m  *  tient  lieu  de  l'équation  AF(c,4)  = 
F(x,£),  et  on  auràNpour  déterminer  t  et  f  les  formules 

dt    __  ^  /m*  —  z%\  dz 

.   _       /j ,        i     \B!d* 

où  il  faudra  substituer  les  valeurs  trouvées  ci-dessus, 

n(n'  +  Q cos'g  +  n'  (n+f)  sin'Ç 

Z~  .(rf  +  OjootPÇ  +  OM- ')*»*(     ' 
dz aD"g  cg 

Le  temps  d'une  oscillation  se  trouverait  en  prenant  l'intégrale  depuis  f  =  o 

jusqu'à  Ç  =  £jt. 

56i.  Un  second  cas  non  moins  remarquable,  est  celui  où  l'on  aurait  h=* 
n1'  alors  la  courbe  décrite  dans  le  plan  mobile  serait  l'arc  d'hyperbole  TXf 
qui,  dans  ce  cas,  se  confondrait  avec  VY.  Ainsi  le  mouvement  du  corps 
dana  ce  plan  serait  un  simple  mouvement  d'oscillation  suivant  l'arc  TX ,  et 
sa  vitesse  serait  nulle  dans  le  plan  aux  deux  extrémités  de  cet  arc,  Les  for- 
mules qui  satisfont  à  ce  cas  sont  semblables  a  celles  que  nous  venons  de 

rapporter. 

562.  Enfin  un  troisième  cas  qui  dérivç  des  deux  autres  est  celui  où  Ton 
aurait  à  la  fois  m  =  m'  et  n  es  »';  alors  le  quadrilatère  TVYX  se  réduirait 
à  un  point;  le  corps  n'aurait  aucun  mouvement  dans  le  plan  FMG ,  et  sa 
vitesse  serait  toute  entière  perpendiculaire  à  ce  plan ,  de  sorte  qu'il  décrirait 
nécessairement  une  circonférence  dont  lé  centre  est  au  point  P. 

Les  simptômes  de  ce  troisième  cas  sont  faciles  à  établir  immédiatement,  ftg.  31. 
En  effet,  soit  M  le  lieu  du  corps  qui  doit  rester  fixe  dans  le  plan  FMGj 
T.  I.  67 
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si  Ton  emploie  les  dénominations  de  Part.  370 ,  les  quantités  f ,  »,  r,  *,  jr 

seront  constantes ,  et  on  aura  entr'efles  les  relations  r  s  -r— 7 — i-r .  s  = 

a  sin  0  «         •  .         '  ^v 

-^-t — — x,  rt=r  sm©=  ^sin»,  asicos*,  «-—*xr:s-t~rcos  ».  Or, 

en  vertu  des  forces  A  et  B,  dirigées  vers  les  centres  F  et  G,  le  corps  M  est 

sollicité  parallèlement  à  GF  par  la  force  ■  n T"     —  -4  ,  et  dans  le  sens  BIP 

par  la  force  -j-  -f-  3-;  la  première  doit  être  nulle,  pour  que  le  corps  n'ait 

aucun  mouvement  dans  le  sens  de  l'axe  FG;  ainsi  on  auFa  la  condition 

"S 

0  =  A  cos<p  sin*<p  +  B  eos»  sin*», 

tjui  servira  à  déterminer  f  par  »,  ou  réciproquement. 

Ensuite,  pour  que  la  force  -~  -f-  -? dirigée  ver?  P,  n'ait  d'autre  eflet  que 

dte -faire  mouvoir  le  corps  dans  le  cercle  dont  ]ç  rayon  est  MP,  il  faut,  en 
appelant  Y  sa  vitesse ,  qu'on  ait 

substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  r, $,jr  en  fonctions  de  a,  <p, 
»,  et  observant  que  d'après  l'équation  (V)  on  a  H  =  Yjr  et  Va  =  -?  =  — r  » 

il  en  résultera 

H'  =  A  sin3  (p  tan  g  » , 

ou  V  =  sin  (p—  »)  i/f — .  SIB# — Y  Ainsi  on  connaît  la  position  dja  corps 

et  la  vitesse  primitive  dont  il  doit  être  animé,  pour  que  ce  cas  particulier 
ait  lieu. 

En  terminant  ces  recherches  sur  le  problème  des  deux  centres  d'attrac- 
tion, nous  ferons  observer  que  sans  le  secours  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  il  eût  été  impossible  de  discuter,  comme  nous  l'avons  fait,  les 
difÇérens  cas  de  ce  problème ,  de  déterminer  dans  chacun  d'eux  la  figure  de 
l'orbite,  et  d'assigner  avec  toute  la  précision  désirable,  le  lieu  du  corps  au 
bout  d'pn  temps  quelconque  et  après  tant  de  révolutions  qu'on  voudra. 
Les  cas  où  l'orbite  est  une  courbe  algébrique  sont  remarquables  en  ce  que 
la  courbe  rentre  sur,  elle-même  après  une  période  composée  d'un  nombre 
déterminé  de  révolutions,  de  sorte  qu'il  suffit,  de  déterminer  le  mouvement 
du  corps  dans  la  d^rée  de  cette  période  qui  se  renouvelle  sans  cesse.  Quel- 
ques-uns de  ces  cas  avaient  été  indiqués  par  Euler,'  mais  notre  analyse  en 
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a  fait  découvrir  une  infinité  d'autres,  et  nous  aurions  pu  les  multiplier  en- 
core à  l'infini,  en  faisant  usage  de  la  seconde  échelle  des  modules  qui  était 
demeurée  jusqu'ici  inconnue  et  dont  nous  avons  fait  connaître  les  propriétés 
dans  le  chap.  XXXI. 

Du  mouvement  rëctiligne  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes. 

563.  Quoique  ce  problème  ne  soit  sujet  à  aucune  difficulté  i  cependant 
comme  il  n'a  point  été  traité  jusqu'ici  d'une  manière  complète ,  j'ai  cru  qu'il 
serait  convenable  d'en  donner  ici  la  solution ,  laquelle  pourra  être  regardée 
d'ailleurs  comme  une  application  nouvelle  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Supposons  que  le  point  A,  où  commence  le  mouvement,  soit  situé  sur  B*  3* 
le  prolongement  de  là  ligne  des  centres  FG,  du  côté  de  F  ;  soit  V  la  vi-* 
tesse  initiale  que  nous  supposons  dirigée  suivant  AM ,  et  soit  M  le  Heu  dti 
corps  au  bout  du  temps  t.  Si  l'on  fait  FG  =  a,  AF  =  A,  AG  =  a  •+•  A=xV? 
FM  =  xy  on  aura  l'équation  différentielle 

dJx  _       A         "    B 

dont  l'intégrale  est,  en  déterminant  convenablement  la  constante, 

ad?- ••  Y    ^  -m  ^  a  +  x        h        a  +  h* 
On  voit  déjà  par  cette  intégrale  que  si  l'on  a  V1  es  ou  >  j  +  -r?  ,  le 

corps  s'éloignera  à  l'infini  ;  et  qu'au  contraire  si  l'on  a  V*  <  -r*  -f"  -?7 ,  le 

corps  ne  pourra  s'éloigner  que  jusqu'à  une  distance  FD  =  h  déterminée 
par  l'équation 

A  ;        B  A  B     _  Vft 

k  -*-a  +  *  =  h  ~*~  a  +  h         2> 

or,  cette  équation  étant  du  genre  de  celles  que  j'ai  appelées  équations 
bmales  (*)*,  elle  aura  toujours  une  racine  réelle  positive. 

$64»  Le  corps ,  parvenu  au  point  D ,  revient  sur  ses  paa  en  veijtu  de  l'ac- 
tion des  forces  centrales,  et  il  descend  de  D  vers  F,  d'un  mouvement  con- 
tinuellement accéléré.  Sa  vitesse  en  un  point  quelconque  M  >  que  nous  dé-  \ 
signerons  par  v,  se  détenmnera  toujours  par  la  même  équation,  qu'on 


(*)  Supplément  à  l'Essai  sur  la  Théorie  des  Nombres,  page  29» 
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peut  mettre  sous  la  forme 

v*_A    ,        A  A  B 

7T—  "ZBT'  ' 


2         x~  a-\-x        k         a+*' 

d'où  il  suit  que  la  vitesse  en  A  est  égale  à  la  vitesse  initiale  Y ,  mais  diri- 
gée en  sens  contraire,  et  que  la  vitesse  finale  au  point  F  est  infinie. 

En  vertu  de  cette  vitesse ,  le  corjfs  passe  au-delà  du  centre  F ,  et  sa  vi- 
tesse redevient  aussitôt  finie.  Mais  comme  la  force  A  change  de  signe  en 
même  temps  que  x ,  il  s'ensuit  qu'au  point  M',  où  l'on  a  FM'= x7  la  vitesse 
«du  corps  sera  déterminée  par.  l'équation 

i^=A      -JB A B_ 

2         x*    a—  *        k  a  +  £" 

11..  ■    *  A  B 

_;  J'observe  maintenant  que  la  quantité  ■+  ayant  pour  minimum 


il 


ha    ,        Ba 


i^^/A+  l/B)*,  il  y  au#a  deux  cas  à  considérer,  selon  que  -j-  H — -j^ 
est*<ôu  Xi/A+^B)', 

565.  Premier  cas.  Si  Ton  a  -^  •+-  -^rrk  >  (  V^  +  V&Y  >  k  corps  D* 
pourra  s'éloigner  de  F  que  jusqu'à  une  certaine  distance  FE  ses  k' ,  moindre 
que  FG  ±  même  moindre  que     .  *^f    ,fl ,  et  déterminée  par  l'équation 

A    ,~    B     _A    t       B    k 
F+Z^T'—  k  ^a  +  k' 

Parvenu  au  point  £ ,  le  corps  reviendra  sur  ses  pas  ;  sa  vitçsse ,  d'abord 
nulle  en-  É,  deviendra  infinie  en  F,  elle  redeviendra  finie  passé  le  point  F 
et  diminuer^  continuellement  jusqu'au  point  D,  où  elle  sera  nulle.  En  gé- 
néral ,  le  mouvement  du  corps  sera  un  mouvement  d'oscillation  par  lequel 
il  passera  alternativement  du  point  D  au  point  E  et  du  point  E  au  point  D; 
et  sa  vitesse  dans  un  même  point  de  la  droite  DE  sera  toujours  la  même 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Ce  premier  cas  comprend  celui  ou  Ton  aurait  l'égalité  -£  -f-  ,— —  =, 
(y/ A  ■+■  l/B)*;  alors  le  corps  s'éloignera  le  plus  qu'il  est  possible  du  centre 
F,  dans  le  sens.FG,  et  cette  plus  grande  distance  serait  k'  =  ttt^tTTb' 

566.  Second  cas.  Si  Ton  b^  +  ~^  <  (VA-f-  ^/B)»,  la  vitesse  du 
corps  sera  dans  son  minimum  au  point  où  l'on  ax=     .^!f     ^;  mai*  elle 
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augmentera  ensuite,  et  le.  corps  se  portera  d'un  mouvement  accéléré  vers 
le  centre  G,  où  sa  vitesse  sera  infinie* 

En  vertu  de  cette  vitesse,  le  corps  continuera  son  mouvement-  au  -  delà 
du  centre  .G.  Soit  GM"  =  x,  et  on  aura,  au  point  M", 


a         a+as      .  *         k         a-f-£" 

Le  corps  s'éloigne  donc  du  centre  G  jusqu'à  une  distance  GD'  =a  V  déter- 
minée par  l'équation 

A      ,  B       A   ,       B 


Le  point  D'  ainsi  déterminé  sera  le  second  terme  de  l'oscillation;  ensuite 
on  voit  que  le  corps  reviendra  du  point  D'  au  point  D,  et  que  sa  vitesse , 
dans  un  même  point  de  la  ligne  DD','  sera  la  même  en  allant  et  en  re- 
venant 11  s'agit  maintenant  de  trouver  dans  ces  deux  hypothèses  le  temps 
de  chaque  oscillation. 

567.  Supposons  donc  que  le  corps  parte  du  point  D ,  où  sa  vitesse  est 
nulle ,  et  qu'au  bout  du  temps  t  il  se  trouve  au  point  M,  situé  entre  D  et 
F  ;  si  Ton  faitFD  =  A:,  FM  =  a: ,  on  aura  l'équation 
dx*        A    ,       B  A  B 


%d*        x  ^  a+x         k         a  +  ky 
d'où  résulte 

dt  1/2A  —  -frt/[A*(q+*)q(q  +  g)3 

* 
Soit  d'abord  x  =  j-TT*  >  ensuite ,/  =  v/(~-)  tang  <P  et  c%  =  • 


T7 — .  »x»  .  pu  >  on  atira  ^a  transformée 
A(a  +  ky  +  Bk*7 

*-»  y/G  •'-&•,    ,.T* • 

Pour  avoir  le  temps  de  la  descente  de  D  en  F,  il  faut  intégrer  la  formule 
précédente  depuis  $  =  o  jusqu'à  $  c=  £  tf.  Soit  dans  ces  limites  Z1  = 

/; — .       .  .    x,-r  »  *  étant  =  -  on  aura  par  les  réductions  connues 
(1+»  8inaf)*  A  7  a  r 

Quant  à  la  fonction  ir(/*,  c),  elle  se  trouve  par  la  formule  du  n#  107  ;  con- 
naissant donc  Z1  et  appelant  T*  le  temps  employé  à  parcourir  DF,  on  aura 
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568.  Pour  avoir  maintenant  le  temps  dû  mouvement  sur  la  droite  FG, 


il  faudra  intégïfer  l'équation 


v/e+.-vi)' 

dans  laquelle  -  =  j  +     i, .  Pour  eeb  il  faut ,  comme  ci-dessus ,  distinguer 

deux  cas. 

Soit  i°.  C  >  (\/A  -f-  V^B)*;  le-corps  ne  pobrra  s'éloigner  de  F  que  jus- 
qu'à une  distance  FE  =  h!  y  moindre  que  FG,  déterminée  par  l'équation 

A   .       B  C    . 

K     ■    A— Jr         a 


Soit  donc  x—K  sin'-vf/,  on  aura 

yLfc"      (a  —  U)  (a— *'ain*+)J 

Soit  ensuite  tang  «^  =s  t/f — £-r>)  tang  £  j  si  l'on  fait  *  =  -— p ,  et  xs = ^ , 
on  aura  la  transformée 

,         tarifa)                     dgtin'Ç 
M  =     VA      #  (t  +  fwn'O*  V(i  —  *asioâC)# 
Cette  formule  devra  être  intégrée  depuis  Ç  =  o  jusqu'à  Ç  =  ^9r,  afin  d'avoir 
le  temps  employé  à  parcourir  FE  ;  soit  donc  dans  ces  limites  Z"  = 

/(i  +  fm^VXi-^Affo*  °n  aura>  *"  les  formule8  connues, 

a(.  +  r)H«,)?B(i+9F^EH(r-5n'(r)«)) 

et  on  en  déduira  le  temps  cherché 

rry/_'flW(a"0  w 
1   ~     1/A     Z  > 

de  sorte  que  le  temps  total  de  l'oscillation  de  D  en  lésera  T*  +  T". 
Sil'onaC=(v/A  +  v/B^il  s'ensuivra  #  =  ^^jf=  ^  et 

x=si;  d'où  il  suit  que  T*  sera  infini.  Ainsi  le  corps  qui  a  une  vitesse 
infinie  en  F,  mettra  cependant  un  temps  infini  à  parcourir  l'espace  FE. 
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Pour  expliquer  ce  paradoxe,  il  font  -considérer  que  la  vitesse  devient  tout- 
à-coup  finie,  à  une  très  petite  distante  de  F;  qu'ensuite  celte  vitesse  di- 
minue progressivement,  à  mesure  jwe  le  corps»  s'approche  du  point  E,  et 
qu'à  une  petite  distance  de  E  elle  est  proportionnelle  à  l'espace  qui  reste 
à  parcourir  ;  d'où  il  suit  qu'il  faut  un  temps  infini  pour  que  le  corps  arrive 
au  point  E.  Parvenu  à  ce  point,  il  sërçi  également  attiré  des  deux  côtés 
par  les  forces  À  et  B,  et  restera  eu  repos:    i 

56g.  Si  Ton  a  C  <(v/A-f-v/B)*?3&~corps  éprouvera  un  minimum  de 
vitesse  en  un  point  de  l'espace  FjGj  majs  ensuite  la  vitesse  augmentera  et 
deviendra  infinie  au  point  G.  _ 

Pour  avoir  le  temps  du  mouvement  ^it  x=:a  sut**!/ ,  on  aura 

dt     <tysiq*%J/CQ3*4 

et  cette  formule  devra  être  intégrée  depuis  -J^0  jusqu'à  4  =  7^9  Pour 
donner  le  temps  T"  employé  à  parcourir,  FG. 

Il  faut  observer  avant  tout  que  la  quantité  P  sous  le  radical  étant  mise 
sous  la  forme  '        *    "  ~f~ 

P  =  Aoos<4^(A+B^C)smà4cos'4H-Bsiii*4*      ^ 

offre  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  G  est  plus  grand  ou  plus  petit  que 
(v'A—  l/B)a  parce  que  les  deux  ftcteurs  de  cette  quantité  seront  ima- 
ginaires dans  le  premier  cas,  et  réels  dans  l'autre. 

570.  Soit,  i°,  C  >  (/Àr  y^Y,  on  pourra  firire 

P  =  A  (cos44  -f-  a*  cos  9  cos'4  siu'4  +  *' sin<4) > 

ce  qui  donnera 

/B               *       A  +  B— C 
«Œt/Tï        cosflss         \ -: 

et  comme  dans  ce  cas,  C  est  compris  entre  les  Kmites  (  V A -f-  ^B)*? 
(l/A  — ^/B)4,  on  voit  que  cos8  sera  toujours  oopipi>$.  qntre  les  limites 

-f-  1  et  —  1 ,  et  qu'ainsi  D  sera  irée^l.*  Cela'  posé,  soit  tang  4  =  -7-  tang  ?Ç , 
x  =  sin£8,  m=sl^i,  on  aura 

Cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  £  =  0  jusqu'à  £=P^  afin  d'avoir  le 
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temps  entier  T"  employé  à  parcourir  FG;  et  comme  on  a 

'  (i  +  mooêiy  "*"(i  —  wicost)4t=S  (i  —  /i»aco8»Ç)»' 
si  Ton  fait  v  =    _^   as=^t~1'  ,  il  suffira  de  prendre  depuis  £=0  jusqu'à 

Z  =  i w ,  l'intégrale  Z  = J  (I  +  y8in>C)V('-^m>C),  Ct  °n  *Wa  k  ^^ 
cherché 

■  ■ 

Voyez  ci-dessus,  n°  443*  les  formules  qui  servent  à  trouver  l'intégrale  V 
représentée  par  U\ 

571.  Soit,  a0.  C<(y/A  —  l/B)',  on  pourra  faire 

P  =  A  (coss4/  -|-  *  sin'^/)  (coss  \  -f-  et  sins4), 

a  et  a'  étant  des  quantités  réelles  et  positives  données  par  les  équations 

A  +  B— C  ,       B 

cl  -f-  *'  =— ^ ,       aa'  =  j. 

Soit  *>*',  tang4  =  77jtangÇ,  xâ=i«^--,  *=i— -i,  on  aura 

qj/aq        /»  dÇsio'Çcos'g 

™ny/(À«)  V  (i  +  ,sin»C)V0-^«n*O' 

Ainsi  prenant  l'intégrale  Z»  =*f(l  +  9 8*^(?^ sin>0  depuis  Ç«o 
jusqu'à  Ç  =  ï7T,  on  aura  le  temps  cherché        ,    . 

#V(A*) 
57a.  Un  cas  qui  tient  le  milieu  entre  les  depx  précédera,  est  celui  où 

Ton  aurait  C=(y/A— /B)a j  alors  PsA(cos*4+*tta*4)'  et  *=t/f  » 
ce  qui  donne  directement 

qy/aq  /%q\^8in>4008*^  , 
VA  Jcof +  +  *&*+' 

intégrant  dans  les  limites  requises,  on  aura 

rro ql/aq  w 

1  —  va  •  4(l/«+i)* 
573.  Dans  les  trois  cas  qui  précèdent,  le  corps  continue  son  mouvement 
au-delà  du  point  G  jusqu'à  une  distance  GD*  =  #,  que  nous  ayons  déter- 
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minée  n°  S 6(3.  Quant  an  temps.  Tm  employé  à  parcourir  cette  troisième 
partie  de  l'oscillation ,  il  se  détermine  par  la  même  formule  qui  a  servi  à 
déterminer  le  temps  T'  de  la  première  partie  ;  il  suffit  pour  cela  de  changer 
dans  cette  formule  les  quantités  A,  B,  A;  en  B,  A,  A/,  respectivement- 
Ainsi  les  différens  cas  du  mouvement  rectiligne  d'un  corps  attiré  vers  deux 
centres  fixes  sont  résolus  d'une  manière  générale ,  tontes  les  fois  que  la  vitesse 
initiale  est  telle,  que  le  corps  ne  peut  s'éloigner  à  l'infini,  ce  qui  réduit  son 
mouvement  à  un  simple  mouvement  d'oscillation. 

574.  Les  formules  précédentes  supposent  les  forces  A  et  B  attractives; 
mais  il  serait  facile  d'en  trouver  de  semblables  pour  le  cas  où  ces  forces  se- 
raient l'une  atlraclivfe,  l'autre  répulsive,  ou  toutes  les  deux  répulsives,  ce 
qui  pourrait  alors  s'appliquer  à  quelques  phénomènes  d'électricité  ou  de 
magnétisme.  r 

Pour  en  montrer  un  exemple,  supposons  que  les  deux  forces  A  et  B, 
situées  aux  centres  F  et  6,  soient  répulsives,  il  y  aura  sur  la  droite  FG 

FI  /A 

un  point  I  déterminé  par  lé  rapport  gj  =  4/  «g  ,  où  un  corps  placé  sans  vi-  **•  *3- 

tesse  initiale,  resterait  en  repos.  Mais  si  l'on  place  ce  corps  en  tout  autre 
point,  par  exemple  ertD,  Faction  prépondérante  de  la  force  A  fera  mou- 
voir le  corps  dans  le  sçns  DGj  par  ce  mouvement  il  dépassera  Je  point  1, 
mais  il  ne  pourra  s'approcher  du  centre  G  que  jusqu'à  un  certain  point  E, 
où  sa  vitesse  sera  de  nouveau  anéantie.  Du  point  £  le  corps  reviendra  vers  D, 
et  aio§r  alternativement. - 

5j5.  Pour  déterminer  le  temps  de  chaque  oscillation,  soit  M  le  lieu  du 
corps  au  bout  du  temps  t ,  et  soit  FG=a,  FD=asin'a?  FM=ur=a,sin*$, 
FE  =  a  sin*£,  on  aura  d'abord  l'équation  différentielle 


_    à/ouï  l'intcgralç  est 


ddx 

= 

A 

"*(« 

B 

dx* 
sdt* 

» 

C  _ 

a 

_  A 

x . 

— 

B 

a  —  . 

x> 

À  R 

et  parce  que  la  vitesse  est  nulle  au  point  D,  ou  aura  C  =  -r-r-  ■+•  — -. 

Mettant  au  lieu  de  x  sa  valeur  asin*$,  on  tirera  de  cette  équation,  après 
avoir  sabstitué  la  valeur  de  C, 

di     mmmm  '       </p  im*<p-cosa9  .^ 

.»  v  *  T  V     >   »»**  COS*#  / 

T.  I.  v  68 
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Le  point  E,  limite  de  l'oscillation,  se  déterminera  en  faisant  k  la  foi»  f  s£ 


et  -jT-  =  o,  ce  qui  donnera 


tangatange=y/(|)j 


c'est  la  relation  entre  les  deux  angles  *  et  6  qui  détermine  la  limite  de 
chaque  oscillation  j  ils  seraient  complémens  l'un  de  l'autre  si  l'on  avait 
A  =  B. 

576.  L'équation  précédente  peut  être  mise  sous  la  forme 

Ainsi  en  faisant  71  s=  /\,  .  _  — .  fn  ?  ,  .  ^ rrrrr»  et  prenant  cette  in- 

J  |/(sin*f  —  sin**).v/(nntC  —  on*?)'      r 

tégrale  depuis  <p  =  ct  jusqu'à  $  =  £,  on  aura  le  temps  T  d'une  oscilla* 
tion  par  la  formule 

•       T  =  ^.Z'sin*sing. 

L'intégrale  TJ  peut  se  trouver  au  moyen  des  formules  de  la  case  VI,  p.  3ia.  ■ 

577.  Dans  le  cas  de  Ac=B,  qui  donne  £  =  -  —  *,  et  où  il  feut  sup- 
poser «<^7T,  les  formules  se  simplifient  par  la  substitution  sin*<p  = 
sin**  cos*  \  +  cos*  a  sin*  4  >  ^  en  résulte 

soit  de  plus  tang^  :=ctang*tang£,  et  on  aura,  en  faisant  c*=  1  —  tang4*, 
'6  =  tang*a, 

.  J  [1  —  (1  —  6)8intÇ]t 

Pour  simplifier  encore  cette  intégrale,  nous  ferons  usage  des  formules  de 
l'art.  63 ,  suivant  lesquelles  on  aura  #  ^ 

c°  sa  J=|  =  cos  a*,  Ass  y/(ï  ■*-«•  sinâ£)>  *°=  •fx—  ^»  sinâÇ*), 

Par  ces  substitutions,  on  trouve 

<«:=sin-*cos**.g==i  i'-.gj 
donc  par  les  formules  du  n°  007 ,  on  a 
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Faisant  Çs=£w,  et  par  conséquent  Ç°=7r,  on  aura  l'intégrale  Z'ssjEV, 
qui  donne  pour  le  temps  de  l'oscillation  cette  expression  très  simple 

où  il  faut  se  rappeler  qu'on  a  <f  =  cosaa  et  b°  =  sinaa. 

Lorsque  et  diffère  peu  de  £tt",  les  oscillations  sont  très  petites;  alors  on  a 

SECTION  III. 

iîur  V attraction  des  ellipsoïdes  homogènes. 

578.  JM  ous  donnons  ici  la  théorie  de  l'attraction  des  ellipsoïdes  homogènes, 
considérablement  simplifiée  par  M.  Ivory ,  et  telle  que  nous  l'avons  déjà  pu- 
bliée dans  les  Mémoires  de  l'Institut,  an"  181 2.  Les  formules  de  l'attraction , 
qui,  dans  lès  cas  ordinaires ,  sont  développées  en  séries  infinies,  s'expriment 
toujours  exactement  par  des  fonctions  elliptiques  de  la  première  et  de  la 
seconde  espèce}  elles  offrent  ainsi  une  application  importante  de  ces  fonc- 
tions, soit  pour  conduire  a  des  théorèmes  nouveaux,  sur  l'attraction  des 
ellipsoïdes,  soit  pour  Caire  connaître,  a vet> tel  degré  d'exactitude  qu'on  vou- 
dra, les  valeurs  des  forces,  dans  les  cas,  ratés  à  la  vérité,  où  elles  ne  pour- 
raient être  exprinkées  par  des  séries  suffisamment  convergentes. 

Formules  pour  la  solution  générale  du  problème. 

579.  Soient  f?  g,  h,  les  trois  coordonnées  du  point  attifé  S,  soient  x9 
jry  z  celles  d'une  molécule  quelconque  dii  du  corps  attirant,  et  r  sa  distance 
au  point  S,  en  sorte  qu'on  ait 

1* = (/-  *)• + (g  -jr  )• +(*-*/• 

66.. 
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L'attraction  que  la  molécule  dM.  exerce  sur  le  point  S  est  exprimée  par 

— -;  elle  se  décompose  en  trois  forces  parallèles  aux  axes  des  coordonnées, 

lesquelles  sont 

(/-*)<fltf    (g-y)dM    (A-«)dM. 
p         >  pr        >  p         » 

si  donc  on  désigne  par  A,  B,  C,  les  attractions  totales  exercées  dans  le  sens 
des  coordonnées  x,  y,  z,  respectivement,  on  aura 


A=y£^<*M, 

C=/*=^M, 

ces  intégrales  étant  étendues  à  toutes  les  molécules  du  corps  attirant. 

58o.  Supposons  le  corps  homogène,  et  soit  sa  densité  =  i ,  on  pourra  faire 
dNL—dxdjrdz ,  et  alors  on  aura 

les  deux  autres  forces  seront  semblablement  exprimées;  mais  il  suffira  de 
nous  occuper  de  la  force  A. 

Il  est  facile  d'abord  d'exécuter  l'intégration  par  rapport  à  «r;  car,  puis* 
qu'en  regardant  x  seule  comme  variable ,  on  a  rdr\ —  ■  (J-—x)dx9  il  s'en- 
suit qu'on  a y-^çr  dx~fm~~~?  ==  "+  const.  Soient  donc  r.  et  r%  les  deux 

valeurs  de  r  qui  répondent  aux  deux  limites  de  l'intégrale,  c'est-à-dire  aux 
deux  points  de  la  surface  du  solide  qui  sont  situés  sur  une  même  parallèle 
à  l'axe  des  x ,  on  aura 

.  58i.  Supposons  que  le  corps  attirant  soit  un  ellipsoïde  dont  la  surface  ait 
pour  équation 

?+£  +  ;;=  i; 

il  faudra  tirer  la  valeur  de  x  de  cette  équation ,  puis  la  substituer  dans  les 
valeurs  de  r„  et  r, ,  lesquelles  sont 
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alors  il  ne  s'agira  plus  que  d'exécuter  les  deux  intégrations  par  rapport  \\y  et 
à  z,  dans  toute  l'étendue  de  l'ellipsoïde.  Mais  ces  intégrations  ne  peuvent 
être  effectuées,  ni  l'une  nvl'autre ,  par  les  méthodes  connues,  et  il  faut  recourir 
à  d'autres  moyens,  pour  achever  la  solution  du  problème ,  ou  du  moins  pour 
la  ramener  aux  simples  quadratures. 

Comparaison  des  forces  exercées  dans  Je  même  sens  par  deux  ellipsoïdes, 
dont  l'un  agit  sur  un  point  extérieur,  et  Vautre  sur  un  point  intérieur 
correspondant, 

582.  Jusqu'ici  notis  n'avons  fait  aucune -hypothèse  sbrc  la! position'  du 
point  S.  Il  convient  maintenant  de  distinguer  deux  cas;  celui  où  le  point 
attiré  S  est  situé  dans  l'intérieur  ou  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  M,  et  celui 

où  il  est  situé  hors  de  cet  ellipsoïde.  Le  premier  cas  suppose  qu'on  »  —  -f- 

fï  +  7  <  ou  =  l  i  et  le  8econd  V1'**  a"S  +?  +  7  >  ».  Ce  dernier 
cas  étant  le  plus  difficile,  on  aura  fait  un  grand  pas  vers  la  solution  du 
problème,  si  on  parvient  à  le  ramener  au  premier. 

Pour  cet  effet,  considérons  un  second  ellipsoïde  M',  dans  lequel  les  quantités 
analogues  à  a,  € ,  yy  x9  jr,  z  soient  désignées  par  les  mêmes  lettres  accen- 
tuées; supposons  que  cet  ellipsoïde,  dont  la  densité  est  encore  =  1  exerce 
son  attraction  sur  un  nouveau  point  S'  déterminé  par  les  trois  coordonnées 
f*  ëf>  *'•  Ces  deux  ellipsoïdes  sont  d'ailleurs  concentriques,  et  les  axes  dé- 
signés semblablement  ont  la  même  direction.  ^ 

Si  Ton  désigne  par  pt  et  pD  les  quantités  analogues  à  r.  et  r0,  on  aura  sem- 
blablement 

A'  étant  l'attraction  exercée  dans  le  sens  des  x,  sur  le  point  S',  par  l'ellip- 
soïde M', 

583.  Faisons  maintenant  ensorte  que  les  quantités  p,  et  rt  soient  égales 
dans  les  deux  solides,  il  s'ensuivra  que  f.  et  r0  doivent  être  aussi  égales 
entre  elles,  et  cette  circonstance  permettra  de  trouver,  d'une  manière  très 
simple,  le  rapport  des  quantités  A  et  A'. 

Puisque  nous  avons  à  la  fois 
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pour  rendre  ces  expressions  identiques >  faisons  d'abord 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  prenons  trois  indéterminées  A,  /*,  p,  au 
moyen  desquelles  on  ait  simultanément, 

les  trois  conditions  dont  il  s'agit  seront  satisfaites,  et  il  restera  à  satisfaire  à 
l'équation 

Substituant  dans  celle-ci  les  valeurs  de/*,  gy  h',  &bf,g,  A,  et  celles  de  «*, 
Y y  z',  en  x, y,  zt  ou  aura  l'équation 

(À»-i)a^f-(/*'-i)r+(»,-i)*m=^(A'-i)+^(A»*-i)4-*(r'-i); 

^  •  •  X%  V* 

laquelle  doit  s'accorder  avec  l'équation  de  l'ellipsoïde  donné  ^  +  5  + 

_*  p  p 

~  =  1.  Pour  cela  soit  A*  —  1  ss^,  il  faudra  qu'on  ait  /**  —  1  =  £,  r*«—  1 

==  £,  et  on  aura,  pour  déterminer  £,  l'équation 

Nous  avons  supposé  que  le  point  attiré  S  était  situé  hors  de  l'ellipsoïde  M, 

et  qu'ainsi  ona^+^-f-— >ij  de  là  on  voit  qu'en  faisant  successive- 

ment  £  =  o  et  £  =  00 ,  dans  la  fonction  qui  forme  le  premier  membre  de 
l'équation  (a),  cette  fonction  devient  >  1  dans  le  premier  cas,  et  =  o  dans 
le  second  cas.  Donc  il  y  a  tme  valeur  réelle  et  positive  de  £  qui  satisfait  à 
l'équation  (a);  et  comme  d'ailleurs  le  premier  membre  décroît  continuelle- 
ment à  mesure  que  £  augmente,  depuis  £  =  0  jusqu'à  £  =  00,  il  s'ensuit 
que  cette  équatior^  n'a  qu'une  racine  réelle. 

584-  Connaissant  la  valeur  de  £^  on  aura  celles  de  A,  fi9  ^parles  équations 

X*c35 1  +  Jy  /^  =  i  +  jf,  **=  1  +5;  ensuite  le  point  S' sera  déterminé 

par  les  coordonnées. 

r=f  .•-<■    *'=;-. 

De  plus,  puisqu'on  a  x  =  -,  j*s=:  ~,  z  sa  — j  si  Ton  substitue  ces  valeurs 
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dans  l'équation  de  l'ellipsoïde  donné  M,  ou  aura 

c'est  l'équation  du  second  ellipsoïde  M',  dont  les  demi-axes  sont  *',  £',  >'; 
on  aura  donc 

et'  =  «A,  .  Çf  sçs  £#,     >'  =  >r. 

De  ces  équations  on  tire 

*"-*•:=£,  '.**_*»£,     ,'»-,»,,£. 
donc  on  a  aussi 

et'*  —  £'•  =  *•—  £•,     É'*^?/*»  £*-*>•,     >'•  — *'•«>•  — *•; 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  elfip&oïcfe&  dont  il  s'agit  se  correspondent  de  telle 
sorte,  que  les  sections  principales  situées  dans  le  même  plan  sont  décrites 
des  mêmes  foyers.  „ 

Remarquons  maintenant  que  puisqu'on  a  a>  ==*•  -f-  £ ,  £'â  ==£•  +  £ , 
>'*s=>*  +  Ç§  l'équation  (a)  donne 

et  qu'ainsi  le  point  S,  dont  les  coordonnées  sont/,  g,  h,  est  situé  sur  la 
surface  de  l'ellipsoïde  M'. 

Réciproquement,  puisqu'on  a  aussi  réquation 

....  :  £•+£+£=„ 

il  s'ensuit  que  le  point  S',  dont  les  coordonnées  sont/',  g*,  h',  est  situé  sur 
la  surface  de  l'ellipsoïde  M.  :    .      . 

Ces  deux  points  S  et  S'  se  correspondent  mutuellement  de  telle  sorte 
qu'on  a  *:       .     ---...-- 

/:/'::*':*,    g '.g*  ::€':€,    hiKuy'iy, 

c'est-à-dire  que  les  coordonnées  homologues,  ou  parallèles  à  un  même  axe, 
divisent  proportionnellement  les  axes  sur  lesquels,  elles  sont  situées. 

585»  Ayant  fait  voir  qu'op  a  généralement  ff  =srf ,  et  p^r  une  suite  né- 
cessaire foff=r.j  si  VotK  ote^eji'aiUerçra  que  les  équations  f  =W,  «^pip 
dow^aV  dtfssmty^ d§i=z  td&\>  et  jw  cops^quent  djffo'  =?  fivdyd*  sa 

-jr-djrdz,  on  en  conclura  que  les  forces  A  et  À*  sont  ainsi  exprimées, 
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et  comme  ces  intégrales  sont  prises  de  part  et  d'autre  entre  les  mêmes 
limites,  il  s'ensuit  qu'on  a  ^ 

A:A'::V^V> 

c'est-à-dire  que  les  attractions  A  et  À',  dans  le  sens  des  demi-axes  a  et  a' 
sont  entre  elles  comme  les  produits  €y9  C'y'  des  deux  autres  demi-axes. 
On  aurait  donc  semblablement 

■     C  :  C  ::  *É  :  *'£'.    .. 

Ainsi  étant  proposé  de  déterminer  l'attraction  d'un  ellipsoïde  M  sur  un 
point  S  situé  hors  de  ce  solide,  on  imaginera  un  second  ellipsoïde  M',  dont 
la'surfacë~pafcse  pSifle  pôintf  donné  S,  et  dont  les  sections  principales  soient 
situées  dans  les  mêmes  plans  et  décrites  des  mêmes  foyers  que  les  sections 
correspondantes  de  l'ellipsoïde  donné;  conditions  qui  suffisent  pour  déter- 
miner entièrement  la  grandeur  et  la  position  des  axes  fit',  £',  y'  du  second 
ellipsoïde;  on  prendra  .ensuite  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  donné  M  un 
point  S',  de  manière  que  chaque  coordonnée  du  point  S'  soit  à  la  coordonnée 
correspondante  du  point  S,  dans  le  même  rapport  que  les  demi-axes  des 
ellipsoïdes  M  et  M',  situés  dans  la  direction  de  ces  coordonnées/  Cela  posé, 
si  on  désigne  par  A',  B',  G'  les  trois  forces  parallèles  aux  axes  des  coor- 
données qui  résultent  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  M'  sur  le  point  intérieur 
S',  et  par  A,  B,  G  les  forces  exercées  semblablement  par  l'ellipsoïde  M  sur  le 
point  extérieur  S,  on  aura,  d'après  ce  que  nous  ayons  démontré, 

A=£,A',    B=^B',     C^C. 

On  voit  donc  que  le  second  cas  du  problème  général,  regardé  jusqu'à  pré- 
sent comme  sujet  à  de  grandes  difficultés ,  se  ramène  immédiatement  au  pre- 
mier cas,  où  il  s'agit  de  déterminer  l'attraction  d'un  ellipsoïde  donné  sur 
un  point  intérieur  quelconque  :  or  on  sait  que  ce  pretnier  cas  a  été  résolu 
il  y  a  long-temps  avec  beaucoup  de  simplicité  et  d'élégance,  et  il  ne  nous 
reste  qu'à  exposer  cette  solution  pour  compléter  entièrement  la  théorie  de 
l'attraction  des  ellipsoïdes  Homogènes. 
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Solution  du  cas  où  le  point  attira  est  situé  dans  t  intérieur  de  F  ellipsoïde 

ou  à  sa  surface.  } 

586.  Soit  toujours  M  l'ellipsoïde  donné,  dont  la  surface  a  pour  équation 

et  soit  S  lé  point  attiré,  dont  les  coordonnées  sont  f,  g>  A;  ce  point  est 
maintenant  situé  dans  l'intérieur  de  l'ellipsoïde,  de  sorte  qu'on  a 

Soit  dWL  une  molécule  quelconque  du  corps  attirant,  le  lieu  de  cette  molé- 
cule sera  déterminé  en  général  par  les  trois  coordonnées  rectangles  x9  y, 
z,  prises  dans  le  sens  des  demi-axes  a,  €,  y;  mais  il  convient  d'exprimer 
ces  coordonnées  par  d'autres  variables. 

Soit  R  la  distance  de  la  molécule  au  point  S;  soit  p  l'angle  que  fait  la 
droite  R  avec  la  parallèle  à  l'axe  des  *,  menée  parle  point  S;  soit  enfin  q 
l'angle  que  fait  le  plan  de  ces  deux  droites  avec  le  plan  des  x,y.  Si  l'ori- 
gine des  coordonnées  était  au  point  S,  le  lieu  de  la  molécule  dM  serait 
déterminé  par  les  valeurs  x  ==  R  cos/? ,  y  5=  R  sin/?  cos  q ,  z = R  sin/>  sin  q  ; 
mais  comme  on  doit  supposer  que  l'origine  des  coordonnées  est  placée  au 
centre  de  l'ellipsoïde,  on  aura 

x=f-j~Rcosp> 

y  =g  -h  R  &inp  cosq\ 

z  ==  h  -f-  R  sin/?  sin  q. 

Concevons  maintenant  que  la  molécule  dM  prenne  la  forme  d'un  parallé- 
lépipède rectangle  dont  les  côtés  relatifs  aux  variations  des  quantités  R, 
p}  q,  sont  <ZR,  Rdp,  Rdq  sin/?;  puisqu'on  suppose  la  densité  s  1,  pu 
pourra  faire  dM  =  R*dRdpdq  sin/?.  Donc,  l'attraction  de  la  molécule  dM. 
sur  le  point  S  sera  exprimée  par  dRdpdq  sinp  ;  et  les  trois  forces  qui  en 
résultent,  suivant  les  axes  des  x9  des  y  et  des  z r seront  respectivement 
dRdpdq  sin/?  cos/?,  dRdpdq  sin,4/?  cos  q,  dRdpdq  sin*/?  sin  y;  si  donc  on  dé- 
signe, comme  ci-dessus ,  par  À,  B,  C,  les  attractions  totales  parallèlement  à 

ces  axes,  on  aura  .    ■     ^ 

Â  z=zJffdRdpd<jf  sin  p  cos/?, 

JP  s=z/)JHRdpdq  sin*/?  cos  y, 

C  r=ifffdRdpdq  sin*/?  sin  q, 
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ces  intégrales  étant  étendues  à  toutes  les  molécules  du  corps  attirant 
5»^:  Cônâdéitoto  d'iborit'lr  VAétt  Aë  A  ?  #  èir  effectué  ¥kitêfr*6m 
par  rapport  à  R,  et  qu'on  appëBè^  R*  et  H"  les  deux  valeurs  de  R  qui 
répondent  aux  deux  points  de  la  surface,  du  solide  1  situés  sur  la  droite  dé* 
terminée  par  les  deux  angles  p  et  q,  on  aura 

A  =  //(  R'  ^Kw}4f!dïwip  cosp. 

Dans  cette  formule,  R'dpdqswp  oosp  représente  l'attraction  dans  Le  sens 
des  x,  de  la  pyramide  infiniment  aiguë  qui  a  pour  longueur  Kf  et  pour 
base,  perpendiculaire  à  R7,  l'élément  R'%i/^sin/?;demêmeRV/K^sin/?cosp 
représente  l'attraction  dans  le  sfcnrdd»  *,  4e  k  pyramide  opposée  à  la  pré- 
cédente. Ces  deux  pyramides,  terminées  l'une  et  l'autre  à  la  surface  du 
solide,  attirent' évidemment  le  point  S  eh  aensr  contraires;  ainsi  nous  avons 
du  prendre  là  différence  des  deux  forces  qu'elles  exercent  sur  ce  point. 

Maintenant,  si  dans  l'équation  de  k  surface  j;+jj;+  —  =  i^on  substi- 
tue pour  jc,jr,  *,  kwte  valeur» en  fonctoOM^R^p,  ff  en  aura  Inéquation 

dans  laquelle  cm  a;  fait*,  pou»  ahtégér, 

cTsscos^jp  +  xsin*^  cos* q  +  ~ sin*/>  sin*?, 

et*  *• 

6  =fcosp-{-çig&inp  co$<7  +  ~  A  sïn/?  sinç> 

Les  deux  valeurs  de  R  que  donne  cette  équation  ont  été  désignées  par  R 
et  —  R";  on  auradénv 

R  — 7 :« 

d'où,  résulte  Rf  ^fl^c^^^Sufcstittu^  cette  valeur  dt|**  topm^  de 
A,  et  frisant  abatractSbn  dtt  rfgn?  dtat  toute  FfcxprefeicJ*  est  jflfetfé*,  0a 


aura 


A~/£ï^^°W 


intégrale  qui  doit  être  prise  depuis  /frtbc  o  jtfacfu3»  />  =  *■,  et  depuis  7=0 


jusqu  a  qz=z7T. 
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A>>#yy^^  y^y  r  î 


or,  j'observe  que  lo»^^r^eviei|f  w\rrr£,  cP  «este  le  piéme,  mai»  qu'alors 
sin§/>  cos/>  change  de  signe.  Donc,  puisque  les  intégrales  doivent  être  prises 
depuis  y?  =»p  tjoqqnfè  jrai  v ,.  lés  ^MsâmèSèvs»)  parties  de  (te  (pkur  4e  *A 
*e  *rédmfasntià  aéro  y  tel}  «mra^mplemeil t 

•■■■  ••   A*?3/i/j/  ■  i-    >  J  A   '  t    -,  ^  ;■']     ;  .  '  •   • 

^       C08a/>  +  g;  8in  ,  f>  COS*  0  .+■  -^SIET  f>  Sin*  jr 

Par  des  considérations  semblables  on  trouverait  que  les  valeurs  des  forces 
B  et  C  s'expriment  a^si  : . ^ .-  ,   ^  ,,Vo  v~^  +  \ 
^        a*V  /*/*  cÇprfff  sin3  ©  cos*  a 

cos*p  +  g;  sîn1 />  cosa  q  +  -=  sîna  />  sma  y 


•».»*.    •  :  .  •      ,'  ••   r.: 

r*3  »»    ci»»*  ^ 


l~,  __  2«i*A  /*  /• û^pcfty  sin3  p  sin*  y ' 

'  *         iicos*/*  +  j-  sinB/>  cb^ j^rh  -5  sin*/>  sîn*  # 

689.  Maintenant,  sans  effectuer  les  deux  intégration  par.,ragj>Qrt Ji  />  çt 
à  9 ,  on  voit  qu'en  faisant  A  =  a/X. ,  la  quantité  X  ne  dépendra  que  des 

rapports  3;,  —.Donc  "le  point~S  sera  attire  également  "dans1  le  sens  des  x , 

par  tous  les  ellipsoïdes  semblables  et  situés  semblabkment,  qui  enveloppent 
feipont-6.  iloça  flpnude  œé^dejl^Ur^ûqiijdftrt^  U<m\^4^[f^t^)\W- 
traction  dans' Je  taene  ideso^  42oè  liljfuiti  quv^fl|]&ie^SieUîpBoSdqsiéxcDceisont 
la  même  attraction  absolue  sur  le  point  S  situé  tria  lu*  Icunatérieur.  >! 

Ce  résultat  nej>eut  avoir  «Lieu ,  à  moins  que  fa^co^c^e  solide  comprise 
entre  deux  quéltanquità4}ésJèiip5B^^  point  S,  n'exerce 

gWfUfe  aptUactiop.wr.ce  p<^t.;Et0<<#g^^ 
une  iroiuiUW*i9P.tfQ^  ^^cçs^^ç/ça^.wîîfe. 

690.  La  valeur  A  =  a/X,  où  X  ne  dépend  gue  4*9  fàm:  guantifcés 
«,-,  prouve  encore  que  tous  Jte^points  situés  daiV5\i/totmên*e  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe  "des  x ,  sont  également  attirés  ptir  l'ellipsoïde  dans  le  sens 
de  est  axe,  et  qu'en  général  Fattraotion  parallèle  à -un  axe,  pour  un  point 

69- 
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quelconque,  est  proportionnelle  à  la  coordonnée  de  ice  potnjt  parallèle  au 
même  axe.  .    .   , 

Soient  donc  A,,  BI?  Grfcà  attractions  exercées  par  l'ellipsoïde  M  sur  les 
points  situés  aux  extrémité*  de^s  de*ni-axes  a,  S,  y\  les  attractions  exer- 
cées dans  le  sens  des  mêmes  bxas  furie  point  S,  auront  pour  valeurs    . 

Toutes  ces  propriétés  ont  été  démontrées,  il  y  a  long-temps ,  cparMaclau- 
rin;  mais  on  voit  qu'elles  se  déduisent t  très  simplement  de  nos  formules  avant 
même  d'avoir  effectué  les  intégration s: 

59 t.  Revenons  i  Fexpressioa  dé  A.  trouvée  dansU'àrfc*  588 ,  et  proposons- 
nous  d'abord  d'intégrer  la  différentielle 

cos*/>  +gîSÎ»*pco^y  +  —  ein^?sin*7 

depuis  q  =  o  jusqu'à  q  =  tf.  On  sait  que  dans  ces  limites  on  a  la  formule 

/— ; — «      r    »  '  »     =  "—S  ainsi  nous  aurons,  pour  l'intégrale  dont  il  s'agit, 
m%  cos*  y  +  »*  8in*  £         mn7^  7  r  ^  ^>    ' 


V/(cosV+  ?  sin*  p)  .  V/(«o»V  +  ^  «i«V) 


y 

et  la  valeur  de  A  deviendra 

A=  *f*  Ç      ■  fp**f«*F 


f  V^cos'p-f  JiSinV)- 


l/(co<p+^ain» 


Cette  dernière  intégrale  doit  être  prise  depuis/?  =  0  jusqu'à  p  =  ir9  ce  qui 
revient  à  la  prendre  depuis  p  sk  o  jusqu'à  p  =  &5T  t  et  à  doubler  le  résultat. 
Soit  donc  cos/?»*,  et  on  aura  \  .  • 

noi/velle  intégrale  qui  doit  être  prisé  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  1.  Si  dans 
cette  expression  on  introduit  la  masse  M  de  l'ellipsoïde  à  la  place  de  son 
volume  $7r*€y,  on  aura 

A  =  3M/r  afrfic        

11  est  clair  qu'on  déduira  de  cette  expression  les  valeurs  des  forces  B  et  C 
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par  une  ample  permutation  de  lettres  ;  on  aura  ainsi 
B  __  3Mg  r  *dx 

**  y  J  \/<y  +  **  — x.^-i/^H-^-y***)* 

J'observerai  cependant  que  si  on  eût  calculé  directement  les  valeurs  de  B  et 
G  par  les  formules  de  l'art.  588 ,  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  q,  on 
aurait  trouvé  ces  valeurs  sous  la  forme  suivante  : 


~~*{y*—C)\     l    J     w+ëm*.*)   J9 
c_       3MA      /      C   .  pfccW  +  C»  —  **)\. 

mais  d'ailleurs  il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  diverses  formules ,  où  les  in- 
tégrales doivent  toujours  être  prises  depuis  #  =  0  jusqu'à  *  =  1,  s'accor- 
dent parfaitement  entre  elles. 

593.  Le  problème  étant  ainsi  réduit  aux  quadratures ,  on  achèvera  la  so- 
lution dans  les  différons  cas  par  les  méthodes  d'approximation  connues. 

Si  l'ellipsoïde  est  peu  différent  d'une  sphère,  en  sorte  que  les  quantités 
*•  —  b%  et*  —  y*  soient  très  petites  par  rapport  à  **,  on  fera       %     =ft, 

«•  —  y* 

— ~-  =  r  ,  et  on  aura 

A TTJ  1/(1  —  ***) .  I/O  —  '**)' 

expression  qu'il  est  facile  de  développer  en  suite  convergente. 
Pour  cela ,  soit 

(1  —  fia*)-*(i  —  pa*)~i=i  +  Vx*+V'x*  +  V''tx$  +  etc., 
on  aura 

Effectuant  l'intégration  entre  les  limites  a?  =  o,  x=  1,  il  viendra 

A  =  ^(î+f  F  +  fF*  +  fP*  +  etc.) 
Quant  aux  valeurs  des  ooefficiens  P*,  P",  etc.  elles  sont  : 
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etc. 

La  loi  de  ces  expressions  éét  ftcîfe  £  dàistr;  et  on  voit  que  si  pet  v  «ont, 
comme  on  le  suppose,  des -quantités  très  .petites,  la  <-sui te  qui  donne  la  râ- 
leur de  À  sera  ^rës  convergente.  Dés  suites  stfmbUbioe  «xpriûieront  les  at- 
tractions B  et  C  dans  4e -sens  des  deux  autres  axes, 

593.  Si  rontae  ventipas  âvGfrTCfcottïfestfK  Àéffe&,  nu  sî4es  excentricités 
des  sections  principales  de  l'ellipsoïde  sont  trop  grandes  pour  que  les  séries 
soient  convëtgètitik ,  àlbts'il  cfottviettart*  dNftprimer  te  atttaètiomJA. ,$,*€, 
au  moyen  dësfondttans  elliptiques. 

Pour  cet  effet,  il  faut  établir  un  ordre  de  grtftdear'éntteles'âemi^axes 
*?'£>  ^Sfcpposras  <qme  cet  tordre  eActy  C,  9*,<6ns*vte  tjd'on  ait  a  <C 
et  €  <<'><}  *oteyteioèaaéfm)Èce&  •H-*«*-Bt=  »  m*  *t  y*  — »*m  ce  'n%  On  a*ra 
d'abord 

A 3^/r ***** 

Soit  x  as  -  tang  0  et  c*  s  1  —  ^-,  on  aura  la  transformée 

intégrale  qui  devra  être  prise  depuis  $  s  o  jusqu'à  la  Valeur  de<p  pour  la- 
quelle on  a  tang  <p  =  -,  sin  <p  3=  - ,  cos  <p  =  -. 
De  inéme,  pùisqiPon'a     »  ' 

n  —  SMgf x*<fe 

si  Ton  fiait  a^:=:,  v,~  J.^^n'tfT»  on  aura'*a  tauwformée 
intégrale  qui  doit  totejètaw'êtré  ffrue  entlte4e»iYiièira4imfas. 


œCTIQtfKL  5$i 

Enûn,  si  dans  la  formule 

on  fait  «  =s  - — r  ,  on  aura 

intégrale  qui  doit  encore  être  prise  entre  les  mimes  limites  que  les  précé- 
dentes. 

594*  De  là  on  voit  que  si  on  fait  A  as  |/(i  —  c*sinA^),  et  qu'on  prenne 
les  trois  iq^pak^  suivtfttç*,  depuis,?  ^r,q  J^q^àunp.  valeur  de  <p  <  \v , 

telle  que  tang^p^  5,  siafs^cos,?:^, 

X=s/^yy>  Y=r/^y^,  ««yasûp, 

les  trois  forces  A ,  B^  Oseront  ainsi  exprimée** 

À=^X,    B^=r^Y,    C'^2»fc 

ta»  intégrales  ^Y^Z^  rapportent  iwu^iatemept  au*  fbn£t*oi#  ellip- 
tiques , .  et  4'aprè?  ka  formules  donnée*  art,  207 ,  on  trouve 

X=  1  [Atapg(P~E(c,(p)],. 

formutai  où  U  fewd^a  ôttb^iior,JU»AiW  dft^pour  j^po0e  gn  a  sin  <p  ^  -, 

y 

cos<p  =  ~f  A=  -. 

Nous  avons  donné  des  m^tiûdq*  pggrjfrfllllic*  avec  toute  la  précision 
nécessaire ,  les  fonctions  E  et  F,  quels  qnft  jsoient  le  module  c  et  l'ampli- 
tude (p  j  ainsi  nous  n'a*ttts<  rient  4  ajmitfr^ar  4»  détermination  absolue  des 
quantités  À,  B,  C. 

5g$.  Mais  comme  les  deux  fonctions  E  et  F  suffisent  pour  exprimer  les 
t*oi$i<p*ufliihb  %r  Y .y?*.+  *ft  v#it  cpiiîl  tt&  psm«t>l^  tf^ipwiwr  cç$  dejix 
tfapaoaftdante* ,  et qtfp*<oUien<ira  fat  *e  ftt>J*»  w« céqwtiw  alg&riqjje 
entre  X,  Y,  Zj  cette icquata»  e* 
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On  a  donc  aussi  entre  les -forces  A,  B,  C,  cette  équation  algébrique 

A    t    B    .    G        3  M       j 

•  f  +  ï+h^Si*****     " 

équation  qui  ne  parait  pas  avoir  été  remarquée  jusqu'à  présent,  et  qui  doit 
être  regardée  comme  un  théorème ,  nouveau.  \  ' 

Au  surplus ,  ce  théorème  se  déduirait  immédiatement  des  expressions  en 
doubles  intégrales  de  l'£rt.  508.,^  lesquelles  donnent 

7  +  r  ■•*?  t  =5ïL  iffûpà'l  sinP  ?=  »/*&*  *)**  p  =  4?r. 
Qn  pçut  encore  déduire  des. formules  de  Fart.  5g4  cette  équation    _•  ^ 

::      r^::\\,    ^»X  -fr  &Y  +  >*2  »  »*F  fotf)y      _.:.;. 

d'où  résulte 

équation  digne  de  remarqué,  parce  queyla  {bnctioii  F  est  la  plus  simple  des 
fonctions  elliptiques.  t 

5<)6.  Lés  formules  de  l'attraction  se  simplifient  beaucoup  lorsque  l'ellip- 
soïde a  deux  aies  égaux  ,  ou  lorsqu'il  devient  un  solide  de  révolution ,  ce 
qui  offre  deux  cas  à  distinguer. 

Premier  cas.  S'il  s'agit  d'un  sphéroïde  aplati,  on  aura  G  =  >*  m  = 
n  =  l/(6* — **) >  c  =  o ,  A,  sa  i ,  et  les  formules  de  l'art.  594  deviendront 

Xçsy^(4ap^:fis|ai^4f-^VK 

Y  =6a  Z  sszfity  sin* <p  sa  $  (^~- »în  p  cbs  p); 

donc  en  faisant  0  ===fl,  ô  étant  le  plus  petit  arc  qui  satisfait  à  l'équation 

tangô=-,  on  aura 

À^^ttog^-^ 

B  =  ^(fl-sinO  cos ô), 


C=^Ç(fl  — sinôcosfl). 


Dans  ce  cas  on  peut»  sans  rien  diminuer  de  la  généralité  de  la  solution, 
faire  Jiso,  et  par  conséquent  C=  o,  car  on  peut  prendra  pour  pkn 
des  x  et  /  le  méridien  qui  passe  par  le  point  attiré.  ■- 
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Second  cas.  S'il  s'agit  du  sphéroïde  alongé  ,  on  aura  €  es  a  ,  e  =  i , 
Ascos?,  ce  qui  donne  T. 

J        COS*?      *  ~~V        COS0 

effectuant  les  intégrations  depuis  fso,  jusqu'à  $  =r  8 ,  et  supposant  tou- 
jours tang  0  ss  -,  on  aura  % 

.'      3M//tin6        .      i  + iin  ON     . 

Substituant  les  valeurs  connues  de  sin8et  eos8,  et  supposant  £  =  0,  ou 
B  =  o,  ce  qui  ne  diminue  eh  rien  la  généralité  de  la  solution,  on  aura 

C  =  ^(logI±-»-=), 

formules  où  Ton  a  n=s  ^{y%  —  *•). 

Remarque.  Dans  ces  deux  cas  où  l'expression  des  forces  est  donnée  par 
les  fonctions  circulaires  et  logarithmiques,  les  formules  qui  contiennent 
cette  expression  sont  sujettes  à  un  inconvénient  assez  grand;  c'est* que  si 
le  sphéroïde  était  très  peu  différent  d'une  sphère,  auquel  cas  n9  serait  une 
quantité  très  petite  par  rapport  à  63,  il  faudrait  calculer  avec  une  extrême 
précision  les  numérateurs  des  fractions  qui  ont  n9  pour  dénominateurs, 
afin  d'en  déduire  des  valeurs  suffisamment  exactes  des  forces  À,  B,  C.  Ce 
même  inconvénient  se  fait  remarquer  dans  les  formules  du  n°  594 ,  expri- 
mées par  les  fonctions  elliptiques;  mais  on  voit  qu'on  ne  peut  pas  en  faire 
une  objection  contre  ces  dernières  expressions,  et  que  c'est  la  nature  des 
choses  qui  comporte  cette  complication  apparente,  dans  un  cas  qui  au  sur- 
plus se  résoud  facilement  par  le  développement  en  séries. 

Solution  du  cas  où  le  point  attiré  est  situé  hors  de  F  ellipsoïde. 

597.  Lorsque  le  point  attiré  S  est  situé  hors  de  l'ellipsoïde,  ses  trois  coor- 
données fj  g y  h9  prises  dans  le  sens  des  demi-axes  a,  €}  y<  doivent  satis- 
faire à  la  condition" 
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£*-!-£  4-  —  >  i. 

Cela  posé,  il  faut  d'abord,  suivant  la  théorie  précédente,  déterminer  la 
quantité  £  d'après  l'équation 

Connaissant  la  valeur  réelle  et  positive- de  £,.op  aura  les  demi-axes  «',  £', 
y't  du  secoud  ellipsoïde.  M'  par  les  équations 

*'•  =  *•  +  £,     £'•«£  +  £,     >"=:>•  +  £; 

et  l'ellipsoïde  M'  passera  par  le  point  donné:  S.  On  déterminera  ensuite,  sur 
la  surface  de  l'ellipsoïde  donaé  Mr  un  point  S'  correspondant  au  point  S,  de 
sorte  que  ses  coordonnées  soient 

/W/,  *=?*>  *=?*• 

Soient  maintenant  A',  B',  G  tes  trois  force»,  parallèles  aux  demi  -  axes 
a',  Çfy  y',  qui  résultent  de  l'attraation  de  l'eUipsoïde  M'  sur  le  point  inté- 
rieur S'.  Ce*  forces  étant  trouvées  par  les  formules  du  premier  cas,  on  en 
déduira  les  forces  A,  B,  C,  qu'exerce  ^ellipsoïde  ML  atur  le  poiat  extérieur  S, 
lesquelles  seront  ainsi  exprimées  : 

?>*A>  77    >    ua=2f?^- 

Or,  on  a  par  les  formules  du.  n°  5gi,y 

A/  _  ZWf  f  x*dx 

r'  —  3M'y  /! »*<*» 

donc  en  Taisant  les  substitutions,  et  observant  qu'on  a  T[==~3Z  >  €">~"~*/*:=: 

5' — **,  >''  —  «'*  ss  >*  — «%  on  trouve  pour  le»  force»  cherchées  A ,  fc, 
C,  ces  expressions 

""  -'  J  vi:-'±+(c-«4)*»].i/c*'*+(r,--ï)*»r 

» «^ ; 


8=^  *** 

i — ~Jv 
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de»  lesquelles  le*  intégiatea  doivent  «wjonra  être  priMs  depuis  *  *±  o  jus- 
qu'à X  sa  i. 

Ce»  intégrale*  pourront  être  réduites  en  séries  ,  comme  «tant  l'art.  %j  , 
et  les  série»  seront  d'autant  plus  convergentes,  que  les  quantité»  af,  £',  y, 
qtri  dépendent  de  la  distance  du  point  attiré»  seront  phts  grande». 

5^9.  Le»  même»  intégrales  peutent  aussi  être  exprimées  en  fonctions  el- 
liptiques t  pour  eeh ,  on  «opposera,  comme  ci-dessus  ,*<€et€<>,  ce 
qui  donnera  pareillement  *'  <  #  et  €'  <  >';  pui»  faisant  de  même  fr— *• 

^jn 

-nj^^^-n1,  i  — '-x  =  0% et  déterminant  l'amplitude  ?  à  sa  der- 
nière limite  par  les  tuteurs  taftg >is=  J ,  «in  f  ne  J,  oos^**  J  ,  on  aura 
d'abord 

ensuite 

X'  =  ~[AUug*  — E(c,*)]f 

r-£[B<.,f>-£AF=*].^F(.,,), 

2'=i[F'(c,  ^)-E(c,(p)]. 

•  5ûq.  H  est  très  remarquable  que  les  forces  À,  B,  C  sont  exprimées  abso- 
lument de  la  même  manière  en  fonctions  elliptique» ,  soit  que  le  point  attiré  S 
soit  situé  au  dedans  de  l'ellipsoïde,  ou  qu'il  soit  situé  au  dehors.  La  seufe 
différence  des  résultats  est  dans  la  valeur  àû  f ,  4m  mesure  l'amplitude  des 
fonctions  elliptiques;  lorsque  le  point  S  est  situé  au  dedans  de  l'ellipsoïde 

ou  sur  sa  surface,  on  a  tang0  =  -;  lorsqu'il  ?st  situé  au  dehors,  on  a 

tang  ^  s=5  * ,  <tf  étant  une  quantité  qu'on  peut  déduire  immédiatement  de 
l'équation 

Le  second  cas,  considéré  analytiquement,.  est  même  plus  simple  que  le 
premier,  parce  que  la  valeur  de  ?  est  pins  petite,  et  qu'ainsi  les  approxi- 
mations sont  plus  facile»  a  obtenir.  On  a  d'ailleurs,  connut  dan»  l'att.  5g5, 

les  deux  équations 

A       B       C        3M        /      «Cy 

70.  . 
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Enfin  on  doit  observer  que  les  quantités  X',  Y',  Z',  par  lesquelles  s'expri- 
ment les  forces  À^BrCy  jae-dépende»t  que  des  deux  seules  drapées  c  et  p, 
tandis  que  la  question  offre  en  général  six  élémens,  savoir:  les  demi-axes 
de  l'ellipsoïde  a,  £,  y,  et  les  coordonnées/,  g}  h  du  point  attiré;  on  pour- 
rait donc  déduire  de  là  un  grand  nombre  de  théorèmes  au  moyen  desquels 
l'attraction  d'un  ellipsoïde  donné  servirait  &  déterminer  celle  d'une  infinité 
d'autres  ellipsoïdes;  nouvelle  preuve  de  Pavaptage  que  présentent  toujours 
les  fonctions  elliptiques  dans  leurs  applications,  en  exprimant  les  résultats 
sous  la  forme  la  plus  simple  dont  ils  sont  susceptibles. 

600.  Les  formules  générales  se  simplifient,  lorsque  l'ellipsoïde  devient  un 
solide  de  révolution,  ce  qui  offre  deux  cas  à  distinguer. 

Premier  cas.  Si  le  sphéroïde  est  aplati ,  on  aura  6  s  y,  6*  —  *•  =/»■, 
*=m,  c  =  o;  et  comme  on  peut  prendre  pour  plan  des  x  ely  celui  qui 
passe  par  le  point  S,  on  aura  A=  o,  de  sorte  que  l'équation  qui  détermine 
a'  sera 

£+_£_  =  , 

m*        *    -f-71  7 

d'où  l'on  tire  *      r 

Cela  posé,  ayant  déterminé  l'arc  fi  par  la  valeur  taugfi  =  ^,  les  deux  force* 

A  et  B  auxquelles  se  réduit  l'attraction  du  sphéroïde  sur  le  point  S,  seront 
ainsi  exprimées  : 

A=^(tangfl_0), 

B  =  ^f(ô  —  sinflcosfl). 

Second  cas.  Si  le  sphéroïde  est  alongé,  on  aura  £=*,  ji=o,  y% — «•=/!*, 
c=i ,  et  comme  on  peut  prendre  pour  plan  des  x  et  z,  celui  qui  passe  par 
le  point  attiré  S,  on  pourra  faire  g  =3 o,  ce  qui  donnera 

Connaissant  a'  et  ensuite  6  par  l'équation  tangfl  =  ",  les  deux  forces  A  et 
C,  auxquelles  se  réduit  l'attraction  du  sphéroïde,  seront  ainsi  exprimée*: 
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SECTION  IV. 

*    D*  V orbite  décrite  en  vertu  dune  force  centrale  donnée. 

60 1.  JMous  supposerons,  comme  on  le  fait  ordinairement,  que  la  force  cen- 
trale est  fonction  de  la  distance  seulement,  et  ne  dépend  point  de  l'angle 
que  fait  le  rayon  vecteur  avec  une  ligne  file  menée  par  le  centré.  Cela 
poaé,  nous  oous  proposons  d'examiner  un, grand  nombre  de  cas  dans  lesquels 
on  peut  déterminer  exactement  le  mouvement  d'un  corps  qui  a  reçu  nne 
vitesse  initiale  dans  une  direction  quelconque  et  qui  est  soumis  à  l'action 
d'une  force  centrale  donnée;  mais  nous  nous  attacherons  surtout  aux  cas 
où  le  rayon  vecteur  ne  peut  devenir  ni  nul  ni  infini.  Alors  le  corps  circule 
dans  une  orbite  qui.  est  toujours  renfermée  entre  deux  circonférences  dé- 
crites autour  du  centre  des  forces,  de  manière  qu'elle  touche  alternative- 
ment l'une  et  l'autre,  et  la  question  se  réduit  à  déterminer  le  mouvement  du 
corps  dans  le  passage  d'une  circonférence  à  l'autre;  ou,  ce  qui  rçviftnt  au 
même,  d'une  apside  à  l'apside  suivante;  car  ce  mouvement  étaqt  connu,  le 
secteur  parcouru  par  le  rayon  vecteur,  se  répète  à  l'infini,  dans  des  1  posi- 
tions alternatives;  et  on  peut  au  bout  d'un  temps  quelconque  assigner  la 
position  du  corps.  *'  ' 

On  verra  que  les  fonctions  elliptiques  permettent  de  donner  la. solution 
exacte  du  problème  dans  un  grand  nombre.  4e  cas  qui  auraient  inaccessible* 
aux  méthodes  ordinaires;  quant  à  ceux  qui  ne  peuvent  se  résoudre  que  par 
les  quadratures,  nous  ferons  vok*  par  un  exemple,  que  la  méthode  des  or- 
données  moyennes  s'y  applique  avec  beaucoup  d'avantage  et  pe  laisse  rien  à 
désirer  pour  l'exafctityde  de  la  solution.        _  .  ;M     ^ 

Ce  problème  est  sans  doute  un  des  plus  simples  qu'offre  la  Mécanique 
appliquée  au  mouvement  des  corps  célestes;  mais  la  solution  générale  que 
nous  en  donnons  est  un  premier  pas  qui  permet  d'espérer  que  d'autres  cas 
moins  simples  et  plus  conformes  à  l'état  réel  de*  cfopses*,  pourront  être 
résolus  par  des  méthodes' analogue  et  conduiront  à  des  conséquences  plus 
importantes  pour  le  véritable  système  du  monde. 
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Équations  du  mouvement* 

602.  Supposons  qu'à  l'origine  du  mouvement,  le  corps  soit  dans  Tune 
des  apsides  de  son  orbite,  en  sorte  quel*  vitesse  initiale  Y  soit  dirigée  per- 
pendiculairement au  rayon  vecteur  a;  soit  s>  la  vitesse  au  bout  du  temps  t, 
r  le  rayon  vecteur  et  <p  l'angle  que  fait  ce  rayon  avec  le  rayon  vecteur 
initial  a;  soit  enfin  R  k  force  qtri  agit  dans  le  sens  du  rayon  vecteur  pour 
rapprocher  le  corps  du  centre;  R  étant  une  fonction  donnée  de  r,  si  on 
prend  l'intégrale  f&dr,  de  manière  qu'elle  s'évanouisse  lorsque  raata,  on 
aura  d'abord  le  quarré  de  la  vitesse 

p*  =  V  —  2fRdr. 

Ensuite  l'équation  de  k  courbe  et  le  temps  enployé  à  parcourir  un  sec- 
teur quelconque,  se  trouveront  en  intégra»*  les  doux  équation*  différen- 
tielle* 

_  aVdr 


*Vw-?)^'. 
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où  Pou  doit  observer  que  l'ambiguïté  de  signe  qui  affecte  la  valeur  de  dp 
sera  déterminée  dans  les  différens  cas  particuliers,  de  manière  que  dp  soit 
toujours  positif,  ce  qui  exige  que  lé  signe  de  dr  soit  le  même  que  celui  de  la 

constante  —  — -  R°,  Ré  étant  la  valeur  de  R  lorsque  r  =  a* 

Nous  allons  maintenant  déterminer  l'orbite  dans  différentes  hypothèses 
aar  la  valeur  de  la  force  centrale  R. 

Exemple  I.  RarJ, 

6o3.  Alors  on  aura  fRdr  =  A  Q  — ■  -Y  et  éi  l'on  fait  y.ssm, l'équation 
différentielle  de  l'orbite  pourra  s'écrire  ainsi  : 


<*>: 


-2* 


Les  apsides  se  détermineront  en  égalant  à  zéro  la  quantité  sous  le  radical ,  ce 
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qui  donne  --*-w»±(i  — w),  savais,  r=  a  et  r= — ^— .  Ainsi  le  corps 
passe  de  l'apside  r=fl  à  Papside  r  =  — — —  ;  celle-ci  étant  l'apside  supé- 
rieure si  m  est  <  i  •  et  l'inférieure  dans  le  cas  contraire. 

Soit  en  général  -— m=(i— m)  cosfl,  on  aura  sans  ambiguïté  d<pzxu&, 

et  par  conséquent  <p  =2  0  -J-  copst.  Mais  à  l'origine  du  mouvement  6H  a 
(p  =  o  et  rz=z a -y  on  aura  donc  en  même  temps  ffr^ô'  et  ^  =  o,  ce  qui 
donne  en  général  9  =  <p.  Donc  Féquadon  finie  de  l'orbite  est  ' 


Cette  équation  appartient  en  général  à  une  section  conique  dont  le  centre 
des  forces  est  un  foyer  ;  elle  appartient  en  particulier  à  l'ellipse  si  l'on  a 

m  >  i  ou  Vâ  <  — ,  ir  fe  parabole  si  **2±=>£  et  à  Ifhypetbole  4  m, <  £  os 

i 

Si  lVm  a  mssrT  l'orbite  se»  iin  cercle;  en  effet,  dans  ce  cas  la  force 
centrifuge  initiale  —  est  égale  à  la  force  centrale  — ,  et  cette  égalité  continue 
d'avoir  lieu  à  l'infini. 

&>4-  Rmti  avoir  k  temps  du  nooturemcirt,  il  fiwU  intégrer  la  formule 

.  a     i*dp        a  Jlp  '    .  r  t: 

Dans  le  cas  de  l'orbite  elHp tique  où  aw-ri   est  positif,  soit  tang£$s= 
(a/n —  0"*angï4>  on  aura 

d'où  résulte  en  intégrant 

/==r(aia  — i  )~  *  ( m>|/  —  ( i  —  m  )  sin  «^  ) . 

Soit  f  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse,  g ;$on>  ezceotrické»  on  aura  jf= 
•(a  +  5^7)=s^7'  ^=s/-as=(-î^f5  d'aUleur8  "«^  ou 

v=v/(^);  donc 
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Pour  l'usage  de  cette  formule  on  se  rappellera  que  l'angle  4  se  déduit  de 
l'anomalie  ?  au  moyen  de  Péquation  tang£  4  =  (2,n  —  0*  tan8ïf  = 

Dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons,  les  deux  apsides  sont  fixées  inva- 
riablement aux  deux  extrémités  du  grand  axe;  appelons  tx  le  temps  néces- 
saire pour  passer  d'une  apside  à  la  suivante;  ce  temps  se  déduira  de  la 
formule  précédente  en  faisant  Çsst,  ce*jui  donne  4  =  *>  et  par  consé- 
quent 

Le  double  de  cette  quantité  sera  le  temps  d'une  révolution. 
"  6o5.  Considérons  maintenant  une  valeur  de  <p  aussi  grande  qu'on  voudra, 
on  pourra  toujours  supposer  <p  =  2wr  ±  <p\  n  étant  un  nombre  entier  et 
f  un  angle  plus  petit  que  i8o°j  cette  valeur  de  ?  déterminera  le  rayon 
vecteur  r  par  la  formule 

-=/n  +  (i  —  m)cos^'; 

Ensuite  pour  avoir  le  temps  correspondant  t ,  il  faudra  supposer  4  = 
in7rdz«\,fy  puis  déterminer  4'  Par  9'  comme  4  l'*8*  Par  Q>  ct  cm  aura 
t  _  2nt%  ±  ^  |>  plus  petit  que  tt  étant  déterminé  par  4'  au  taqyen  de  l'équa- 
tion 

^  =  J(4'-5sm+'). 

Par  une  opération  inverse  on  déterminerait  la  position  du  corps  au  bout 
d'un  temps  donné  quelconque  t  qu'il  faudrait  mettre  sous  la  forme  *= 
zntt  =b  if. 

Exemple  II.  R  =  Br. 

606.  Alors  on  aura  /Rir=£B(r>  —  a1),  et  l'équation  différentielle  de 
l'orbite  sera,  en  faisant  /n=  -^  : 


v/K-5)  (5--ÏÏ 
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On  voit  par  celte  équation  que  —  sera  toujours  comprise  entre  i  et  /nj  ainsi 

l'apside  première  r=a  sera  suivie  de  l'apside  r=  -j-,  celle-ci  de  l'apside 
r^sa,  et  ainsi  à  l'infini. 

Soit  —  =  cos*4  +  ms*nl4>  on  aura  8ans  ambiguïté  d$  =  d>\ > et ^e  ** 
<p  =  4>;  donc  l'équation  .finie  de  l'orbite  est 

a* 

—  =  coàa0  +  m  sin*  ç. 

Si  l'on  fait  rcosfsx,  rsin<p=yf  cette  équation  donnera  j,â=—(«*—^â) 5 
ainsi  l'orbite  est  une  ellipse  qui  a  pour  ceutre  le  centre  des  forces  et  dont 
les  demi-axes  sont  a  et  — — .  Dans  cette  orbite  les  apsides  seront  les  extré- 
mités des  deux  axes. 

L'ellipse  se  changera  en  cercle  si  on  a  /n=  i ,  ou  si  la  force  centrifuge  — 
est  égale  à  la  force  centrale  Ba. 

Exemple  III.  R  =  £  +  Br. 

607.  Alors  on  aura  /fUKrss  —  f  1  —  H+ïB^-  a1),  et  l'équation 

différentielle  de  l'orbite  sera 

^_  aVdr 


dQ=z 


v/cïc-^e-)-»  (-m 


o  •-  a       a  Bar 

Soitrss-,   —  =/w,    yr  =  /ï,  on  aura 


Supposons  d'abord  que  n  soit  positif,  c'est-à-dire  que  la  force  Br  soit  attrac- 
tive, alors  le  polynôme  «s+(i  —  2/n)z*—  na  —  n  aura  toujours  un  fac- 
teur réel  delà  forme  s— a,  et  on  pourra  supposer  ss+(i— •  am)z*— us— n 
=(z— *)P,  Pétant  un  polynôme  de  la  forme  (z ■+•£)  («  +  >)>  ou  de  la 
forme  z*  -f-  265  cos  A  ■+•  6%  lequel  sera  toujours  positif.  , 

Dans  le  passage  d'une  forme  à  l'autre  on  aura  £  =  >  ou  X==  oj  c'est  le 
cas  où  l'équation  s3  +  (  1  —  im)  z%  — -  m  — -  n  =  o  aurait  deux  racines  égales  ; 
alors  l'équation  de  l'orbite  serait 

T.  I.  71 


56a  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

,  ±.tdm 

*«(.+*)  ^ft,—  )(.— ))' 

équation  qui  peut  s'intégrer  par  des  arcs  de  oerole;  *bms  fes  moires  chb  in- 
tégrale dépendra  des  fonctions  elliptiques. 

Au  reste  les  caractères  distinctifs  de  ces  trois  cas  sont  faciles  à  assigner 
par  les  règles  connues  j  il  en  résulte  que  si  la  quantité  X=  m  (m -f-*)$—^ 
(m* —  iom—  3  +  2T%Y  est  négative,  le  polynôme  P  pera  de  la  /orme 
(*+ £)(**+>)*  6  et  y  étant  réels  et  positifs. 

Si  cette  quantité  est  nulle,  on  aura  £  =  y,  et  si  elle  est  positive  P  sera 
de  la  forme  z*  -+-  aCz  cos  A  ■+•  £*,  dont  les  deux  facteurs  sont  imaginaires. 

Prmrder  cas.  #ae (*•+•£) (*■+•>)• 
608    On  aura  alors 

ce  qui  fait  voir  que  la  valeur  de  z  sera  toujours  feomprise  entre  x  et  «t,  c'est- 
à-dire  que  les  apsides  de  l'orbite  répondront  toujours  aux  rayons  vecteurs 

r=0,  rs=-.  Soit  donc  zsscos^  +  asiiï*/*,  on  aura  san3  ambiguïté 

*  ^  ï/(C+cbsV-h*sinV)-  ^(y+c^+asm^* 

Pour  faire  disparaître  Fun  de  ces  deux  radicaux,  soit  tang/?=ibtaug4> 
k  étant  une  indéterminée,  on  aura  la  transformée 

où  l'on  a  fait  pour  abréger  : 

*'=('  +  £)(!+>), 

w* = cos*  4, + (Hpf)  **  siï»*4- 

«oh*^=»i±^,t)u  mira  M«=  i  «tRsiv/(l*-c'«B,4))'«n  <p«»Mit 

«t  plu»  petite  que  l'unité,  pourvu  que  y—  £  soit  de  même  signe  que  ï  —  «t, 
45e  qu'on  peut  toujours  supposer ,  -puisque  les  racines  4  «t  y  pey  veut 
échangées  entre  elles  à  volonté. 
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Cela  posé  si  on  fait  encore  *  =  *•*-  i  =;S;  et  €"±2(1 +€)(*+>), 

on  aura 

jm_*    T y<H  ., (r-f-y)rff "1 

"*  ~"  7  *  L       V{t  —«•«»•  +)  "**  (T -f  rùn'^).  V*(i  — 'c»"Ïb??5  J  ' 

ce  qui  donne  en  intégrant 

on  aura  de  plus  g=s co<  ,  t   ,  *     f  *  t    =  -,  ce  qui  achève  de  déterminer 

l'orbite,  puisque  r  et  q  s'expriment  en  fonrrtrony  d'enag  méme>ariable  >|/. 
609*  Appelons  <p,  la  valeur  de  (p  qui  répond  à  la  seconde  apside  où  l'on  a 

*+  =  \ 7f,  z  =  a,  r=-,  nous  aurons 

<pl=;2[(1+>)n»(,,c)->Pc]. 

Le  paramètre  p  est  positif  et  par  conséquent  de  l'espèce  circulaire,  lorsqpe 
a  <  1 ,  c'est-à-dire,  lorsque  la  seconde  apside  est  l'apside  supérieure.  On 
conçoit  que  le/  paramètre  devra  être  également  de  l'eapèce  circulaire ,  quand- 
même  on  aurait  *>  i ,  c'est-à-dire,  quand  même  la  seconde  apside  serait 
l'apside  inférieure;  car  il  importe  peu. que  l'origine  du  mouvement  soit  fixée 
à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  apsides.  En  effet,  si  on  a  a  >  i ,  le  paramètre  p 

sera  négatif,  mais  comme  on  aura  alors  1  +  p  =  Af  =  tf  ■  >  on  pourra 
foire  1+r^i1  sin*8,  et  on  aura  sin* 8  =  j^  =  j-^,  quantité' posi- 
tive et  plus  petite  que  l'unité;  donc  le  paramètre  p  sera  dans  ce  second 
cas  de  la  forme  —  i  ■+•  fr  an?  8,  et  se  rapportera  encore  à  l'espèce  circu- 
laire. 

6ia  Connaissant  le.  sectenc  de  l'orbite  que  parcourt  le  rajon  vecteur. 

depuis  la  première  apside  r=  a,  jusqu'à  la  seconde  r»  ->  on  peut  imagi- 
ner que  ce  secteur  tourne  autour  du  second  ray©*,-j,  jusqu'à  ce  qu'il  rentre 
dans  le  même  plan ,  on  aura  ainsi  le  second  secteur  décrit  depuis  la  seconde 
apside  r  =  -,  jusqu'à  la  tmiième  apside  qui  sera. de  même  nom  que  la 
première  r=a,  et  ainsi  à  l'infini.  Ces  propriétés  au  refile  sont  communes 
à  toutes  les  orbites  décrites  en  vertu  d'une  force  centrale  R  qui  n'est  fonc- 
tion que  de  la  distance  m  centre.  Il  faut  seulement  observer  que  l'angle  p l 

7! . . 
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du  secteur  dont  nous  parlons,  n'est  pas  .borné  à  une  limite  déterminée, 
mais  qu'il  peut  occuper  une  ou  plusieurs  circonférences;  on  verra  même 
un  cas  où  il  devient  infini,  ce  qui  veut  dire  que  le  corps  met  un  temps 
infini  à  parvenir  de  la  première  apside  à  la  seconde,  ou  en  d'autres  termes, 
que  le  mouvement  du  corps  tend  de  plus  en  plus  à  devenir  circulaire  et 
uniforme. 

Pour  avoir   l'expression   du  temps   dans  notre  exemple,  il  faut  re- 
prendre la  formule  dt s=  — ^r=  £  .  y,  d'où  résulte 

g?  *  i  —  yninS|/  *  t/(i  —  c*sinS|0" 
Soit  f1  =  — -yt,  on  aura  en  intégrant 

«=^[<i+»)n(»\cl4)-.F(«,4)]. 

Le  paramètre  *'  est  encore  de  l'espèce  circulaire  j  car  si  on  a  *>i,  la 
valeur  *'  =    (*LJ\  sera  positive,  et  si  on  a  a  <  i ,  on  pourra  faire  i  -|-  pr 

=  i*sinaft,  ce  qui  donnera  sin*/t  =  --^^-,  quantité  positive  et  plus  pe- 
tite que  l'unité. 

Appelons  tt  le  temps  employé  à  parvenir  de  la  première  apside  à  la 
seconde,  on  aura,  en  faisant  4  =  7^, 

'.=^[(>+>)n'(/^)-F'4 

Au  moyen  de  ces  formules  il  est  facile  de  déterminer  la  position  du  corps 
et  le  temps  du  mouvement  pour  une  valeur  quelconque  de  la  variable  4; 
car  en  donnant  à  cette  valeur  la  forme  4  =  wrdbs}/,  n  étant  un  nombre 
entier  et  4'  un  arc  <  \  <*,  on  aura  ^  =  %nQx  ±  ç',  et  t  =  a/tf ,  =b  **,  f' 
et  t'  étant  déterminés  par  4'  comme  le  sont  <p  et  *  par  4?  on  aura  en  même 

temps  le  rayon  vecteur  r  par  la  formule  r=  a ^c°a*  ,        *?*!;'■ 
*  J  r  cos*  4  +  **^  wn  V 

Ces  mêmes  formules  serviront  à  résoudre  le  problème  inverse,  c'est-à-dire 
à  trouver  le  lieu  du  corps  au  bout  d'un  temps  quelconque  t  =  intx  db  f. 

Second  cas.  P  ss  *•  -f-  afo  dos  A  -f-  € \ 
611.  On  aura  alors 


y[(,  _  ,)  (,_.)  (*  +  ac«  «»a  +  C*)J 
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Soit  toujours  z  =  cos*  p  •+•  a  sin*  p  ,  on  aura  sans  ambiguité 

^  rr"  V/(L  cos*p  +  aM  ces1/*  »în»/>  +  N  sin*/*)  ' 
en  faisant  pour  abréger 

L=i  +  2ÉcosA  +  C% 

M  =  ct  +(i+«)  CcosA-f-C*, 

Hs:«l+  aa£  cosA  +  £\ 

T  M^* 

Soit  tang/?  =  k  tang  £  4/,  ensuite  ¥  =  =  et  c*  =  y  —  — j-,  on  aura  la 


transformée 


Soit  p  =  (-— r-)  —  i00*1  ®  >  ou  tang  7  G  —  *  >  ce**e  formule  se  développera 


,    (i  — «)&  ctycos^/ 

et  son  intégrale  sera,  en  faisant  c  sin  4>  =  sin  Z; 

Soit  f ,  la  valeur  de  <p  qui  répond  à  la  seconde  apside ,  il  faudra  faire  pss^>re 
ou  ^  =3  9T,  ce  qui  donnera  Z=s  o  et 

*■  —  v/(Lf)  *  c*        57(LÔ  C  '  ^ 

612.  Pour  avoir  le  temps  il  faut  faire  les  mêmes  substitutions  dans  la  for- 
mule  <ft=£ .  -£,  ce  qui  donnera 

Développant  cette  expression  et  faisant  /  s  cot*  8'  et  tang  \  8*  =  k\Zet=z 
|/flt  tang \  8,  on  aura 

,         a     cotltangy/     ,     i  —  «  ,  I  t    i — a  t\  .  *ty       * 

ce  qui  donne  en  intégrant 
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Ces  formules  donneront,  comme  ci-dessus,  les  valeurs  de  $,  ret  *  qut ré- 
pondent à  une  valeur  quelconque  donoée  4e  4  >  ou  réciproquement  les 
valeurs  de  4> ,  <p  et  r  qui  répondent  à  une  valeur  donnée  de  I. 

Troisième  cas.  P  =  Çz  «+»  £)". 

ôiS.Puisqu'alars  le  polynôme *H-  (r—  2m)z*-- /10—  n=z(z — *)(z+6y% 
on  peut  regarder  les  trois  quantités  m,  ny  €P  comme  étant  détermmées'pflr 
la  quatrième  *,  aa  moyeu  des  valeurs 

_(i  —  «y  4*3         ^       a* 

Dans  ce  cas  on  a  directement 

soit  2  =  cos*p+  a  sin*p ,  on  aura  d'a&erd 

•^ aofo  (coa*/> «4-  «  rin*  p)  # 

^  ~  cos*p  +  «  smép  +C  > 

soitensmtetang4  =  (7qrgytang^,  et  *=  v/lC^O  ^3+a0'  °n 

dp  =  2#--^, 


aura 


donc  0  =  2/>  —  ^7. 

6i4«  Pour  avoir  l'expression  du  temps,,  on  fera  les  substitutions  néces- 
saires dans  la  formule  dt  =  «. .  -?,  ce  qui  donnera 

V    (cof j»-h*sia»jO  (eof^jH-MÎn»f +  Ov 
•oit  tang  q  =  1/*  lang^  9  on  aura  en  intégrant 

soit  !..  le  temps  employé  à  pWenir  de  l'apside  r  =p  0  à-  l'apside  suivant* 
/•=  -,  on  fera  4  =  »  **  >  P  —iWy  9  =  i^">  <*  qui  donner* 


BBCXION  W  ,56-j 

on  aura  en  même  temps 

soit  par  exempie  <x  =! ,  onaurà€ss£,  6  es  av/5,  <pg  s=  çrfi  —  77g)* 

On  voit  qu'en  donnant  à  l'angle  p  une  valeur  aussi  grande  qu'on  voudra, 
on  peut  déterminer  par  les  seuls  arcs  de  cercle  la  valeur  de  <p  et  le  temps 
t  ;  or  Fangle  <p  et  le  rayon  vecteur  déterminé  immédiatement  par  Van$ep, 
font  connaître  la  position  du  corps^  réciproqtieraeiit  le  temps  étant  connu, 
quelque  grand  qû*3  %oit ,  «t  représenté  par  ^mt  db  tf ,  tf  étatft~<  «,  ,~©n  «n 
déduira  la  valeur  de  p  et  la  position  du  corps; 

Exemple  IV.  R  =  £  —  Br. 

6i5.Si  l'on  fait  comme  dans  l'exemple  précédent  r=  -,  -rjs^YT-^ 

il  n'y  aura  que  le  signe  de  n  à  changer  dans  la  formule  de  cet  exemple  et 
on  aura 

Or  le  polynôme  P  présente  différens  cas^à  examiner  : 

i°.  Si  /n  est  <  7  ?  les  i&ctetuis  deiP  ne.  pourront  être  .que  de  l'une  des  deux 
formes  (z  +  a)  (2  +  Q)  (z  ■+•>)  "etx(z  +  *)  (&*"+■  2&s  cos  A  +  £*)•  Alors  la 
valeur  de  z,  qui  est  1  à  l'origine  du  mouvement  diminuera  de  plus  en  plus 
sans  autre  limite  que  zéro,  et  le  corps  s'éloigner^  à # infini  du  centre  des 
forces  ;  cas  dont  nous  faisons  ^abstraction. 

.  a9.  Si  m  est  >  £,  le  .polynôme  P  sera  de  l'une  des  formes 

(«— a)  (z—6)  (**+■>),  et  ,(*  +  >)  fc*— aaacosX+d'). 

Dans  Je  second  cas  Je  rarçps  .s'éloignerait  encore  à  l'infini  du  centre  des 
forces,  ainsi  il  ne  reste  à  considérer  que  le  cas  où  l'on  a 

<P==(z_a)  (*-£)(*  +  >), 
a,  ff ,  y  étant  des  nonibres  réels  et  poéitifs. 
616.  Ce  cas  se  subdivise*en  trois  autres. 
i*.Si  et  et  £  sont  tous  deux  plus  grands  que  l'unité ,  la  valeur  de  z  dimi- 
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nuera  depuis  i  jusqu'à  zçro ,  et  le  rayon  vecteur  r  augmentera  depuis  a  qui 

est  sa  valeur  initiale  jusqu'à  l'infini;  cas  dont  nous  faisons  abstraction. 

a#.  Si  on  a  a  >  i  et  £  <  i ,  la  valeur  de  z  ira  en   augmentant  depuis 

2=1  jusqu'à  z=et;  c'est-à-dire  que  le  mouvement  du  corps  aura  lieu  de 

l'apside  supérieure  à  l'apside  inférieure.  Soit  z  s=  cos*  4  H"  *  s"1*  4  >  on 

aura 

^ 2rf4-(co»'*+««Pa4) ' 

«V—  |/[(i— 9cos*4  +  («— Q8m•4'].V/[(I-»->)co8•+  +  (*  +  >)«n»4], 

formule  qui  s'intègre  comme  dans  l'exemple  précédent. 

3°.  Si  les  nombres  *,  £,  sont  tous  deux  plus  petits  que  l'unité,  z  ira  en 
diminuant  de  z=iàz  =  a,en  supposant  a  >  €  ;  il  reviendra  ensuite 
de  2  =  aà  3=  i ,  et  ainsi  alternativement.  Soit  alors  j5£=cos*4  +  a  ^n*4> 
et  on  aura  la  même  formule  que  dans  le  cas  précédent ,  avec  la  seule  diffé- 
rence que  le  mouvement  se  fera  de  l'apside  inférieure  à  l'apside  supérieure- 

617.  Enfin  il  y  a  un  cas  très  remarquable  qui  diffère  de  tous  les  autres  et 
qui  d'ailleurs  peut  être  résolu  exactement  par'  les  moyens  ordinaires  ;  c'est 
celui  011  l'on  aurait  a  =  £.  On  le  reconnaît  a  priori  par  la  condition  in  -f- 

a  ■+■  ioto  —  m?  ss  (m  +  4)*  •  Alors  on  aura 

jm —  *& 

*  — (*-- )t/[(i -*)(*  +  *)]' 

et  on  voit  que  les  valeurs  z  =  1 ,  «  =  a,  déterminent  les  apsides  de  l'or- 
bite. Soit  toujours  z  =  cos*  4  +  *  siQ*  4  >  on  aura 
*  a  (cos*+  +  «  sm*+)  cty 

<*P  =  7ir;0 — ! — //I+V -r- 

cos^  v  \T^m  ~ sin  v 

Soit  sin  4  =  %/(  _   7  sin  *  y  élksss  i/f* M ,  on  aura  en  substituant 

et  intégrant, 

fa-^H-p^kg.Ç  +  j^); 

c'est  ce  qu'on  aurait  obtenu  directement  en  faisant  z  ='  1  —  (1  -f->)  sin*  a*. 
Maintenant  si  Pon  fait  4=  £***  on  aura  sin°â>=  ~*>  tang*»=-~- 
=  ?;,  ou  i  tang  o>  =  1 ,  donc  l'angle  <p  devient  infini.  Ainsi,  rigoureuse- 
ment parlant,  il  faudra  que  le  corps  fasse  une  infibité  de  révolutions  autour 
du  centre  des  forces  avant  de  parvenir  de  l'apside  primitive  r  =  a  à  l'ap- 
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side  suivante  r=-.  Mais  dans  l'état  réel  des  choses,  il  n'est  pas  moins  vrai 
de  dire  qu'après  un  assez  petit  nombre  de  révolutions,  la  distance  du  corps 
au  centre  des  forces  ne  différera  pas  d'une  quantité  sensible,  de  la  limite-» 
et  le  mouvement  du  corps  deviendra  sensiblement  uniforme  et  circulaire. 

Exemple  V.  R==— -f-^. 
618.  Dans  ce  cas  on  a  JRdr  =  A  Q — -  j  -J-  —  ( -;  —  -5) ,  et  si  on  fait 

A  P 

-  =  2,  -^ï  =  /n,  -^  =  n ,  l'équation  différentielle  de  l'orbite  sera  : 


dbdM 


pour  l'intégrer  il  faut  distinguer  trois  différens  cas,  selon  qu'on  aura  n  <  1 , 
71  =  1 ,  ou  n  >  i . 

Soit  i°.  n  <  1  ,  ce  qui  comprend  le  cas  où  n  serait  négatif,  on  fera 

ss m',  et  on  aura  • 

Soit  s — m'  =  (1  —m')  cos  0,  on  aura  dÇ{/(i  —  n)  =dG,  et  par  conséquent 
<Pl/(i  — /*)  =  0 ,  parce  que  8  et  p  s'évanouissent  tous  depx  à  l'origine  du 
mouvement  où  z  =  1. 

L'équation  z  —  m'  =  (1  — /?/)  cosfl ,  ou  -  —  /n'  =  (1  —  m!)  cos  6,  entre 

le  rayon  vecteur  r  et  un  angle  0  que  ce  rayon  est  supposé  faire  avec  le  rayon 

primitif  a,  appartient  à  une  section  conique  en  général,  et  à  l'ellipse  en 

particulier,  si  on  a  m'  >  £.  Ce  cas  est  le  seul  que  nous  considérons. 

Au  moyen  de  l'ellipse  construite  d'après  l'angle  subsidiaire  8,  on  pourra 

construire  la  vraie  trajectoire  cherchée ,  puisque  r  étant  le  même  de  part  et 

ù 
d'autre,  il  suffira  de  prendre  l'anomalie  to  s=  -7; =. 

On  peut  aussi  déterminer  directement  J'orbite  par  l'équation  -  —  m'  = 
(1  —  m')  cos  [0i/(i  — n)Jî  e*  on  v0^  que  depuis  l'apside  primitive  rs  a} 
jusqu'à  l'apside  suivante  r  ==  — r^->  l'angle  <p  parcouru  par  le  rayon  vec- 
teur sera  — — IT~y  tandis  que  dans  l'orbite  simplement  elliptique  cet  angle 

T  I  72 
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619.  Soit  20.  n  =  1 ,  on  aura  d<p  =  (2m)1"  •  .        _- }    et  en   intégrant 

a  =s  — ^— r  .  \/(z —  0i0U2  =  i+ï  /w?1  =  -.  De  là  il  suit  que  r  va 
v        1/(21»)     r  v     ,/7  r 

toujours  en  diminuant  et  devient  nul  lorsque  $=  00 ,  c'est-à-dire  que  le  corps 
décrit  une  spirale  autour  du  centre  des  forces,  et  finit  par  tomber  aii  cen- 
tre même  après  une  infinité  de  révolutions.  Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'à 
cause  de  l'accélération  dit  tnouf  émënt ,  le  temps  ae  la  chute  doit  être  une 
quantité  finie. 
En  effet  l'équation  À  s=J*  ^f  donne 

d'où  résulte  l'expreksion  du  temps 

et  lorsque  p  =  00  on  a  /  =  y  .  ■ ■   *       . 

620.  Soit  3°.  n  >  1  et  — 5r-  =  /n' ,  on  aura  l'équation 

et  son  îmté%f'hte  *  en  ftftaftfl  *tss  i  H-  a:*1,  te& 

Dans  cfe  cas  le  Corps  décrit  encore  une  spirale  autour  du  centre  des  forces, 
et  il  y  parvient ,  après  une  infinité  de  révolutions,  dans  un  temps  fini  qu'il 
est  facile  de  déterminer  -par  l'intégrale 

prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  xcssco  . 

Kehià^tiegéhërak. 

621.  Connaissant  l'orbite  décrite  en  vertu  de  la  force  centrale  R  et  de 
ïa  Vitesëe  initiale  V 'diluée  ^^étidiculairèârent  fcu  fàybh  tfectérir  a ,  on 
•peut  déterminer  généralement  l*orbite  décrite  en  vertu  de  la  force  centrale 

C 

R'  =  R  +  p,  et  d'une  \itesse  initiale  quelconque  V,  pourvu  que  la -quasi- 
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Jité^V'*  — C  soit  positive,  ou  que  la  force  cent  rifogeinUialp^-,  soit  plu» 

C  l 

gnmde.qpe  Ja  frçccp ^nl^le  ?. 

C 
En  effet  si  on  lait  V*  =  V*  — **%>*!*  première  orbite  sera  déterminée 

par  l'équation 

et  la  seconde!  par  l'équation 


Ainsi  pour  une  même  valeur  de  r  on  aura  »  <%P'  =  *fy  >  ou  en  intégrant 

V 
0'  œ  '=-  0,  c'est-à-tGrè  que  les  amplitudes  tf  et  $  seront  entre  elles  dans  te 

même. rapport  que  les  vitesses  initiales  V  et  V. 

6m.  U  ne  faudrait  pas  conclure  de  là  que  la  seconde  orbite  n'^t 
autie^hqseque  la  première  à  laquelle  on  donnerait  un.  mouvement 4fi  rela- 
tion uniforme  autour  du  centre  de» forces,  peudapt  quetile^ôrpst^y.inw^ 
,car,  quoique  ce  .mouvement  .pouirait,  ^txe  ^upppsé  ^el,g^J^((}^1<^>rps 
coïncidassent  dans  les  apsides  de  leprs  orbites,  ils  ne  coi'pqckraaept  p^s 
dans  les  points  intermédiaires,  parce  que  l'angle  <p  ne  croît  pas  eu  général 
proportionnellement  au  temps. 

On  ne  doit  donc  considérer  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir,  que 
comme  une  propriété  géométrique  qui  permet  ae  construire  l'une  des  deux 
orbites  par  le  moyen  de  l'autre,  en  observant  que  les  amplitudes  $'  et  <p 
qui  répondent  à  un  même  rayon  sont  comme  les  vitesses  initiales  V  et  V. 

P'ailleurs  l'égalité  des  rapports  =£ ,  -S ,  prouve  que  les  temps  t  et  t!  sont 

égaux,  c'est-à-dire  que  les  deux  corps  employeront  des  temps  égaux  pour 
parvenir  à  des  distances  égales  du  centre  des  forces: 

6a3.  Dans  l'exemple  IV  nous  avons  résolu  généralement  le  problème  pour 

la  force  R  =  p  +  Br.;  -au  moyen  de  la  remarque  précédente  la  solution 

A         "'  "      C 
peut  être  étendue  au  cas  où  l'on  a  R  ===  -  -f-  Br  +  3.  C'est  la  forme  la  plus 

72,. 
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générale  qui  permette  de  résoudre  la  question  par  les  fonctions  elliptiques, 
tant  qu'on  admet  le  terme  Br  dans  l'expression  de  cette  force;  mais  en  n'ad- 
mettant pas  ce  terme,  on  peut  parvenir  à  des  solutions  encore  plus  générales, 
ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant/ 

Exemple  FI.  *=£+"+£+!>. 

6a4-  Alors  on  a  /R^A^-I)-*-^- i)+ «(.}_£)  + 

D/i  i\    q>.     a       B    *  A         aC  ' 

7V3Ï""?/*  bolt  r  — I'  ^V*"""'*'  oV(i— A)~ m>  3a'V(i— A)- *> 

"^ — «s/?,  on  aura,  en  supposant  1  — A  positif,  l'équation 

■  , ±<fc 

(i—  à)   «P —  ^ti_^  — a«(i  — *>  — nO  — ^)— />("— ^)D" 

La  quantité  sous  le  radical  étant  représentée  par  (i  •— z)  P,  nous  suppose* 
rons  le  polynôme  du  troisième  degré  P=  (a  —  a)  P',  P'  étant  un  poly- 
nôme du  second  degré  qui  ne  doit  pas  changer  de  signe  depuis  z  =  i  jus- 
qu'à s= *.  En  effet,  si  une  pareille  décomposition  du  polynôme  P  n'avait 
pas  lieu,  l'orbite  du  corps  devrait  ou  s'étendre  à  l'infini,  ou  passer  par 
le  centre;  deux  cas  dont  nous  faisons  ordinairement  abstraction. 

La  quantité  sous  le  radical  étant  donc  de  la  forme  (i  —  s)(z— ■«)P')  nous 
ferons  z  =  cos*  4  -f-  a  sin*  4  >  et  nom  aurons 

(.-*)**  =  ** 

Maintenant  la  quantité  P',  qui  est  un  polynôme  du  second  degré  en  z ,  ne 
devant  pas  se  réduire  à  zéro  dans  tout  l'intervalle  de  s=i  à  z=a,  cette 
quantité  aura  ses  deux  facteurs  imaginaires,  ou  bien  elle  aura  deux  facteurs 
réels  de  la  forme  L(cos*4+£'siu*4)j  car  elle  n'en  peut  pas  avoir  de  la 

forme  L  (cos*4  — 'G1  sin*  4) ,  puisqu'elle  s'évanouirait  en  faisant  tang  4  =  ?» 

et  qu'ainsi  on  .aurait  pour  cos*4+*siu*4  une  valeur  comprise  entre  i  et*. 
Il  n'y  a  donc  que  deux  cas  à  examiner  selon  qu'on  a 

P'  =L  (cos4 4  +  *£  cos*  «** 4  »n*4  +  Ç* "ni4)>  w 
P'  =  L  (cos*4  -f-  C*sinÉ4  )  (cos*4  •+-  y  sin'4). 
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Premier  cas.  F  »  L(  cos*  4  +  2^  c°sA cosft4  sin* 4  +  &  sin*4)' 
6a5.  On  aura  alors  à  intégrer  l'équation 

C1  —  *)*  <*p  =  ^^4^  +  hCcosa oo^^sm^+^sinH)' 
Pour  cela  soit  tang  4  —  *  tang  - ,  ensuite  k%  ss  g ,  et  c  =  sin  7  A ,  on  aura 

et  en  intégrant 

Cette  équation  jointe  à  la  valeur  de  z  exprimée  en  a,  savoir  : 

détermine  entièrement  l'orbite. 

Si  on  appelle  <p,  l'angle  que  le  rayon  vecteur  doit  parcourir  pour  passer 

de  l'apside  r  ==  a  à  l'apside  r  =  -,  on  fera  £t=s7T,  ce  qui  donnera 

Au  moyen  de  cette  valeur,  on  peut  prolonger  l'orbite  indéfiniment ,  car  le 
rayon  vecteur  r  qui  répond  à  l'amplitude  p  <  0, ,  répondra  successivement 
aux  amplitudes  aft  —  ^,  açt  -f-  0 ,  4?i  —  ??  4?i  +  ♦>  etc-  >  et  en  gé- 
néral à  l'amplitude  in<pt  rh  Ç,  /t  étant  un  entier  quelconque. 

Pour  trouver  l'expression  du  temps,  on   aura  la  formule  à  intégrer 

Vdt       dp 
=  — ,  ou 


*»  9 


Vdt_  (1— h)~*    /   cos»j«+*»ain*j«    y  d* 

Mais  comme  les  calculs  nécessaires  pour  celte  intégration  ont  été  dévelop- 
pés dans  d'autres  occasions,  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  y  arrêter. 

Second  cas.  F  =  L  (cos*  4  +  &  rin*  4)  (cos*  4  -H  >*  ****  4)- 
626.  Alors  on  aura  à  intégrer  l'équation 

L*  (l  —  hyép  =  ^(cog.  +  +  Qé  gin.  ^j \f(cos%+  +  y*  $in»+)f 
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soit  £  la  :plos  petite  des  «deui  quotités  €,  ^ ,  et  Sôit  <$ang  4  «P  ***Pg  *> 

c*=  i  —  — ,  on  aura 
y*7 

et  par  conséquent 

Ainsi  l'angle  <p  se  détermine  encore  très  simplement  j>ar  la  fonction  de  pre- 
mière espèce  F(c,  o>),  et  le 'rayon  vecteur  correspondant  r  par  l'équation 

-  =  cos*  4  +  ot  sin1 4  b  i-r; — r-rh — -r —  ;  1  orbite  est  donc  entièrement 

r  T     '  T  ^mt08*4f-f-Sin*#    ' 

connue  et  déterminée,  puisque  le  secteur  compris  d'une 'apside  à  la  sui- 
vante ,  se  répète  à  l'infini  dans  des -portions  alternatives. 
627.  Pour  avoir  l'expression  du  temps ,  il  faudra  intégrer  la  formule 

Soit  Z  sas  t  -i-  .  -r-,  si  l'on  fait  r  =4-—  *  ?  *^\=JVet  i  -f-  f  sin*  <P=D, 

J  %         t±  y  I  —y 

on  aura  -  =    ~*  (i  +  fj)>  et  par  conséquent 
Mais  par  une  réduction  coaiu*e;X)n  a 

+(,+î±^+^)„(„<!,a)gj 


et /g£  =  II  (?,  c,  a>).  Donc  la  valeur  de  Z  s'exprimera  par  les  fonctions 
F  (c,  û>),  E  (c,  a>)  ,  Il  (r,  c,  o>) ,  et  alors  on  aura 

628.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'on  aurait  a  =V>V  çe/nû  donne 
y  =  o,  et  £  =  1  +  (£  —  i)sina»;  alors l'intégrale  Z  =  /*^  .  ^  se  dé- 
veloppe ainsi 
(>'-e')*Z=B(i— C^F(^)—  s(i—  #)(i  — y)E(c,*)+(i  —  y'Yftfd*. 
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D'ailleurs  on  a 

fù?d»  =  $ c*A  sinû>  cosû>  +  f  (2  —  c*)  E(c, û>)— -  ±  AftF(c;  »); 

ainsi  dans  ce  cas  l'intégrale  Z  et  par  conséquent  l'expression  du  temps  ne 
dépend  que  des  fonctions  de  première  et  de  seconde  espace» 

629.  Appliquons  les  nombres  aux  résultats  généraux  du  second  cas.  Soit 
m  =  | ,  71  =  £ ,  j>  =  |,  la  quantité  sous  le  radical  étant  représentée  par 
(1  —  s)P,  ou  auraP  =  £  (  —  j-f-5z  —  3z*— •«*),  et  en  décomposant  ce 
polynôme  en  ses  facteurs ,  on  trouve 

P=  |  (z  —  o. 069644)  (i.  137608  —  z)  (4.2107252  +z). 

On  devra  donc  faire  a  =  0.069644 ,  et  le  rayon  vecteur  dont  la  valeur 
à  l'origine  du  mouvement  est  rz=  a9  croîtra  jusqu'à  4a  valeur  r  =  -  = 
a  ( i4.5587 3) ,  laquelle  aura  lieu  dans  l'apside  supérieure. 

La  substitution  s  =  cos*  4  H"  a  sm*  4  étant  faite  dans  les  deux  au- 
tres facteurs  de  P,  la  quantité  désignée  par  P'  =  L  (cos1 4  +  £*  sin*4) 
(cos*4~H  >lsînft4)>  sera  déterminée  par  les  valeurs  logarithmiques  de 
ses  coefficiens,  comme  il  suit: 

L*s  (8.9522623),     ^  =  (9.9144211),     >•  =  (0.8899130). 

g* 

De  là  résulte  b%  =  —  =(9.0245081),  A =(9.5 122540)  =cos(7i°  1'  i9"74)> 

c  =  sin  (7 1°  1'  19"  74)  =  (9  •S757 278).  Cela  posé  l'angle  p,  parcouru  depuis 
l'apside  inférieure,  jusqu'à  l'apside  supérieure,  se  détermine,  en  supposant 

h  =  o  ou  B  =  o,  par  l'équation  0,  =  —ttï  F'c ,  d'où  l'on  tire  p,  55= 

35o°.  67864*  Ainsi  le  rayon  vecteur  fera  plus  de  35o%.-c'est-à-dire,  presque 
une  révolution  entière,  pour  parvenir  de  l'apside  inférieure  r  =  a,  à  l'ap- 
side supérieure  r  t=  u  (i%.  35873). 

Les  deux  cas  généraux  que  nous  venons  de  développer  5upp03ent  la  quan- 
tité 1  —  h  positive  ;  si  elle  était  nulle  ou  négative  la  solution  dépendrait 
toujours  des  mêmes  méthodes 7  et  U  est  inutile  de  s'y  arrêter. 

Exemple  III.  Des  orbites  trèsrpeu  différentes  du  cercle. 

63o.  Il  convient  d'examiner  particiilièrement  le  cas  où  la  vitesse  initiale 
est  telle  que  pour  une  force  donnée  R,  fonction  de  la  .distance  r,  l'urk^te  dé- 
crite est  très  peu  différente  du  cercle. 

Soit  r  ss  a  (1  -f^«r),  or  étant  une  quantité  que  nous  regarderons  comme 
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a*x* 

très  petite,  on  aura  R  =  A-f-A'*,r-f-A".—  +  etc.,  A,  A',  A"  étant  ce 
que  deviennent  R,  -t-,  -tj  ,  etc.,  lorsqu'on  fait  r=  a.  Cette  valeur  de  R 
donne  fRdrss/TXada:  =  A at  +  A' . -J-  A" .  —5  -f-  etc.  ;   substituant 

cette  valeur  dans  l'équation  de  l'orbite  et  faisant  pour  abréger  «^  =s  m , 

AV  AV 

vr  =  *>  -yr—Pi  on  aOTa 

^ ±cfc(i  +  *)- 

La  quantité  sous  le  radical  devant  être  positive,  on  voit  que  x,  dont  la  va- 
leur primitive  est  nuUp  et  qui  doit  toujours  rester  très  petite ,  sera  de  même 
signe  que  1  —  m\  d'ailleurs  1  —  m  lui-même  doit  être  une  quantité  très  pe- 
tite du  même  ordre  que  le  maximum  de  or;  en  effet,  pour  que  l'orbite  dé- 
crite soit  très  peu  différeute  du  cercle ,  il  faut  que  la  force  centrale  A  diffère 

V* 

très  peu  de  la  force  centrifuge  — ,  et  qu'ainsi  le  rapport  de  ces  deux,  forces 

exprimé  par  m  soit  très  peu  différent  de  l'unité. 

63 1 .  Soit  donc  1  —  m=  a ,  &  étant  une  quantité  très  petite ,  positive  ou 
négative,  et  soit  x  =  coy,  on  aura  sans  ambiguïté,  j**  étant  toujours  po- 
sitive : 

dm— dy(x  +  *yT* 

"*        |/[ay-(3  +  ii)y+(4-|rt-y— -eta]- 

Supposons  que  la  série  sous  le* radical  ait  pour  facteur  A:— p7  k  étant  dé- 
terminé par  l'équation 

a  s=  (3  «+■  n)  k  —  (4  —  ip)  ah  -f.  etc. 

Cette  série  deviendra  (  /gr  — jr%  )  (3  •+-  n  —  (4  —  f  p)où  (k  +jr)  -J-  etc .) ,  donc 


<*P=- 


.jà ^ (l+«y)-» 


V(h-f)  '  l/C3+^-(4-Jp)-(^+^)  +  etcJ 
Si  on  développe  cette  quantité  en  rejettent  les  termes  de  l'ordre  ^*,  et 
qu'on  fasse  pour  abréger  /=  *T\^—  ,  on  aura 

^~Vih-y>)\        i/(3+i»)         / 
Soit^=:A:sinft|4  =  iA:  (1 — cos4)>  on  aura 
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et  en  intégrant 

Lorsque  le  corps  est  parvenu  à  sa  seconde  apside,  on  a  jr  =  À:,  x  =  ufc, 
^  =9r;  et  par  conséquent 

résultat4  où  il  faut  substituer  la  valeur  de  k  qui  se  déduit  de  l'équation 
2  s=  (3  +  /i)À:— (4  —  iP)  «**>  savoir  k  =  3  .  ^  ,  ou  simplement 
A:=  -        ,  puisqu'on  rejette  dans  la  formule  les  termes  de  l'ordre  a>*. 

11  serait  facile  au  reste  de  déduire  de  la  même  analyse  la  valeur  de  <p,  en 
poussant  l'approximation  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  coé  ou  d'un  ordre 
plus  élevé. 

63s.  Si  on  veut  avoir  l'expression  du  temps,  il  faudra  intégrer  la  for- 
mule dt  =z  y  d(p  (i  -\-  x)% ,  ou  en  prenant  pour  unité  le  temps  que  le  corps 
employerait  à  parcourir  le  rayon  a  avec  la  vitesse  initiale  V , 

dt=zd<t>(i  -t-art-ê ^ (L±£1Ê±Û\ 

Soit  toujours^  =  k  sin'  \  %|/,  on  aura 

et  par  conséquent 

,_4('+t/*«)  i^.ninl 

Soit  /,  le  temps  employé  à  parvenir  de  l'apside  rsoà  l'apside  suivante 
rsss  a  (4  -+-  A«),  on  aura 

,  _*(!  +  !/*») «• 

•""     V(3  +  »)     ""ï/C3+»-*»(6-i/»)r 

633.  Soit  par  exemple  R  =  3  (  1  +  -^+j)  >  £  étant  une  quantité  très  pe- 
tite de  l'ordre  et  ;  on  aura 

»  =  ;?}»("  +  $)> 

P«3^[6+r(f-i)Cl} 
T.  ï.  73 
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et  parce  que  m=  i  —  û>,  on  tire  de  ces  valeurs,  en  omettant  les  termes*  dri 
second  ordre  f 

Tt   =  —  2  +  2Ûà  +  2Ç  +  p€^ 

p  =6 — 6û>  —  66+9(9 — 1)6. 
Substituant  les  valeurs  de  n  et  p  dans  la  formule  qui  donne  <p, ,  on  devra 
faire  en  même  temps  k  =  3        =  a ,  et  on  aura 


4>i  = 


-/[i  +  ('+a)q- 


tut 

Le  cas  de  €  ss  o  qui  est  celui  de  R  =  ~,  donne  p,  ss  tt  ,  ce  qui  a  lieu  en 

effet  dans  le  mouvement  elliptique  ou  les  deux  apsides  consécutives  sont 
diamétralement  opposées. 

Soit  9  =  1 ,  et  6  =  -  55^5,  on  aura  * ,  =  ^^  =  180*  45'  36", 

ce  qui  est  conforme  à  l'exemple  donné  par  Newton,  Princ.  Math.  Lib.  I. 
Prop.XLF. 

ExempUFHI.  Rœ^. 

634-  Alors  on  a  /TWr  =  M  log,£,  et  en  faisant  ^.  =  w,  -  =  s,  l'é- 
quation différentielle  de  l'orbite  sera 

-La  quantité  sous  le  radical  s'évanouit  lorsque  zsi;  supposons  qu'elle  s'é- 
vanouisse encore  lorsque  z  =  a,  a  étant  uue  racine  de  l'éqtaafcîop 

o±=  1  —  a*  rf-  a/»  log  a; 

on  trouvera  que  cette  racine  est  toujours  réelle  ,  et  que  1  —  a  est  de  même 
«gne  que  1  — •  m. 

En  effet  soit  m  <  1 ,  si  on  fait  et  =  1  —  «,  a  étaul  une  qu*aùté  poritive 
infiniment  petite,  le  second  membre  de  l'équation  précédente  sera  égal  à 
so>  (1  —  m) ,  quantité  positive.  Si  on  feît  ensuite  a  =  co ,  le  second  mem- 
bre deviendra  —  2/nlog'i,  quantité  négative  infinie.  Donc  il  y  a  une  va- 
leur réelle  de  a  comprise  «n(re  1  et  zéro. 
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On  démontrera  semblable  ment  que  si  on  a  m  >  i ,  il  y  aura  une  valeur 
réelle  de  a  comprise  entre  i  et  5. 

Si  on  a  m  =  i ,  il  faudra  qu'on  ait  aussi  z  =  i ,  car  en  faisant  z  =  i±», 
m  étant  infiniment  petit ,  la  quantité  sous  le  radical  se  réduit  à  —  aa>\ 
On  a  donc  co  =  o ,  ou  z  =  i  ?  de  sorte  que  l'orbite  sera  un  cercle 
comme  l'indique  (Tailleurs  l'égalité  qui  a  lieu  entre  la  force  centrifuge  ini- 
tiale —  et  la  force  centrale  —  • 

a  a 

635.  Puisque  %  a  pour  limites  z  s  i ,  z  es  a,  soit  z  =  cos'  4  •+■  a  sin*  4> 
on  aura  d'abord ,  en  supposant  m  <  i  ,  et  par  conséquent  a  <  i , 

^  =    y^(i — ^  +  awilogt) 
Soit  i  —  et  =  £ ,  et  £  sin*4  =^ ,  on  aura  z  =  i  —  py  et  la  quantité  sous 
le  radical  étant  développée  en  série  deviendra 

/>(*  —  3,a  — (i  +  m),,  —  ^jV  —  jf  —  «te.). 

On  aura  donc  par  une  première  réduction  : 


^?= 


t /(a  —  am  — (i  +  jn)  f  sinf  ^  —  -r-  C*  sin4  4  — "  -4-  ^  «m*  +  —  etc.  J 


La  série  sous  le  radical  est  déjà  convergente  puisqu'on  a  €  <  i ,  mais  on 
peut  lui  donner  une  forme  plus  simple  en  observant  qu'elle  doit  s'évanouir 
lorsque  sin-sj/  =  i ,  et  qu'ainsi  elle  doit  être  divisible  par  i  —  sm*  4*  Sup- 
posons que  le  quotient  est  A  -J-  À'  sin*  4  +  À"  sin4  4  +  etc. ,  on  anra 

A  =2-.2iïf=(i+m)£+yî^  +  ^^+etc., 

A'==A  — (i+m)£==Ç£*  +  ^e'-*-etc., 

A''=A'  — ^£*=  j#  +  ^#  +  etc., 

A'"s=A''  —  ^^=^^  +  etc, 

etc. 

Ces  coefficiens  forment,  comme  on  voit,  une  série  de  quantités  positives, 
qui  décroissent  dans  une  raison  dont  la  limite  est  £.  H  en  résulte  une  ex- 
pression simplifiée  de  dp ,  savoir , 

firn_  •  2i/C.«fr 

*~  y(À  + A'  sin*  +  +  A*  fia**  +  A**M  +  +«tc.)' 

73.. 
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636.  La  meilleure  manière  d'intégrer  cette  formule  serait  de  développer 
la  quantité  (A  + A'  sinft4  +  A."  sin* 4  +  etc.)**  en  une  série  de  la  forme 
C  +  aC;  cos  24  +  aG"  cos  44  H"  etc-  >  d'où  ^on  déduirait 

(p  =  av/^(C4  +  Csin24+|Cf/sin44  +  ^Cwsin64  +  etc). 
Mais  la  difficulté  est  de  trouver  avec  une  exactitude  suffisante  la  valeur 
des  coefficiens  C ,  C,  C",  etc. 

Appelons  P  la  quantité  A  +  A'  sin*  4  ■+■  A"  sin4  4  +  e*c*  >  <lu* esl  1*  va~ 
leur  développée  de  '  T.  JT*7**»?6-^,  en  y  faisant  z  =  1  —  €  sin*4>  on  aura 
en  général 

£9rC=:/P*rf4,  i?rC':=/P^4cos24,  £7rC"=/P»<tycos44,  etc., 
ces  intégrales  étant  prises  depuis  4  =  0  jusqu'à  4  ==  i  7r' 

On  peut  donc  trouver  par  les  quadratures  les  valeurs  des  coefficiens  C , 
C,  C",  etc.;  mais  le  calcul  de  ces  coefficiens  deviendrait  extrêmement  pé- 
nible ,  si  on  voulait  prolonger  la  suite  assez  loin  pour  qu'elle  pût  donner  la 
valeur  de  <p  exacte  jusqu'à  dix  décimales.  Nous  donnerons  bientôt  un  moyen 
plus  facile  de  parvenir  à  ce  degré  d'approximation.  Examinons  auparavant 
quelques  cas  susceptibles  d'une  solution  assez  simple. 

637.  Supposons  l'angle  4  assez  Pet^  Pour  qu'on  puisse  négliger  le  troi- 
sième terme  et  les  suivans  dans  la  suite  a  —  nm  —  (  1  -\-  m)  C  sin*  4 

—  y  £*  sin* 4  —  ete. ;  si  on  fait  £*  C  _  mj  sin  4  =  sin  8 ,  on  aura  alors 

«^  dB  1/2  .   ,  ^  #1/2 

*  =V(» -,»')'  <*  *im  donne  •  =  Pô=55- 

Cette  valeur  très  simple  sera  en  même  temps  très  approchée ,  si  le  troi- 
sième terme  de  la  série  précédente  est  négligeable.  On  pourra  aussi  tenir 
compte  de  ce  terme  et  ne  négliger  par  conséquent  que  les  termes  de  l'ordre 

sin6  4 ,  en  faisant  d<p  =  v/(l^>)(1  +|  .  ^[iT^J  û4)'  c*  qui  donne  en 

Soit,  par  exemple,  m=±  et  0  =  5° ,  on  trouvera  «=0.45076  365ao*7, 
fl  =  4*. 5373o  449*65.  Réduisant  cette  valeur  en  parties  du  rayon,  on  aura 
le  premier  terme. . . 

Correction  due  au  second  lerme       4- 753  45 

Valeur  corrigée  $  =  0.12931  82776  82. 
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Cette  même  valeur  tirée  d'une  table  que  nous  donnerons  ci- après,  est 
p=  0.12931  82780;  la  différence  n'est  donc  que  d'environ  trois  unités 
décimales  du  io**e  ordre. 

638.  La  formule  précédente  ne  peut  s'appliquer  qu'à  des  valeurs  assez 
petites  de  l'auxiliaire  4  ;  mais  on  peut  toujours  trouver  deux  limites  entre 
lesquelles  sera  comprise  la  valeur  de  q>,  quel  que  soit  l'angle1  4-' . 

En  effet  si  dans  la  série  À  -J-  À'  sin1  4  +  A''  sin*  4  +  etc. ,  on  néglige 
tous  les  termes  qui  suivent  le  troisième,  il  est  évident  que  comme  ces  ter- 
mes sont  toujours  positifs,  on  aura 

Si  au  contraire  on  met  le  seul  terme  N  sin4  4  au  ^eu  de  la  suite 

sin*  4  ( Af/  +  A'"  sin*  4  +  A,T  sin*  4  +  etc.),  en  prenant  N  ss  A"+  A!n  + 
A,Y  •+-  etc. ,  il  est  visible  qu'on  aura  toujours 

<P>  W*  J  i/(A+  À'sm**+Nsin^); 
Reste  donc  à  trouver  l'expression  de  ces  deux  intégrales. 

Pour  cet  effet  soit  tan  g  4  ==  h  lang  \  co ,  ensuite  ¥  — .        ,        ê9  c=sin  fl, 

fl ufzA+A'\  (fy *_  dm 

C0S2°— mK\    aA    ;?  on  aura  lyyL+k'éttf^û^--  a|yA\y(i—<*w\0' 

Donc(P<^F(c,o)). 

Soit  pareillement  tang  4  =  &  tang  j  u>' ,  ensuite  K*  =  A  ■  A;  .  N  » 
d  =  sin  fl' ,  cos  afl'  =  A"  (^j^),  on  aura  <p  >  ~j  F(c',  »').  Telles  sont 

donc  les  deux  limites  entre  lesquelles  se  trouvera  toujours  la  valeur  de  <p  : 
ces  deux  limites  seront  fort  rapprochées  lorsque  4  sera  très  petit ,  mais  elles 
s'éloigneront  l'une  de  l'autre  d'autant  plus  que  4  s'approchera  plus  de  ?7T. 

Si  l'on  fait  4  =  t^?  ce  qui  donne  a>  =  cJ  =  it ,  on  aura  les  limites  de 
<pt ,  savoir , 

639.  Soit  comme  ci-dessus  m  =  £,  la  résolution  de  l'équation  o  sss>  1  — *• 
+  log  «,  donnera 


58*  APPLICATION  A  LA  MÉCANIQUE, 

tt^  0.45076  36520  17»  fo.65394  888S8  18], 
€^ 0.549^3  63479  83  =a  [9.73975  92707  46], 

A=i, 

A' sa  O.17614  54780  *5, 

A"  s»  0.07559  19560  43, 

A+A'+A":»  ï.35i73  74340  68. 

Où  a  d'ailleurs  A*t-A'4-N=s(ce  que  devient  là  quantité 

— —  . -^ — -2-,  lorsque 3  =  *)  = 2*  =  1.31693  01 858. 

De  là  résultent  les  valeurs  suivantes  : 

*=fo-9756*  rô899]>  *,=t9-9701<>  93l,9L 

cos  26  =  [9 .98790  13093]  ,     cos  26'  =  [9.97687  6553a], 

28 s  i3°  27'  41"  74 ,  28'  as  18°  3i'  53  5o, 

8  =  6°.73o8,  6'=   90. 265764, 

F'c  =  [0.1976204],  FVcs  [0.19896716], 

p,  <  2.2087763,  0t>  2.1876917. 

La  vraie  valeur  qu'on  trouvera  ci-après  est  $a  =  2. 1931557  ;  ainsi  la  se- 
conde limite  est  environ  trois  fois  plus  près  que  la  première  de  la  valeur 
exacte. 

Construction  aune  table  des  intégrales  $  et  f ,  selon  la  méthode  des 

ordonnées  moyennes. 

640.  On  a  vu  qu'en  faisant  p*=z€  sin*  ^  •  *  =  l  — P>  ka  intégrales  9 
et  t  sont  exprimées  par  les  formules  : 

où  Ton  a  u  ==  — >•- *?**  ■ — ■    ■■■il,  et  où  il  faut  observer  que  le 

facteur  ^  a  été  omis  dan&  la  Valeur  de  t,  ce  qui  suppose  qu'on  prend  pour 

unité  le  temps  que  le  corps  mettrait  à  parcourir  la  distance  a  avec  la  vitesse 
initiale  Y. 

Nom  nous  proposons  maintenant  de  construire  une  table  de  ces  deux 
intégrales ,  suivant  la  méthode  des  ordonnées  moyennes ,  pour  le  cas  de 
m  s=  j  qui  a  déjà  fourni  quelques  applications.  Cette  table  devra  donner 


SECTION  IV,  $a3 

les  intégrale*  <p  et  *,  calculées  à  dix  décimales  t  pour  toute*  1g*  valeurs 
de  la  variable  •>[/,  de  degré  en  degré ,  depuis  •>[/  —  0°  jvsqtfà  «Js  »  ^Qf , 

64 f.  Pour  cela  il  faudra  calculer  jusque  onze  décimales,  les  auxiliaires 
P  et  Q  par  les  formules 

l  co$4 f\ F 


p= 


où  k  =  2^/Ç  .  -£-  =  [8.41278  6998628],  en  donnant  à  4  les  valeurs  suc- 
cessives qui  conviennent  aux  ordonnées  moyennes,   savoir,  o°J,  1*7, 

3°T, 89^. 

Chaque  valeur  de  P  qui  répond  à  4  s=  n*  £  devra  être  inscrite  sur  la  li- 
gne de  4  s  if  ;  ainsi  la  colonne  des  ^  depuis  ^  ^  o°  jusqu'à  ^  =  fk)* , 
sera  accompagnée  de  la  colonne  des  P,  et  par  ççîle-çï  on  formera  les  co- 
lonnes des  différences  premières,  secondes ;  troisièmes  et  quatrièmes  dePj 
ensuite  pour  avoir  chaque  différence  Sç>  correspondante  à  une  valeur  don- 
née de  4^>  on  appliquera  la  formule  démontrée  dans  le  logK  H, 

laquelle  comprend  les  trois  premiers  termes  d'une  suite  dont  on  pourra  tou- 
jours négliger  les  termes  ultérieurs. 

On  calculera  de  même ,  la  différence  Si  au  moyen  de  l'auxiliaire  Q  et 
de  ses  différences  successives. 

On  obtient  ^*P*  qui  appartient  à  ia  ligne  de  ^  =  —  i*;  en  répétant  sur 
cette  ligne  la  valeur  de  P  qui  répond  à  ■>[/  =  o,  car  la  valeur  de  P  est  la 
même  pour  4  =  —  o°  \  que  pour  %|/  s=  H-  o#  \.  On  obtiendrait  de  même 
«PâP°%  h  cela  était  aéeemire,  en  inscrivant  sur  ta  ligne  de  4.  «s  ^  9°, 
la  même  valeur  de  P  qui  est  placée  sur  la  ligne  de  >[/—  *°- 

On  observera  d'ailleurs  les  préceptes  que  nous  avons  donnés  dans  l'ex- 
pobition  de  la  méthode ,  pour  déduire  des  formules  les  résultats  les  plus  x 
exacts  qu'elles  comportent,  c'est-à-dire,  pour  avoir  dans  notre  exemple  les 
valeurs  de  <p  et  de  t  exactes,  autant  qu'il  est  possible,  jusque  dans  la  dixième 
décimale.  ' 

642.  Nous  joignons  ici ,  pour  servir  d'exemple  dans  des  calculs  analogues, 
les  valeurs  des  auxiliaires  P  et  Q,  en  omettant  les  colonnes  des  différences 
qui  sont  faciles  à  suppléer.  Ces  auxiliaires  ont  été  calculées  en  général  par 
les  formules  que  nous  avons  rapportées.  Mais  on  a  simplifié  le  calcul  de  P 
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pour  les  petites  valeurs  de  4>  en  mettant  dam  son  dénôrûkiàtéur  la  tdleùf 
développée  de  log  (i  — p). 

D'après  ces  auxiliaires  et  leurs  différences,  on  a  construit  la  table  des 
valeurs  de  <p  et  t ,  qui  sert  à  résoudre  le  problème  proposé  dans  le  cas  de 
/»  =  £.  Elle  donne  pour  4  =ï  **  les  fonctions  complètes 

<p,  =  3.i93i5  56879  =  i25°,65856  47$l1>    *.*=5.n846  i4*95', 

cette  dernière  valeur  suppose ,  comme  nous  l'avons  dit,^-  pour  l'unité  du 

temps.  Voici  maintenant  deux  exemples  qui  feront  connaître  l'usage  de 
cette  table. 

Soit  i°.  4  =  100  circ.  +  ai5°=  36ai50,-  il  faudra  donner  à  4  la  forme 
4  =  n.  1800  de  4 ,  n  étant  un  nombre  entier  et  4/  un  reste  <  j  ic  :  on  aura 
ainsi  n  =2  201 ,  et  db  4'  =  35*.  Au  moyen  de  la  valeur  4'  =  35°,  on  trouve 
immédiatement  dans  la  table  <pf  =  0.89562  47687  et  *'=  1  .o3o83  73479; 
donc  l'anomalie  <p  =  2n$l  +  cp'  =  88 a. 544 21  i3o45,  et  le  temps  /  = 
zntx  +  t1  =  2o58. 6523a  79869.  La  valeur  de  <p  réduite  en  degrés  com- 
prend 1 40 circonférences  plus  un  reste  de  i66°.o5854  i4473J  c,est  ceder- 
nier  angle  qui  donne  la  direction  du  rayon  vecteur  dont  la  valeur  se  tire 

de  l'équation  -  =  1  —  €  sin*  35°.  On  a  donc  le  lieu  du  corps  et  le  temps 

du  mouvement  qui  répondent  à  la  valeur  donnée  de  4* 

Soit  20. *=i ooo=2itfl;ht', on  aura  2/1=  196,  nfc^=— 3.2184382220. 
La  valeur  de  4  qui  répond  à  cette  valeur  de  t9 ,  se  trouve  par  l'interpola- 
tion 4' = 71°  63555  64816.  De  là  $'=1.77617  87109,  et  $.=  196$,  —  p' 
=  428.08233  6ii75=68circ.+  4703ni4  36228.  Ce  reste  47°  3i  etc. 
fait  connaître  la  direction  du  rayon  vecteur,  et  la  valeur  de  ce  rayon  se 

déduira  de  l'équation  *  =  1  —  €  sin'  ^yCe  qui  achève  de  déterminer  le 

lieu  du  corps  pour  l'instant  donné. 
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Correction»  et  additions. 


rl,  r3,  etc. 
Ç9È* 

B+C**      • 

dp 
/(A  +  Bsin**)-^ 

P*  — 0*    • 

Tang  î?»  + 1  +  ï  *"»—  l 
(2+2C*— 3c,sin,4>)y 

1     

V/(»+**tan6"<p) 
la  fonction  complète  F'c 
la  fonction  cF(c,f) 
Lsin^  =  9,,j5i7253 
G(rt=E(rt— fF(rt 
la  transformée 
sin(2f  —  ^°) 
<?«••  =  tang*  3°2'34",69 

mettez.  F'c  ai»  lieu  de  Te 
F'b'  z=i¥%b9 ,  F'**=  iF'i-.etc. 
F'b  =  v/2F'c 
c°,  c°°t  C00,  etc. 


*°  jiB-»inç'...iB*«n^ 

F(c,?)  =  E(c,*)  =  «> 

n'(»,c) 

"  i. 
n(c)  ;=  ±F  +  ^5  arc  tang. 

n*  (»,«)—  F'« 
n'(»)=F*+ 

I+'±' 
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Corrections  et  additions. 


i+p  +  r 

J  A*n+l 
(i+JKWF'c  +  cF1*) 
i»V3 
3*— *r» 

^2 

1>3 

71: 


U  =  t/3[E(6,*)— etc.] 


V/27 


A(0,f)Ung£* 


tang  £(*+*•) 

module  c 

+  4A.2  cos4^ —  etc. 

y*  •  ■ 

e08«C08ab 

V/(sinft# — sina«) 
MMcos"-'* 
déduit  de  c° 

a9  sin'/u 

a^src^  +  fc*.  Alors  on  a8S  = 

V{i— J).y(i-t) 

rcosPN  =  » 

de  ces  formules 

DBMs  =  /# 

du  méridien  lai-mém* 
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4^3 

•4 

43i 

II 

436 

444 

463 
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Corrections  et  additions. 


A  +  G 
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Corrections  et  additions. 

4:7 

5 

selon  que  t 

480 

•     25 

AB                1 

-(M-B)'-(ic)*-. 

5i3 

'7 

«»=»»=l,'i 

5i5 

12 

{-m 

5io 

7 

+  Badm  sin  « 

521 

1 

2a  \    2/?    / 

5a4 

21 

H'(fn  +  *0 

525 

7 

Fig.  3o  et  20 

Ib. 

10 

TVTX 

5a6 

9 

(u+r)(u+S) 

546 

21 

par  R'  et  —  R" 

Page  4°>  Kgne  4>  ajout**:  Cette  expression  peut  être  représentée,  si  l'on  veut,  par 
un  seul  arc  de  la  courbe  compté,  à  partir  soit  du  point  M,  soit  du  point  N,  en  tour- 
nant constamment  dans  le  sens  MN.  En  effet,  soit  M,  M',  M*. .  .M*,  la  série  des  points 
M  de  la  courbe  situés  à  l'intervalle  d'une  demi-circonférence,  ceux  de  rang  pair  se 
confondant  avec  le  point  M,  et  ceux  de  rang  impair  arec  son  opposé  M'.  Soit  de  même 
N,  N',  N"...N*,  la  série  des  points  N  situés  à  un  pareil  intervalle.  L'arc  2J»1  +** 
sera  compris  depuis  le  point  M  jusqu'au  point  N*,  et  l'arc  a&r* —  «°  sera  compris 
depuis  le  point  N  jusqu'au  poiut  M*  :  ainsi  un  seul  arc  représentera  dans  tous  les  cas 
la  fonction  F(?,  f). 
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